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Ebene. Eine Ebene ist eine Fläche 
von der Beschaffenheit, dafs wenn 2 in 
derselben gelegene beliebige Punkte durch 
eine gerade Linie verbunden werden, diese 
Linie mit allen ihren Pnnkten in der 
Ebene sich befindet. 

Jede andere gerade Linie, welche gegen 
die Ebene geführt wird, berührt die E. 
in nnr einem Punkt und verlängert 
schneidet sie die K. in die.<iem Punkt. 
In dem ersten Fall steht die gerade L. 
auf der E., deren Berührungspunkt heifst 
der Standpunkt oder Fufspunkt der 
geraden Linie. 

Hat eine gerade L. eine solche Lage 
gegen die E., dafs sie dieselbe nicht be- 
rührt oder schneidet , so weit man beide 
auch verlängern mag, so läuft die ge- 
rade L. mit der E. parallel. 

Fig. 584. 


Sieht eine gerade L. auf einer E. der 
Art, dafs sie mit allen durch ihren Stand- 
punkt gezogenen in der Ebene befindli- 
chen geraden Linien rechte Winkel bil- 
det, so heifst die Linie winkelrecht, 
lothrecht, normal auf der E., sie ist 
ein Loth auf der E. Jede gerade Linie, 
die auf einer E. nicht lothrecht steht, 
heilst schief oder schräg. 

2. Steht eine gerade L. auf zweien in 
einer Ebene durch ihren Standpunkt ge- 
zogenen geraden Linien lothrecht, so ist 
sie ein Loht anf der Ebene. 

Denn ist AC mit den beiden in der 
Ebene gelegenen geraden Linien CB und 
CD lothrecht und CG eine beliebige an- 
dere durch C in derselben E gezogene 
gerade L , und man zieht eine neliehige 
gerade Linie BD, welche die 3 Linien 
CB, CD, CO schneidet, 
verlängert AC bis CF, 
so daß CF=CA, und 
zieht die Linien von A 
nnd F nach den Punk- 
ten B, D, G, so sind 
auch die Z BCF und 
DCFrerhte Winkel, folg- 
lich ist 

C^ABCxAFBC 
nnd AACDhaFDC 
folglich AB = FB 
lind AD = FD 
hienu BD = BD 


MgMch A^BDxaF'BD 
also ^ ABG= Z. FBG 
hierzu BG = BO 


folglich A 't ß O A FB O 
also AG-=FQ 

hierzu AC=FC 

und CG=CO 


folglich A^tCCMA FCO 
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und hieraus ^ACG=z.FCG 
die als Nebenwinkel susammen = 2 rech- 
ten Winkeln sind, und also /_ACG=R^, 

Da nun CG eine ganz beliebig gewählte 
Linie ist, so bildet auch AC mit jeder 
durch C in der E gezogenen geraden L. 
einen rechten Winkel. 

3. 3 beliebig im Raum gegeliene I’unkte 
bestimmen die Lage einer Kbene und 
durch solche 3 Punkte ist nur eine K. 
und nicht noch eine zweite möglich. 

Denn sind die 3 Punkte B , C, D ge- 
geben und man verbindet dieselben durch 
gerade Linien, so muTs die gerade Linie 
BD mit den Punkten H nnd l> in der- 
selben Ebene liegen; desgleichen die Linie 
CD mit den Punkten C und O nnd die 
Linie BC mit den Punkten B und C in 
einerlei Ebene Wollte man nun anneh- 
men, daCs die 3 Punkte B, C, D nicht 
nur in der Ebene BCD sondern noch in 
einer zweiten Ebene lägen, so cxistirt 
ein aufserbalb BCD liegender Punkt, z. II. 
A in der 2ten Ebene, und da diese zweite 
Ebene die erste in CD, in BC und zu- 
gleich in BD schneiden müfste, so wür- 
den die drei Dreiecke ACD, ABC und 
ABD in dieser zweiten E zugleich sich 
belindeu müssen; jedes dieser Dreiecke 
schliefst aber einen der gegebenen Punkte 
als aufserhalb liegend von der zweiten 
Ebene aus. Es folgt hieraus: 

Die Schenkel eines geradlinigen Win- 
kels liegen nur in einer Eliene. Zwei 
sich schneidende gerade Linien , zwei mit 
einander parallel laufende Linien liegen 
nur in einer E. 

Zwei Ebenen schneiden sich in einer 
geraden Linie, denn schnitten sie sich 
in noch einem aufserhalb der graden L. 
liegenden Punkt, so würde oieser mit 
noch zweien beliebigen Punkten der ge- 
raden Linie zusammen 3 Punkte ans- 
machen, zwischen welche nicht zwei Ebe- 
nen zu legen sind. 

ä. Wenn von zweien sich schneidenden 
Linien die eine lothrecht auf einer Ebene 
ist, so ist die andere nicht lothrecht auf 
derselben E. 

Denn legt man durch die beiden sich 
schneidenden Linien eine E., so mufs 
diese die erstem E. schneiden. Es sei 
AC auf der £. in C lothrecht, AB die 
zweite, die AC in A schneidende gerade 
L., nnd CB die Dnrch.schnittslinie zwi- 
schen beiden Ebenen CDB und ACB, so 
ist Z.ACB ein rechter Z in dem ^^ACB, 
folglich mnfs /^ABC spitz nnd kann 
kein Loth auf E sein. 

Hieraus folgt, dals in einem Punkt 
einer E. immer nur ein l.uth errichtet 
und TOn einem Punkt aufserhalb einer 


E. auf dieselbe nur ein Loth gefällt wer- 
den kann. 

5. Sind auf einer geraden Linie in 
einem ihrer Punkte mehrere winkelrechte 
Linien errichtet, so liegen diese alle in 
einer E. Denn es seien auf der geraden 
Linie AC in C die Lothe CD, CB, CH 
errichtet, und man legt durch CD und 
CB eine E , so ist AC ein Loth auf die- 
ser E., weil die beiden Z ACD und ACB 
rechte sind. Uesetzt nun CH läge nicht 
in derselben E., nnd man legt dnreh ACH 
eine E., welche die erstere E. in CJ schnei- 
det, so ist nach No 2, j^ACJ ein rechter; 
da aber auch ACH ein rechter Z i*f, so 
müssen CJ und CH zusammenfallen. 

6. Die von einem Punkt A auf eine 
E. gefällte iothrechte ist die kürzeste 
Verbindungslinie zwischen dem Punkt 
A und der E. Jede andere Verbindungs- 
linie wird gröfser und um so grüfsor je 
weiter der Slandminkt dersefhen von dem 
Standpunkt des Lnths entfernt ist. AC 
ist die küeseste Linie, AD ist > .tC; ist 
CD < CB so ist auch AD< AB und sind 
CD und CB einander gleich so sind auch 
AD nnd AB einander gleich. Die loth- 
rechte .4C heifst der Absta nd des Punkts 
A Ton der Ebene. 

7. Steht eine gerade Linie AC auf einer 
E. lothrecht nnd man fällt von irgend 
einem Punkt A der L. auf irgend eine 
in der E liegende gerade Linie BD eine 
Normale AG nnd verbindet diesen Punkt 
G mit dem Standpunkt C des Lotha AC 
durch eine gerade Linie CG, so ist auch 
diese mit BD normal. 

Denn macht man GD = GB, legt durch 
die Dreiecke ABD, ACD, ACB und ACG 
Ebenen, so ist 

DG=BG 

j^AGD = /:AGB=R 



AG = AG 

folglich 

t^AGDsil^AGB 
AD = AB 

hierzu 

AC = AC 

und 

Z.ACD = ACB-R 

folciich 

iSACD^i/SACB 
CD = CB 

hierzu 

CG = CG 

und 

DG = BG 

folglich 

^^CDGeaACBG 
j^CGD = /iCGB = R 

Eben 

SO wird bewiesen, dafs wenn 


l.inie CG auf die beliebige in der E. be- 
findliche gerade Linie BD normal ist, 
die von irgend einem Punkt A des laiths 
CA nach G gezogene gerade Linie AG 
auf BD normal ist. 

8. 2 gerade Linien, die anfeiuerE. senk- 
recht stehen, sind mit einander parallel. 
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Denn sind AC nnd KG lothrecht auf 12. Bilden die geraden Linien CD und 
der E und man rerbindet beider Stand- GB mit der Projection CC der schrägen 
punkte C und 0 durch CG, rieht in der AG gleiche Winkel , so sind auch die 
E auf CG die Normale DD und die Linie /.AGD und AGB, welche die Schräge 
AG so ist auch AG auf BD normal; da .IG mit CD nnd Cß bildet einander gleich 
nun auch GK auf ßß normal ist, so lie- Denn macht man GD=GB, so ist in 
;eu die 3 geraden Linien GC, GA und den Dreiecken CDC und CßO 
in einerlei Ebene , und da in 


derselben ^ACG ^ R — /iCGK so 
ist^C+KG. 

Eben so wird bewiesen, dafs wenn 
von 2 parallelen L. die eine loth- 
recht auf einer E. ist auch die an- 
dere auf derselben E. lothrecht steht. 

9. Bierans folgt, dafs raei gerade 
Linien im Raum mit einander t* sind 
wenn jede von beiden mit einer 
dritten + ist. 

Ferner, dafs iwei Winket im 
Raum einander gleich sind, wenn 
ihre Schenkel je 2 und 2 nach der- 
selben Seite der Verbindungslinie 
ihrer Scheitelpunkte mit einander 
parallel laufen. 

10. Werden aus beliebigen Punk- 
ten einer auf einer E. schräg stehen- 
den geraden L. auf die E. Lothe 
gelallt, so liegen deren Stand- 
punkte mit dem Standpunkt der 
schrägen in derselben geraden 
Linie; denn fällt mau die Lothe AC, LH 
der schrägen AB auf die E., so befinden 

sich AC und LH in einerlei E., und iwar, 

da sie mit der Linie AB zwei Punkte A daher 
und L gemein haben in derselben E., in also 
welcher AB liegt; legt man daher durch hierzu 
die Linien AC, LH und AB die ihnen 
gemeinschaRlicbe E. , so schneidet diese ■ 

Oie erste Ebene in einer geraden Linie 
und in dieser liegen al.so auch die Stand- 
punkte jener Linien. 

Die gerade Linie, in welcher die Stand- ■ - - 
punkte sämmtlicher Lothe einer schräg mlgnch 


Fig. 585. 



CC= CG 
CD = GB 
^ DGC = Z BGC 
A DGC Qi A BGC 
CD=CB 
AC = AC 

z:acd = zacb = r 


i^ACD ?? L^ACB 
AD = AB 
DG = BG 
AG = AG 


i:,AGDssC:,AGB 

^agd = zagb 


f: 


auf einer E. beBndlichen geraden L. lie- woraus 
;en, heilst die Projection der schrägen 13. Sind die Winkel, welche die Pro- 
L auf der E. jection GC von GA nut den Linien CD 

11. Der Winkel, den eine schräge L. und GB bilden ungleich, so sind auch 
mit ihrer Projection auf einer Ebene die Winkel zwischen diesen Linien und 
macht, ist der kleinste von allen anderen der schrägen AG unjtleich und zwar ge- 
Winkeln, welche die schräge L. mit an- hören die beiden grofseren und die bei- 
deren geraden aus ihrem Standpunkt auf den kleineren Winkel zusammen, 
der E. gesogenen Linien bilden kann. Denn wenn man wie No. 12 beweist. 
Denn ist CG die Projection der schrä- so erhält man 
gen i4C, i4C das Loth auf der E., und für Z.DGC > ^BGC 

man zieht eine beliebige andere gerade in den Dreiecken DGC nnd BGC 
GB, macht diese = CC und zieht AB, so CD> ßC 

ist AB>AC. also in den bei C rechtwinkligen Drei- 

Nuu ist in den beiden Dreiecken .4CC eckeu ACD und ACB 

AD>AB 

folglich in den Dreiecken AGD und AGB 
/iAGD>ZAGB 

14. Der Winkel AGC den eine Schräge 

1 * 


und AGB 
und 

folglich ' 


AGzzAG 

GC=GB 

AC<AB 


^AaC<j'AGB 
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AG mit ihrer Proiection «uf einer E. bil- 
det heifst der Neif^nngswinkel der 
schrägen L. gegen die E. 

15. Schneidet eine Ton iwei parallelen 
Linien eine E., so tridl auch me andere 
dieselbe E , und beide haben mit dersel- 
ben gleiche Neigungswinkel. 

Denn sind AG und FH und trifn 
AG die Ebene PQ in G, so schneidet die 
E. der beiden Parallelen dieselbe Ebene 
PQ in einer geraden Linie, in welcher 
der Punkt G liegt; dieselbe Dnrchschnitts- 
linie liegt aber auch in der Ebene zu 
welcher AG und FH gehören und folg- 
lich mnls auch FH die Ebene in einem 
Punkt H schneiden , so dafs die mde 
Linie GH in beiden Ebenen liegt. Fällt 
man nun die Lothe AC und P'J, so sind 
auch diese (nach No. 8) mit einander 4= 
und nach No. 9 ^CAG = /_JFH. Zieht 
man nun die geraden Linien CC und HJ, 
so sind in don beiden Dreiecken AGC 
und P'HJ auch die dritten /.AGC und 
FHJ, d. h. die Neigunnwinkel der beiden 
Parallelen einander gleich. 

16. Eine gerade Linie ist mit einer 
Ebene wenn sie mit einer in der 
Ebene liegenden geraden Linie 4= ist. 


Fig. 586. 



Denn ist AB aufserhalb der Ebene PQ 
nnd mit der in PQ liegenden Linie CO 
so liegen beide Linien in einer Ebene, 
welche die Ebene PQ in der geraden 
Linie CD schneidet. Es kann also die 
AB keinen Punkt aufserhalb der CO mit 
der Ebene PQ gemein haben, und da sie 
mit CD ist, so hat sie mit der Ebene 
PQ gar keinen Punkt gemein nnd ist 
folglich mit PQ parallel. 

18. Fällt man aus beliebig yicleii Punk- 
ten einer mit einer E. parallelen Linie 
Lothe auf die Ebene, so liegen diese alle 
in einerlei E. und sind gleich lang. 

Denn fällt man rou der mit £ paral- 
lelen 4 £ zwei Lothe AC, ££, so sind 


diese mit einander 4^ und liegen also in 
einerlei Ebene und zwar in derselben in 
welcher zugleich AB liegt. Verbindet 
man die Standpunkte C, F durch eine 
gerade Linie, so liegt auch diese mit den 
3 Linien in derselben Ebene und ist der 
AE weil diese mit der E. +. ist, folg- 
lich sind AC nnd EF als Parallelen zwi- 
schen Parallelen gleich lang. 

Fällt man nun von der unb^onzten 
AB ein drittes Loth BO auf E, so ist 
BO p- mit AC und EF, liegt mit EF 
und in einerlei Ebene, also auch mit 
AC in derselben Ebene, FD liegt mit 
CF in einerlei Linie und BO = EF= AC. 

17. Läuft eine gerade Linie mit einer 
E. 4=, und man legt durch die Linie Ebe- 
nen, welche jene E. schneiden, so sind 
die Diirchschnittslinien unter einander 
und mit ersterer geraden Linie +. 

Denn träfe eine Durchschnittslinie mit 
der geraden L. zusammen, so müfste dies 
in der Ebene geschehen mit welcher die 
(trade + ist, welches nicht sein kann. 
Da nun die gerade mit jeder Durch.scbnitts- 
linie der sich schneidenden Ebenen 4 ist, 
so sind diese auch unter einander 4- 

19. Da die Lothe aus allen Punkten 
einer mit einer E. parallelen geraden L, 
anf die Ebene gleich lang .sind, so hat 
eine mit einer K. parallelen Linie in allen 
ihren Punkten einen gleichen Abstand 
Ton der Ebene. 

20. Schneiden sich zwei Ebenen in einer 
geraden Linie AB und es werden auf 
dieser in Terschiedenen Punkten 0, H 
Normalen errichtet, die in beiden Ebenen 
liegen nnd nach einerlei Seite hingerich- 
tet sind, so sind die Ton denselben rin- 
geschlossenen Winkel alle einander gleich. 


Fig. 587. 



Denn sind CD und GH normal AB 
in der Ebene KB, so ist CD 4 GH, eben 
so sind die in der Ebene AC auf AB be- 
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findlichen Normalen FD und JH einan- 
der 4= 

also (nach No. 9) Z.FDF= ^GHJ. 

21. Ein solcher durch Normalen in einem 
Punkt der Durchschnittslinie z«eier Ebe- 
nen gebildeter Winkel heifst der Nei- 
gungswinkel der Ebenen, wenn er 
von beiden möglichen Nebenwinkeln wie 
^VDF und VDfl der kleinere Ut. Ist 
der Neigungswinkel zweier Ebenen ein 
Kechter, so heifsen die beiden Ebenen 
normal, winkelrecht, lothrecht, 
per pe ndien I är auf einander. 

22. Wird durch eine auf einer Ebene 
normale gerade Linie eine E. gelegt , so 
sind beide Ebenen auf einander normal. 

Kig. 588. 



Denn ist die gerade Linie AB in ß 
auf der Ebene P(> normal, nnd ist RS 
eine durch AB gelegte E. , welche die 
PD in CD schneidet, so ist auch AB auf 
C D normal. Errichtet man nun auf CD 
in B die in 1‘Q fallende Normale BF, so 
ist AB auch normal BF und Z.ABP' ist 
ein rechter Winkel , und da dieser (nach 
No. 21) der Neignngswinkel zwischen bei- 
den Ebenen ist, so sind dieselben auf 
einander normal. 

Eben so wird bewiesen, dafs wenn man 
in einem Punkt der Darcbschnittslinie 
zweier anf einander normaler Ebenen PQ 
nnd RS eine lothrechte errichtet, die in 
einer der beiden Ebenen liegt, diese loth- 
rechte auch eine lothrechte auf der an- 
deren Ebene ist. 

23. Ferner wenn 2 E. anf einander 
normal stehen nnd man fällt aus einem 
in der einen E. befindlichen Punkt ein 
Loth anf die andere E., so liegt dies Loth 
mit allen Punkten in der ersten Ebene. 


nieraus folgt wieder, dafs wenn zwei 
sich schneidende Ebenen beide anf einer 
dritten E. normal stehen, auch deren 
Durchschnittslinie auf der dritten E. nor- 
mal steht. 

24. Haben zwei Ebenen eine solche 
Lage gegen einander, dafs sie sich nir- 
gend schneiden wie viel man dieselben 
auch erweitern mag, so heifsen die Ebenen 
parallel, sie sind Parallelebenen. 

25. liteht eine gerade L. anf zwei Ebe- 
nen normal, so sind beide E. 4^ mit ein- 
ander. 

Denn sind (Fig. 588) A nnd B die 
Standpunkte der auf den Ebenen VV 
und PQ gemeinschaftlichen Normalen AB, 
so ziehe in PQ die beliebige gerade Linie 
BF und verbinde F mit A, so ist in 
dem c^ABF der jiABF ein Kechter, 
folglich ist BAF ein spitzer Winkel. 
Es kann also der Punkt F, so weit er 
auch von B entfernt ist, kein Punkt 
der Ebene VV sein, weil sonst AB auf 
dieser Ebene nicht normal wäre , und 
da dies von allen in PQ beliebig lie- 
genden Punkten gilt, so ist VV PQ. 

26. Werden 2 parallele Ebenen von 
einer dritten geschnitten, so sind auch 
deren Durchscnuittslinion mit einander 
parallel. 

Denn da beide Durchschnittslinien in 
der schneidenden E. liegen, so können 
sie nur in dieser Zusammentreffen; da 
sie aber zugleich in beiden parallelen 
E. liegen, so treffen sie nirgend zusam- 
men nnd sind folglich parallel. 

27. Parallele Ebenen sind überall gleich 
weit von einander entfernt. 

Denn es seien (Fig. 688) von den be- 
liebigen Punkten A, G der Ebene VV 
die Lothe AB, GF gefällt, so sind diese 
einander 4~, und liegen beide in der Ebene 
AG FR, wenn man die Linien AG nnd 
BF zieht. Es sind also AG und BF + 
und daher ist AB= GF, weil diese beiden 
Linien Parallelen zwischen Parallelen sind, 
und da die Punkte A und G ganz will- 
kührliche Punkte sind, so gilt diese Gleich- 
heit der Lothe zwischen allen anderen 
Punkten der beiden Ebenen. 

28. Die Ebenen zweier Winkel, deren 
Schenkel # laufen, sind selbst mit ein- 
ander parallel. 

Denn sind (Fig. 588) die Schenkel AG 
und JK, All und JL der ^GAH nnd 
KJL mit einander narallel, LT und PQ 
die durch die Winael gelegten Ebenen, 
und man fallt das Loth AB auf PQ, zieht 
BF ^ JK, BD 4 JL, so sind (nach No. 9) 
diese Linien auch 4 AG und All. Da 
nun ^ABF= R, so ist auch ^ BAG = R 
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nnd da ^ABD= H, so ist anch /_DAH 
= R, mithin ist AR normal auf PQ und 
V F, also nach No. 25, VV + PQ. 

29. Zwei parallele E. werden von einer 
dritten unter Rleicheii Nei);nng$winkeln 
geschnitten. 


Fig. 589. 



Denn sind (Fig. 589) AR nnd CI) die 
beiden parallelen Linien, in welchen die 
beiden parallelen Ebenen UV nnd PQ 
von der Ebene RS geschnitten werden, 
und man errichtet in einem Punkt (7 der 
Linie AR das Loth OH in der Ebene VP 
nnd das Loth OF in der Ebene RS, so 
ist /^FGH der Neigungswinkel zwischen 
den Ebenen RS und VV. Verlängert 
man nun FG bis J, legt durch FJ und 
GH eine Ebene, welche die Ebene PQ 
in JK schneidet, 
so ist (nach No. 26) JK GH 
daher ^GJK = ^FGH 

Da nun (nach No. 26) CO + ^ß, nnd 
AR normal auf der durch FJ und GH 

Ä n Ebene ist, so ist auch CD die- 
normal, folglich CD anch normal 
auf GJ nnd JK, also ^DJF=R nnd 
Z.DJK= R, folglich GJK der Neigungs- 
winkel zwischen den Ebenen RS nnd PQ 
nnd dem Neigungswinkel FDH gleich. 

30. Werden 2 Ebenen von einer drit- 
ten unter parallelen Linien und unter 
gleichen auf derselben Seite der schnei- 
denden E. liegenden Neigungswinkeln ge- 
schnitten, so sind die E. parallel. 

Denn ist AB^ CD und man errichtet 
in J die Normale JF auf CD, so ist sie 
auch normal auf AR, errichtet man non 
die Normalen GH auf AR in UV und 
JK auf CD ln PQ so sind ^FGH nnd 


FJK die Neigungswinkel zwischen den 
Ebenen RS und VV und RS nnd PQ. 

Sind nun diese Winkel einander gleich, 
so simt auch die Linien JK und GH pa- 
rallel, da nun auch die Linien CD und 
AR parallel sind, so .«ind nach No. 28 
die Ebenen PQ und UV parallel. 

Folgende Sätze sind sehr leicht zu be- 
weisen. 

31. Wenn, eine gerade Linie eine Ton 
2 parallelen Ebenen schneidet, so schnei- 
det sie auch die andere Ebene. 

32. Wenn eine Ebene eine Ton 2 pa- 
rallelen Ebenen schneidet, so schneidet 
sie auch die andere Ebene. 

33. Wenn zwei E. einer dritten pa- 
rallel sind, .so sind sie unter einander 
parallel. 

Ehenenwiiikel oder niehenwiakd ist 
der Winkel, den zwei znsammentreifende 
Ebenen mit einander bilden; er wird durch 
den Neigungswinkel beider Ebenen ge- 
messen (s. Ebene No 20). 

Ecke, Ktrperecke ist die Vereinigung 
mehrerer ebenen Winkel, Ton denen je 
zwei und zwei einen gemeinschaftlichen 
Schenkel haben und die in Terschiedenen 
Ebenen liegen um eine gemeinschaftliche 
Spitze. Die gemeinschaftlichen Schenkel 
aller Winkelnaare oder die Durchschnitts- 
liiiien der Ebenen dieser Winkel heifsen 
die Kanten, die Winkel selbst dieSei- 
te n und die gemeinschaftliche Spitze aller 
Winkel die Spitze der Ecke. Die Nei- 
gungswinkel je zweier in einer Kante 
zusammentreftenden Ebenen heifsen die 
Winkel der Ecke. Sind diese Win- 
kel, welche Ton den Seiten ein^eschlos- 
sen werden einzeln kleiner als zwei Rechte, 
so heilst die Ecke erhaben oder eine 
Ecke mit ausspringendenWinkeln. 
Sind die Winkel einzeln nüber als zwei 
Rechte, so heifst die Ecke hohl oder eine 
Eckemit einspringenden Winkeln. 
Die Ecken werden ferner nach der An- 
zahl ihrer Seiten dreiseitige, Tier, fünf 
....nseitige genannt; die dreiseitigen 
Ecken heilsen auch Körperdreiecke. 

2. In jeder dreiseitigen Ecke sind je 
zwei Seiten zusammengenommen gröfser 
als die dritte Seile. 

In der Ecke ARDC mit der Spitze C 
seien die .Seiten RCD und ACD einzeln 
kleiner als die Seite ACB, so ist zu be- 
weisen dafs 

ACR<ACD + RCD 

Man nehme Ton der Seite ACB einen 
Theil ACB = ACD, ziehe die beliebige 
gerade Linie AB, welche die CE in £ 
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schneidet, mache CD - CE und ziehe die 
Linien AD und BD, 


¥ig. 590. 



so ist A ACD V A ACE 

hieraus AD = AE 

nun ist AD + BD > AB 

d. h. AD + BD>AE + BE 

folglich BD > BE 

hierzu CD = CE 

und BC = BC 

folglich liegt in den Dreiecken BCD und 
BCE der gröfseren Seite BD der gröfsere 
,/ BCD und der kleineren Seite BE der 
kleinere ^BCE gegenüber, also 
^ BCD > Z BCE 
hierzu z.ACD = ^ACE 

iö\g\\ch2'ACDTZBCD > Z ACB 

3. Uieraus foirt: wenn 3 gerade Linien 
Ton einem Punkt ans der Art gezogen 
sind, dafs Ton den 3 Winkeln, welche 
diese Linien mit einander bilden je 3 
gröber sind als der dritte, so liegen die 
3 Linien nicht in einer Ebene sondern 
bilden eine drebeitige Ecke. 

4. In jeder dreiseitigen oder mehrsei- 
tigen erhabenen Ecke betragen die Seiten 
znsammengenommen weniger als 4 Rechte. 

Denn schneidet man sämmtliche Kan- 
ten der Tielseitigen Ecke C durch eine 
Ebene AB...G, so bildet diese ein Viel- 
eck Ton so vielen Seiten als die Ecke 
Seiten hat, deren Seiten bilden mit der 

2nR-U.ACB + ZBCD + 

woraus 

^ACB + /^BCD ^ ^GCA<4R. 

5. Errichtet man in der Spitze einer 
Ecke auf deren Seiten Normalen, legt 
durch je 2 und 2 neben einander steheuM 
derselMo Ebenen, so entsteht eine oene 


Spitze C der Ecke eben so viele Dreiecke 
und deren Winkelpnnkte AB...G mit 


Fig. 591. 



jenen Dreiecksflächeu ABC.... eben so 
viele dreiseitige Ecken. 

Non hat man die .Summe der 8 Win- 
kel eines jeden Dreiecks vrie CAB — 3 
Rechten, also 

/ CAB + Z CBA = 2« - Z ACB 
Z CBD f Z CDB = 2« - Z BCD 


Sind nun h solcher Dreiecke vorhan- 
den, so ist die Summe links, nämlich die 
Snmme sämmtlicher an den Vieleckssei- 
ten befindlichen Dteieckswinkel =2nA 
weniger der Summe sämmtlicher »Seiten 
der Ecke. 

Ferner ist die Summe sämmtlicher Um- 
fangswinkel der Vielecks: 

Z«.tÄ + Z ARO =2nR-4Ä 
und von jenen Dreieckswinkeln .sind nach 
No. 2 immer 2 gröber als der anliegende 
Umfaugswinkel, wie 

/_CAGJrACAB>/^GAB 
Z CBA -b Z CBD > z ABD 


folglich ist auch die den links stehenden 
Dreieckswinkeln gleiche Summe 
•2nB-{/_ACB + z BCD -I- .... Z GCA) 
nöber als die sämmtlichen Cmfangswin- 
keln gleiche Summe 2nfl - 4/i oder es ut 

....Z.GCA)>1nR-iR 

Ecke. In beiden Ecken sind die Seiten 
der einen die Ergänzungen der Winkel 
der anderen Ecke zu 2 rechten Winkeln. 

Es seien ACB und BCD zwei Seiten 
einer Ecke mit der gemeinschaftlichen 
Kante CB, FC eine Normale auf der Seite 
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ACB «Ito aaeh anf der Kante CB, and 
CG normal anf der Seite BCD also anch 
anf der Kante CB. 


Fig. 692. 
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Constrnirt man nun den Neigung.swin- 
kel HCJ der beiden Seiten ACB nml BCD, 
so dats CH in der Seite ACB normal 
BC and CJ in der Seite BCD normal 
BC ist, so sind die Linien Cf/, CF, CJ, 
CG alle normal auf CB and liegen in 
einerlei Ebene (s. Ebene No. 6) nml deren 
Winkel sind in Summa = 4 Rechten. 

Nun liegt CH in der Ebene ACB anf 
welcher CF normal steht, es ist also 
Z.FCH = R, nnd CJ liegt in der Ebene 
BCD anf welcher CG normal steht, es 


ist also Z JCG = R demnach ^ FCG 
+ /_HCJ=2R 

d. h. die Seite FCG der neuen Ecke er- 
gänzt den Winkel HCJ der alten Ecke 
ta 2 R, und dies dlt Ton allen übrigen 
Seiten der neuen Ecke. 

Nnn ist GC auf der Ebene BCD nor- 
mal, also auch auf deren Kante BC-, FC 
ist anf der Ebene ACB normal, also auch 
auf deren Kante BC. Gegenseitig also 
ist die Kante BC auf den Kanten GC 
und FC normal, also normal auf der Ebene 
ACG, d. h. auf der .Seite der neuen Ecke 
und dies gilt von allen übrigen Kanten 
der gegebenen Erke in Beziehnng anf die 
übrigen Seiten der neuen Ecke. Mithin 
steht die neue Ecke zu der gegebenen 
Ecke in derselben Beziehui^ wie die ge- 
gebene Ecke zu der neuen &ke und folg- 
lich eri;änzen die Seiten der jrogebenen 
Ecke die Winkel der nenen Ecke zu 2 
Rechten. 

G. Han nennt daher von den beiden 
wie No. 5 construirten Ecken die eine 
die Suppleinentsecke oder die Er- 
gänznngsecke der anderen. 

7. In einer nseitigen Ecke istdieSumme 
säramtlicher Winkel gröfser als(2n — 4}A 
nnd kleiner als 2n Rechten Winkeln. 

Denn bezeichnet man die Winkel der 
Ecke mit n, fi, y, J.... die zu diesen 
gehörenden .Seiten der Supplemeiitarecke 
mit a, 6, r, d... so ist narn No. 6 
o ■(- o = 2 A 
ß+ b = 2R 
y^c=2R 


mithin «-(-;} -b y-(- a -p 6 c -f .... = »• 2 A (1) 


folglich sind die Z « + /J + y + d -|- .... Bezeichnung unmittelbar aus der Con- 
immer kleiner als 2nAZ- strnction, eoen so die entgegengesetzte 

Nach No. 4 ist die Summe der Seiten Anordnung der einzelnon Stucke der Ecke 
einer Ecke immer kleiner als 4A, oder der Reihenfolge nach, also keine Con- 
a -b 6 -b c -f d -b ... < 4 A (2) gruenzderEckensondem s^ mmetrische 
dkae Vorgleichnng mit Ql. 1 verbanden Gleichheit, wie es mit beiden Hän- 
gibt 

o-b/J + y + d-l- >(2«-4)A 

8. Wenn die Kanten einer Ecke 
über den Scheitel hinaas verlän- 
ert werden und man betrachtet 
iese Verlängerungen als Kanten 
einer neuen Ecke , so sind die Sei- 
ten und Winkel in beiden Ecken 
einander gleich aber in entgegen- 
gesetzter Anordnung, so dafs die 
^ken nicht znr Congmenz gebracht 
werden können. 

Es folgt die Gleichheit der Sei- 
ten nnd der Winkel von einerlei 


Fig. 593. 
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den and Fäben eines Menschen ststt 
findet. 

9. Wenn ln 2 dreiseitigen Ecken 2 
Seiten nnd die Ton ihnen eingeschlosse- 
nen Winkel einieln gleich sind, sp sind 
die beiden Ecken entweder ai oder sym- 
metrisch gleich. , . „ j 

Wenn in swei Ecken wie ABEC und 
A'B’E'C mit der gemeinschaftlichen Spitze 
C, Seite ><CB = 8eite A'CB', Seite ACE 
= Seite A'CE' und die eingeschlossenen 
Z_BACE = /_B'A'CE\ beide in einerlei 
Anordnung, so lassen sich beide Ecken 
mit den gleichen Stücken in einander 
schieben nnd sie congruiren. Liegt aber, 
wie hier, die Kante CE* so, dafs sie in 
die Ebene ACB fällt, nnd die Kante CA’ 
so, dafs sie in die Ebene BCE fallt, wenn 
man beide Ecken in einander schieben 
will, so sind beide Ecken symmetrisch 
gleich, die Seite B'CE' fällt auf die Seite 
BCA und die Seite ß'CA'aufdie Seite BCE. 

10. In einer dreiseitigen Ecke liegen 
gleiche Winkel gleichen Seiten und gleiche 
Seiten gleichen Winkeln gegenüber. 

Denn ist in der Ecke BAUC (Fig. 590) 
die Seite ÄCD= der Seite ACD und man 
balbirt durch eine Ebene DCE den 
Flichenwinkel AUCB, so hat man 2 Ecken 
BOEC und AUEC. 


aber DCE -I- BCE > BCD (nach No. 2) 
folglich Seite BC.A > Seite BCD 
Gegenseitig liegt auch der gröfseren 
Seite der grüfsere Winkel gegenüber, denn 
wenn BC.i > BCD und man wollte an- 
nehmen, dafs ^ADCB=^Z.BACDtSo 
würde nach No. 10 auch Seite ACB = 
Seite BCD sein ; nnd wollte man anneh- 
men, dafs /.ADCB</.BCAD, so wurde 
nach dem ersten Theil dieses Satzes 
Seite BCA < Seite BCD sein müssen. 

12. Sind in 2 dreiseitigen Ecken 2 Sei- 
ten der einen zweien Seiten der anderen 
einzeln gleich, die von den Seiten einge- 
schlossenen Winkel aber ungleich, so 
liegt dem gröfseren Winkel auch die grö- 
fsere Seite gegenüber. . 

Denn ist in der Ecke ahde nnd in der 
Ecke ABDC Seite acd = Seite ACD 
Seite bed= Seite BCD 

/_adcb < ^ADCB 

so kann man durch die Kante CD eine 
Ebene DCE führen, so dafs ^ACDE 
= ^acdb. Diese Ebene schneidet die 
Seite ACß in einer geraden Linie CE, wenn 
also die neue Seite DCE der zugehörigen 
Seite deb in der zweiten Ecke gleich ist, 
so ist die neue Ecke ADEC = der zweiten 
Ecke adbc und Seite ACB -- Seite acb. 


Fig. 594. 



In bei^n ist 
Seite ACD = Seite BCD 
Seite DCE = Seite DCE 
und z.*DCE = Z.BDCE 
daher die Ecke ADEC a» 
oder symmetrisch gleich der 
Ecke BDEC 

folglich / DCBE = Z DACE 
Sind in 2 Ecken zwei Win- 
kel einander gleich, so denke 
man sich die Supplements- 
ecke construirt; in dieser 
sind dann die Seiten die Sup- 
plemente der in der ersten 
Ecke befindlichen Winkel, 
dieseSeiten sind also einander 

f ’leich, folglich auch die ihnen gegenüber- 
SegendenWinkel unddiese sinddieSupple- 
mente der in der ersten Ecke liegenden Sei- 
ten, welche daher einander gleich sind. 

11. In jeder dreiseitigen Ecke liegt 
dem gröfseren Winkel die gröfsere Seite 
nnd der gröfseren Seite der gröfsere Win- 
kel gegenüber. 

Denn ist in der Ecke BADC, ^ADCB 
< /_ DACB nnd man legt durch die Kante 
CD eine Ebene DCE so dafs 

^ADCE = .^DACE 
so ist Seite DCE = Seite ACE 
hierzu Seite ßC£ = Seite DCE 
daher DCE -h BCE^BCA 


Ist die Seite dcb < DCE 
so sei DCF= dcb 

Nun ist in der Ecke DBEC 
Seite DCB + BCE > DCE 

hierzu ACE = ACE 

gibt DCB + ACB^DCE + ACE (1) 
Ferner ist in der Ecke AEFC 
Seile ECE+ ACE > ACE 
hierzu DCF= DCF 

f ibt ÜCETM eTACF^ pCF (2) 

ierzu Vergleichung 1 addirt gibt 

DCB + .iCB > ACF + DCF 
Nun ist Seite DCB = dcb = DCF 
folglich ACB> (ACE = ac4) 

Ist die Seite dcb > DCE, so sei DCQ — dc5 
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dann ist in der Ecke BDEC 
Seite BCE + DCE > BCD 
nnd in der Ecke AGEC 
ist Seite GCE + ACE > ACG 
addirt iribt HCA + KO > BCD + .ICC' 

Nun ist Seite Jch = 

DCG = BCÜ 

daher Seite BCÄ > {ACG = aet) 

13. Sind in nrei dreiseiti|;en Ecken 3 
Seiten der einen den 3 Seilen der anderen 
einaeln f'leich, so sind auch die_3 Winkel, 
die den gleichen Seiten gegenüber lie^n 
einander gleich; und sind die 3 Winkel 
einzeln einander gleich so sind es auch 
die den gleichen Winkeln gegenüberlie- 
genden Seiten. 

Es folgt der erste Theil des Satzes un- 
mittelbar ans dem Torigen Satz Denn 
lägen den gleichen Seiten ungleiche W^in- 
kel gegenüber, so wären ungleiche Win- 
kel von einzelnen gleichen Seiten einjte- 
schlossen ; nach dem vorigen Satz mufs- 
ten aber die diesen ungleichen Winkeln 
gegenüberliegende Seiten nngleich sein, 
welches gegen die Voraussetzung ist. 

Für den zweiten Theil denke man sich 
zu der Ecke die Supplementsecke, in wel- 
cher nach No. 6 die Seiten die Supple- 
mente der in der ersten Ecke beündlicnen 
Winkel sind, so hat man hier nach dem 
ersten Theil des SaUes die Winkel gleich 
also auch deren Supplemente und diese 
sind die Seiten der ersten Ecke. 

14. Eine dreiseitige Ecke wird durch 
2 Seiten und dem einer von beiden ge- 
genüberliegenden Winkel bestimmt. 

1. Wenn der Winkel nnd die anlie- 
gende Seite jede kleiner als ein 
Rechter, die ge;renüberliegende Seite 
aber gröfserals die anliegende Seite ist. 

2. Wenn der Winkel kleiner als ein 
Rechter ist, die anliegende Seite grö- 
fser als ein Rechter nnd die Summe 
beider Seiten gröfser ist als 2 rechte 
Winkel 

3. Wenn der W'inkel gröfser als I Rech- 
ter, die anliegende Seite kleiner als 
ein Rechter ist , die Summe der bei- 
den ^iten aber kleiner ist als 2 Rechte. 

4. Wenn der Winkel nöfser als_ ein 
Rechter, die anliegende Seite gröfser 
als 1 Rechter ist nnd die gegenüber- 
liegende Seite kleiner ist als die an- 
liegende. 

ad 1. Es sei ABCS eine dreiseitige Ecke, 
der Winkel BASC ist < 90“, die anlie- 
gende Seite ASC < 90“ nnd die gegen- 
überliegende Seite BSC > ASC. Fällt 
man ans C das Loth CD auf die Seite 
ASB, zieht DS so ist ^CSD der Nei- 


gungswinkel der Kante CS gegen die 
Ebene ASB, der kleinste unter allen Win- 
keln, die CS mit einer ans S auf der 
Ebene ASB gezogenen Linie bildet, und 
da nach Voraussetzung ^BSC > ^ASC, 
BO ist auch BSD~> ^ASD (s. Ebene 
No. 13). Innerhalb des ^ASD kann also 
von S aus keine Linie SB' gezogen wer- 
den, so dafs /_CSR' = /.CSB wird, und 
jede Linie SB' die in der Ebene ASB 
links über B hinaiisgezogeii wird, würde 
wieder einen z CSB' geben , der gröfser 
als LSB wird, mithin ist die Ecke voll- 
kommen bestimmt. 


Fig. .'>9'. 



ad. 2. Es seien in der Ecke ^BCS die 
Seiten BSC nnd .4SC und der der Seite 
gegenüberliegende z. BASC gegeben. 

ZBASC< 90“ 

Seite ASC > 90“ 

Seite ASC + BSC > \ SOP 
so dafs Seite BSC < nnd > 90“ sein kann. 

Verlängert man nun die Kante d.S um 
ein beliebiges Stück SE, zieht EB nnd 
EC, legt durch ESC eine Ebene, so ent- 
steht eine Nebenecke BCES, ln dieser ist 
Seite ESC= 180“- dSf 
und da Seite .4.SC > 90“ 

so ist Seite ESC-- 90“ 

ferner ist 

^ BESC = Z. B^SC < 90“ 
und Seite dSC -b ESC = 1 80“ 

da nun dSC SC 

so ist Seite ESC < BSC 

Es ist also in der Nebenecke BCES 
der ZEESCOO”, die ihm anliegende 
Seite ESC < 90“, die dem Winkel gegen- 
überliegende Seite BSC > als die anlie- 
gende ESC, »mithin der erste Fall des 
Satzes, es ist also die anliegende Ecke 
bestimmt, und folglich ist es auch die 
gegebene Ecke. 

ad 3. Es seien in der Ecke ABCS die 
Seiten ASC und BSC und der der Seite 
ASC gegenüberliegende ^dBSC gegeben 
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Seite BSC <90'’ 

Seite BSC + /1.SC< 180’ 
Verlängert man nnn die Kante /4S um 
ein Stück SE, eonstruirt wie ad 2, so ist 
in der Nebenecke BCES 

Z EBSC + Z ^BSC = 1 80’ 
da nnn ^ABSC >90° 

so ist ZEBSC <90° 

Ferner ist Seite X.SC + ESC = 180° 

da nnn Seite /l.S C + BSC < 180 ° 

so ist .Seite ESC > BSC 

Es ist also in der Nehenecke BCES 
der ^EBSC <90°, die ihm anliegende 
Seite BSC ist < 90° und die ihm gegen- 
überliegende Seite ESC > als die anlie- 
gende. Folglich ist nach No. 1 des Satzes 
nnr eine Nebenecke möglich und folg- 
lich anch nur eine gegeliene Ecke 

ad 4. In der Ecke .4BCS seien die 
Seiten BSC und .4SC und der der Seite 
yl.se gegenüberliegende Z 4BSCgegeben. 

Z4B.se >90’ 

Seite BSC > 90’ 

Seite -4se < BSC 

Verlängert man die Kanten der beiden 
Seiten 4S und BS, welche die ihnen ge- 
meinschaftliche Kante CS einschliefsen 
um die beliebigen Stücke SE und SE, 
so entsteht eine Nebenecke CEFS. 

In dieser ist z BFSC ABSC = ISO’ 
da nun Z 4 BBC >90° 

sTIst 2^^ <90°“ 

ferner ist Seite ESC -f 4SC = 180° 

ebenso BSC -|- BSC = 180° 

aber Seite y4SC < BSC 

föiglich Seite E^ > ESC 

In der Nebenecke CEFS ist also der 
Z EFSC < 90° , die ihm anliegende Seite 
ESC = 180° - BSC ist, da Seite BSC 
>90° ist, <90° und die dem z gegen- 
nberlieg^de Seite ESC > als die anlie- 

f ende l^C, folglich ist nach No. 1 des 
atxes nnr eine Nebenecke and folglich 
anch nur eine gegebene Ecke möglich. 

15. Sind in S dreiseitinn Ecken 2 Sei- 
ten and ein gegenäberliegender Winkel 
eben den Stücken des anderen einseln 
gleich und findet eine der 4 Bedingun- 

f en des Torigen Satzes statt, so simf die 
cken entweder ^ oder symmetrisch 
gleich. 

Denn sind die gegebenen Bestimmnngs- 
stücke in beiden Ecken in gleicher An- 
ordnung neben einander, so sind die 
Ecken nach dem Torigen Satz ss, sind 
sie in entgegengesetzter Anordnung neben 
einander nnd man constrnirt Ton der 


einen Ecke die Scheitelecke (No. 8) so 
ist diese ihrer zngehöiigen Ecke symme- 
trisch gleich, and da in ihr die Stücke 
nun in gleicher Anordnung mit denen 
der zweiten Ecke liepn, so ist sie dieser 
zweiten Ecke iV, mlglich diese zweite 
Ecke der ersten symmetrisch gleich. 

16. Zwei dreiseitige Ecken sind ent- 
weder oder symmetrisch gleich, wenn 
eine Seite und die beiden ihr anliegen- 
den Winkel der einen eben den Stücken 
der anderen Ecke einzeln = sind. 

Denn sind die gleichen Stücke in bei- 
den Erken in einerlei .\nordnung, so er- 
folgt die Congrucnz beider durch die 
blofse .\nschauung wenn man eine Ecke 
in die andere legt; ist deren Anordnung 
in beiden Ecken entgegengesetzt und man 
eonstruirt von einer die Scheitelecke, so 
ist diese v der zweiten Ecke, diese also 
symmetrisch gleich der ersten Ecke. 

17, Zwei dreiseitige Ecken sind ent- 
weder oder symmetrisch gleich wenn 
eine .Seite ein anliegender und ein ge- 
genüberliegender Winkel in dar einen 
Ecke dens^ben Stücken der anderen Ecke 
einzeln gleich sind und wenn die 4 Be- 
dingungen des Satzes No. 14 statt Baden, 
jedoch so, dafs die dortigen Bedinf^nngen 
für die Seiten und den Winkel hier für 
die Winkel und die Seite gelten. 

Nennt man die gegebene Seite o, den 
dieser gegenüberliegenden Winkel n, den 
ihr anliegenden ß, nnd man constrnirt 
die Supplementarecken , so sind die ge- 
gebenen Ecken ai wenn die Snpplemen- 
tarecken es sind, ln den Snpplemen- 
tarecken wird nun der Winkel = 180’ - o; 
die gegenüberliegende Seite = 180° — « 
und die anliegende Seite - 180° — ,8. 

Ist nnn mit No. 14, 1 ; 

o<90° 

ß<90° 

n>ß 

SO ist in den Supplementarecken 
der Z(180°- fl) >90’ 
die anliegende Seite (180° - /9) >90’ 
die gegenüberliegende Seite 

180’- n<180’-,J 

Dies sind die Bedingungen No. 14, 4; 
folglich sind die Sapplementarecken nnd 
mit diesen die gegebenen Ecken at. 

Ist ferner mit No. 14, 2; 

«<90° 
ß > 90° 
fl -b /J > 180° 

so ist in den Supplementarecken 
der z (180° -fl) >90° 
die anliegende Seite 1 80’ — ^ < 90’ 
nnd 180®^- n -b 180° ~ß< 180’ 
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Dies sind die Bedingongen No. 14, 3 
folglich sind die Ecken 
Ist ferner mit No. 14, 3 
o>90'’ 
flOO” 
o + /»< 180° 

so ist in den Snpplcmentarecken 
der Z(180"-n)<90'’ 
die anliegende Seite (180'’ - /l) > 90° 
und 180°- o + no°- ß> 180° 

Dies sind die Bedingungen No. 14, 2 
folglich sind die Ecken &■. 

Ist endlich mit No. 14, 4 
a>90° 

/9>90° 
a<fl 

so ist in den .Snpplcmentarecken 
der Z(180°-n)<90° 


dis anliegende Seite (180° - /t) <90° 
and (180^-<»)>(180°-/t) 

Dies sind die Bedingungen No. 14, 1 
folglich sind die Ecken 

Eine entgegengesetite Anordnung der 
gleichen Stucke beider Ecken gibt deren 
symmetrische Gleichheit (s. No. 8). 

18. (tvci dreiseitige Ecken sind N oder 
symmetrisch gleich wenn dio drei Win- 
kel der einen den drei Winkeln der an- 
deren einteln gleich sind. 

Es bewreifst sich dieser Satz wenn man 
die Supplementsecken nach No. b bildet, 
indem er dann auf den No. 13 zurück- 
gefuhrt wird. 

19. Constructionen. 

Wenn die 3 Seiten einer dreiseitigen 
Ecke gegeben sind so construirt man de- 
ren Winkel folgender Art. 


Kig. 596. 


Fig. 597. 




Man zeichne die Seiten ASB = ash iiml verbindet d und e mit A so ist kd nor- 
fiSC=5sr,dereneingeschlosseuen.//l/l.S6' mal auf bt und Ae normal auf cs (s. 
man construircn will, neben einander. Ebene No. 7). 
hieran die 3te Seite C.S'A' = cs«, alle drei folglich ist ZadA = ZaAse 

Seiten in derselben Ebene, in welcher und ZacA = z«ciA 

man ebenfalls den y_ahsc darstellen will. jjt at = AS = A’S 

Nimmt man nun S.4'=S,4, fallt die j^asb = j^ASB 

Lothe A'E auf SC und AD la! SB-, vcr- ^< uc = ^A'SC 

längert dieselben bis zn ihrem gemein- daher A »sd :5t A ASf> (I) 

schafllichon Durchschnittspunkt F, erzieh- und A"»e®AA’SJC (2) 

^ss4 %ee Je* sies^ M J** desa ¥ E*^^ ^ ^ ^ 

$e:='sE 

j^teh = ^SEF= Ä 
^ dse = ^ DSE 

““Ire.““ "> folglich da 2 Seiten und 3 Winkel ein- 

- Z-Oob. ander gleich sind: 

Denn nimmt man a$ = AS, fällt die Viereck dtcA 74 Viereck DS£F 

Lothe ad nnd ae auf die Kanten bt und hieraus dh= DF 

CI, ferner das Loth ah auf die Seite Asc, nnd eh = EF 


AVit JII r elUl tlHB JaUlO BvulIvlUoV 

dasselbe ans D mit dem Abstand AD als 
Halbmesser in G, zieht DG, so ist ZFßf? ferner 
der Zobic. Errichtet man ferner in F 
auf A'F das Loth FH, schneidet dasselbe endlich 
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Ans 1 nnd 2 bat man noch 
ad = AD = UG 
nnd ae = A'E = EH 

/_ akd = ^ ake = ^ DFG = ^ EFIf = K 


also 

und 


A«<tA aJ ACÖA’ 
^aehOi/^HEF 


Denn es ist 

as = AS 
•d=SD 
nd = AO = JI) 
Zakh = ^Jl)ll 


woraus z. »dh = ^ GDF 

und ^oeÄ = ^HEF 

Den dritten ^katc erhält man bei der- 
selben Constmction, wenn man die Sei- 
ten BSC nnd A'SC ihrer Lagen nach mit 
einander vertauscht. 

20. Wenn die 3 Winkel einer dreisei- 
tigen Ecke gegeben sind nnd man soll 
in einer Ebene die 3 .Seiten constmiren, 
so nimmt man die Supplemente der Win- 
kel als die .Seiten der Snpplementarecke 
(No. 5), construirt wie No. 19, so erhält 
man die Supplemente der verlangten 
Seiten. 

21. Sind von einer dreiseitigen Ecke 
2 Seiten und der von ihnen eingescblos- 
.sono ^yinkel gegeben, so construirt man 
die dritte Seite und die beiden fehlenden 
Winkel nach Fig. 598 wie folgt. 

Fig. 598. 


also 

hierrn 


und 


dh=DH 
^etd = ^ESl) 
j/tdk = ^SDH=R 
Z.fth = ^SEH = B 
td = SD 


daher Viereck esdk Qi Viereck ESDI! 

folglich se = SE 

da nun ta = SA' 

^.ac$ = ^A'ES=R 
so ist Seite atc = A’SC 

Da non alle 3 Seiten in der Ebene 
angegeben sind, so kann man nach No 19 
die beiden noch fehlenden Winkel con- 
struiron. 


22. Sind von einer dreiseitigen Ecke 
ege 

Winkel gege ben , so erhält man die feh- 


eine Seite und die beiden anliegenden 



Man zeichne ^ASB = der Seile «»A 
(Fig 596), BSC = der .Seite A»r. nimmt 
AS = a$, beschreibt an.s .S' mit .t.S' einen 
Kreis ATVA', fällt das I.nth AI) auf Bs 
mit Verlängening DG, trägt an DG den 
^GDJ—iem von beiden Seiten einge- 
schlossenen Z,o*kc ^ ttdh , nimmt DJ 
= DA, fällt aus dem l’iinkt J ein 1,'ilb 
JH auf DG, lallt von II auf (’S ein l.otli 
HE, verlängert dies bis A' in die Feri- 

S herie des Kreises, zieht A'S, so ist A'SC 
ie verlangte Seite aic. 


lenden Stücke durch Constmction, wenn 
man von den gegebenen Stücken die .Sup- 
plemente nimmt; man erhält hier zwei 
Seiten nnd den eingeschlos- 
senen Winkel der Supple- 
mentaiecke und nach No. 21 
constrairt man nun die Sup- 
plemente der verlangten 
Stucke von der ersten Ecke. 

23. Sind von einer dreisei- 
tigen Ecke zwei Seiten und 
ein gegenüberliegender Win- 
kel gegeben, so constrairt 
man die fohlenden Stücke 
nach Fig. 599. 

Man trägt die beiden Sei- 
len ASB = aiA (Fig. 696) und 
.I.SC = rtfc an den gemein- 
.scbaftlichen Schenkel AS ne- 
ben einander, nimmt /tS = a>, 
fällt ans A auf die Schenkel 
BS nnd CS die Lothe AD 
und AE, verlängert dasjenige 
l.otb AD, welraes auf cfir 
Kante BS des anliegenden 
Z.nbtc fällt, trägt daran 
^JDA'= ^abte = Z.odk, 
marbt DA' — DA und fallt auf DJ das 
l.olh A'H, beschreibt dann ans A’ mit 
dem llalhiiieMer AE einen liogen, der 
die verlängerte DJ in J schneidet, zeich- 
net aus II einen Kreis mit dem Halb- 
messer HJ, zieht aus .S an dieser die 
Tangente SE' so ist ,^E’SD die ver- 
langte 3te Seite. 

Denn zieht man E’ll .so hat man 
AASD SAaid 
also SD — td 

AD = ad = A'D 


Ecke. 
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ZA'DH = ^adk 

und / A'HD — ^ ti kd = R 

daher ^A*HD^ ^ohd 

hieraus A'H = ak 

DH = äk 

da nun A'J = AB — ae 

so ist HJ — k9 = HB' 

hienu /_SKH — /^$ek = R 

und /_ SDH — /_ tdk — R 

hierausViereck SUIIB ss \ iereck tdke 
hieraus ^ Z)SJ2' = Seite 4»c. 


Fig. 599 



nach Vorschrift der 4 BedinrangeQ No. 14 
nimmt oder tum Theil nicht nimmt er- 
hält man die Richtigkeit auch der übri- 
gen Sätxe No. 14 mit Hülfe der Con- 
struction No. 23 anschaulich. 

25. Sind von einer dreiseitigen Ecke 
2 Winkel gegeben und eine Seite, welche 
einem dieser Winkel gegenüber liegt, so 
findet man die übrigen Stücke durch Con- 
strnction, wenn man von den gegebenen 
Stücken die Supplemente nimmt; man 
erhält mit diesen 2 Seiten und einen der 
einen Seite gegenüberliegenden Winkel 
Construirt man daher nach No. 23, so er- 
hält man die Supplemente der verlang- 
ten Stücke von aer gegebenen Ecke. 

2G. Hie Bestimmungen über vier- und 
mehrseitige Ecken erhält man dadurch, 
dafs man sie in dreiseitige Ecken icrlegt. 

Ecken (in einem Krystall) sind die 
Punkte in welchen mehrere Kanten, oder 
was dasselbe ist, mehrere Flächen zusam- 
men treffen. Die E werden nach der 
Anzahl der sie bildenden Flächen_ oder 
Kanten benannt und heifsen 3 flächig, 
4 flächig u. 8 w oder 3kantig, 4 kantig 
n. s. w. Je nach Beschaffenheit der Kan- 
ten werden die von diesen gebildeten 
Ecken regulär, symmetrisch und irregu- 
lär oder unsymmetrisch genannt. 

Reguläre Ecken sind solche, die 
von lauter gleichen Kanten gebildet wer- 
den; d. h. wenn die in der E. insam- 
mentreffeuden Flächen gleiche Neigungs- 
winkel unter einander haben. 


Da nun sämmtlicho 3 Seiten constru- 
irt sind, so lassen sich die noch fehlen- 
den Winkel nach No. 19 construiren. 

24. Wenn in der Aufgabe 23 die Linie 
DH- HJ, so schneidet der Kreis ans // 
die Linie HD und es existiren 2 Ecken 
von gleichen gegebenen Stücken, weil in- 
nerhalb HD noch eine zweite Tangente 
aus S gezeichnet werden kann. Dies 
stimmt auch mit der ersten Bedingung 
No. 14, unter welcher nur eine und keine 
zweite Ecke möglich ist. 

Denn wenn DH > HB' 
oder dk > ek 

so ist ^adk < /laek 

folglich Seite tue < Seite ai5 

Nun ist ZA'DJ = Aadk kleiner als 90° 
gezeichnet, desgleichen die ihm anlie- 
gende Seite /tSÄ=a»4<90° und nach 
No. 14, l existirt daher nur eine Ecke 
wenn ie gegenüber liegende Seite ate > 
als die anliegende az6 ist, wenn also 
kt>kd oder HE’ > HD ist. 

Wenn man die Seiten und Winkel 


Symmetriche Ecken sind solche, 
in welchen die Kanten zweierlei Grübe 
haben, die aber der Reihe nach mit ein- 
ander regelmäfsig abwechseln. 

Irreguläre oder unsymmetrische 
Ecken sind solche, die weder regulär 
noch symmetrisch sind, die also entwe- 
der von lauter ungleichen Kanten ge- 
bildet werden oder wenn die gleichen 
Kanten, welche darunter sind, mit den 
anderen nicht regelmäbig abwechseln.- 

Zwei Ecken sind einander gleich, 
wenn deren gleichliegende Kanten in 
beiden einander gleich sind , sonst u n - 
gleich 

Die Ecken in einem Krystall unter- 
scheidet man je nach deren Lage: die 
Ecken, welche in den Endpunkten der 
Normalaxe liegen heiisen Sc he i t decke n 
oder Endecken, die übrigen Seiten- 
ecken. 

ElcentUcher Bruch s. v. w. ächur 
Brucn. 

Ellftrprobe ist eine Probe oder Prü- 
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I 


fang fär richtige Addition. Du io dem die Zahl 11. Es sei die Zahl 
Art. Addition No. 4 ai^egebene Ver- ...feäcba 

fahren beruht auf einer Eigenachaft des eine dekadisch geschriebene Zahl so ist 
dekadischen Systems in Beziehung auf dieselbe = 

o+ 104+ 100c + 1000«f+ 10000« + 100000/'+ .... 
und diese ist zu schreiben 

o + (ll-l)6 + (11.9 + I)c + (ll-91-l)<l+(ll-909+I)e + (ll •9091-1)/' + ... 

=o- 4 + c- </ + «-/+...+ 1 1 (4 + 9c + 91 <f+ 909« + 9091 /+...) 

die in der Klammer stehende Gröfse ist noch zu zerlegen in 

4-r + d-« + /+.... + I0r + 90rf + 910« + 9090/'+ .... 

und die Zahl ...fedcha — 

o-4 + c-i/ + «-/ + ... + ll{4-c + rf-« + /'+...)+ll(10rf90d + 910«+9090/'-t ...) 


Betrachtet man nun diese Zahl als die 
Summe mehrerer Summanden , so 6ndet 
in jedem einzelnen Summand duselbe 
Gesetz dieser Zerlegung statt. Es kom- 
men also für die Probe nur die Differen- 
zen der Ziffern in Betracht, und wenn 
die Addition richtig ausgeführt ist, so 
müssen die Differenzen zwischen den 
Summen der geraden und ungeraden 
Stellenziffern in den .Summanden mit den 
iu der Summe übereinstiminen , wenn 
beide Differenzen kleiner als 11 sind. 
Ist aber die eine oder sind beide Diffe- 
renzen gröfser als II, so gehören in die 
erste Klammergröfse 1 1 (4-c-td-«+/'- ...) 
noch eine oder mehrere Einheiten , und 
die Gleichheit beider Differenzen findet 
erst statt, wenn von denselben die Zahl 
11 so oft sie darin enthalten ist, abge- 
zogen wird. Es ist aber aus der Ueber- 
einstimmung der Differenzen bei dieser 
übrigens weitläufigen Probe ein sicherer 
Röckschlufs auf die Richtigkeit der Rech- 
nung nicht zu machen, denn es können 
Rechnnngsfehler für die Uebereinstim- 
mnng der Differenzen sich mit einander 
Terbinden. 

Blnaxlga Form der Erystalle s. u. Axen 
der Krystalle am Schlufs. 

Uner sind in jedem Zahlensystem die 
ersten mit einzelnen Ziffern zu schrei- 
benden Zahlen Ton Eins bis zur Grund- 
zahl des Systems, welche die Einheit der 
zweiten Zahlenklasse ausmacht und mit 
der Ziffer 1 und dem Nullzeichen dahin- 
ter geschrieben wird, ln unserm deka- 
dischen System sind 1, 8, .. bis 9 die 
Einer. 

Einfacher Brach s. u. Bruch No. 2. 

Einfache Form hat ein Krystall, wenn 
dieser Ton lauter gleichnamigen Flächen 

g ebildet wird, wie z. B. das Hexaeder 
iandl, Fig. 13&, pag. 256, dessen Flä- 
chen aus 6 Quadraten bestehen. Ein 
Krystall, dessen Flächen unter sich un- 


gleichnamig sind hat eine zusammen- 
gesetzte Form, ist eine C'ombina- 
tion, wie die Combination des Hexae- 
ders und Octaedcrs, Band II, Fig. 301, 
pag. 36 , die C. der quadratischen Säule 
und des Octaeders Fig. 3U3. 

Es ist übrigens zu merken, dafs wenn 
auch zu einer einfachen Form lauter 
gleichnamige Flächen, d. h lauter con- 
gruente ßegrenziingsebeneii gehören, den- 
noch Ecken und Kanten ungleich sein 
können wie z. B. bei dem Didodekaeder 
Fig. 558, pag. 254, und dafs die einfachen 
Formen der Krystallographie nur .selten 
mit den regulären Körpern der Geome- 
trie übereinstimiuen. 

EinfoUsebene (Dioptrik) ist die bei der 
Brechung der Lichtstrahlen (s. d. und 
Ablenkung des Lichtstrahls) durch den 
einfallenden Lichtstrahl und das Einfalls- 
loth gelegte Ebene. 

ElnfaUsIoth, Eiofallspnokt s. u. Bre- 
chung der Lichtstrahlen, No. 2, A. 

ElnfallSlinOO ist der Sinns des Ein- 
fallswinkels bei Brechung der Licht- 
strahlen. 

ElnfalUwiokol s. n. Ablenkung des 
Lichtstrahls No. 1. 

Eiogoblldeto firBfoon, imaglBiro, u- 
mtglicho GrOIhOD sind Grüben, die nur 
in der Einbildung existiren, die nur der 
mathematischen Form nach Torhanden 
sind, indem sie mit wirklichen Grö- 
fsen einerlei Form annehmen können. 
Z. B. 1 ' — 1 , welche nicht möglich ist, 
weil keine Zahl mit sich selbst multipli- 
cirt = — 1 werden kann, die aber mit 
1 ^ + 1 , welche eine wirkliche Gröfse ist, 
einerlei Form hat. 

ElMohoBder Wtnkol oder elBoprlBgen- 
der WlBkel (Krienw.) s. u. Aus sprin- 
gender Winkel. 

EiBffeiprOBgt beibt ein Fossil, wenn 
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ei TOD einei fremdartigen Hasse nm- 
schlossen ist. Hat diese Hasse mehr als 
) Zoll Stärke so wird das Fossil derb 
genannt. 

Einbtlt ist der Be^ff, welcher aus- 
drnckt, dals irgend Etwas nur einmal 
gedacht werden soll. Sind mehrere der- 
selben Einheiten in einer Oröfse rereinigt, 
so ist diese Gröfse eine Vielheit und be- 
steht aus so vielen Einheiten, als deren 
in ihr vorhanden sind. In einer Grölse 
ist demnach jeder gleichartige Theil der- 
selben , welcher in ihr mehrmsls vorhan- 
den ist eine Einheit; diese Einheiten sind 
also gleich grols und gleichartig, so dafs 
man eine für die andere setzen kann. 

Ein Centner ist eine E ; denkt man 
sich denselben aus 100 Zollpfund beste- 
hend, so ist er eine Vielheit und begreiR 
in sich 100 Einheiten, von denen jede 
das Zollpfund ist. Solche Einheit und 
jede die zu einem besümmten Gegen- 
stände gehört, ist eine concreteE., die 
abstracto E. ist die Zahl Eins. Denkt 
man sich diese in n gleiche Theile zer- 
legt , so ist jeder dieser » Theile = — 

wieder eine E. und zwar eine Bruch- 
ei n h ei t. 

Einmaletni, eine Tabelle, auch pytha- 
goriscbesRechentäfelchen genannt: 


1 mal 

1 

ist 

1 

3 mal 

1 ist 

3 

1 mal 

2 

ist 

2 

3^nal 

2 ist 

6 

1 mal 

10 

ist 

10 

3 mal 

10 ist 

30 


— 

— 


U. 8. 

bis 


2 mal 

1 

ist 

2 

9 mal 

1 ist 

9 

2 mal 

2 

ist 

4 

9 mal 

2 ist 

18 

2 mal 

10 

ist 

20 

9 mal 

10 ist 

90 

Die 

Tafel 

Ton 

n X 1 

ist 11. 

, bis 

11 X 11 

ist 

121 

u. s. 

w. bis 19x 19 ist 361 


wird von Rechnenlebrern auch das grofse 
Einmaleins genannt (s. Eins in eins-. 
Eins und eins-. Eins von eins- Tabelle). 

Eins ist die erste ganze Zahl und die 
Einheit der ganzen Zahlen. Vergl. Ein- 
heit. 

Einschaltea , interpollren heifst zwi- 
schen 2 Glieder einer Reihe eine oder 
mehrere Zahlen setzen, so dafs diese ein- 

f oschalteten Zahlen mit den beiden Glie- 
eru nach demselben Gesetz fortschreiten 
wie die Glieder der gegebenen Reihe; 
die Stellenzahlen der eingeschalteten Glie- 
der werden gebrochene Zahlen. 

Hat das gegebene erste Glied die Stel- 
lenzahl m, das zweite also die Stellen- 


zahl m -b 1 , so bat ein zwischen beide 
eingeschaltetes Glied die Stelleniahl 
m -f b' Zwei eingeschaltete Zahlen balMn 
die Stellenzahlen * -I- i, «-bl; drei ein- 
geschaltete Glieder haben die Stellenzah- 
len m-bj, " + *, m-b J; das pte von y 
eingeschalteten Gliedern hat die Stellen- 

zabl m -I — 

g-bl 


2. Sind 4 und 16 zwei aufeinander fob 
gende Zahlen der arithmetischen Reihe 
Stelleniahl 1 2 3 4 S 

Reihe 4 • 16 • 28 • 40 • 52 . . . . 

Differenz = 12 


so ist ein eingeschaltetes Glied = 10, des- 
sen Stellenzahl I Differenz = -^ = 6 


zwei eingeschaltete Glieder sind 8 , 12 ; 
deren Stellenzahlen Ib und 1|; Diffe- 
renz = b 12 = 4 

drei eingeschaltete Glieder sind 7, 10, 13 ; 
deren Stellenzahlen Ib, lb> !)'• 
renz = b x 12 = 3 

12 

n eingeschaltete Glieder sind 4 -b ^ ; 


1 2 

deren Stellenzahlen sind 1 -b — -j ; 1 

1 + — 14 - — ; Differenz = — 

^n-bl « + 1 »-bl 


3. Sind die Zahlen 4 und 16 aufein- 
anderfolgende Glieder der geometrischen 
Reihe 


Stellenzahl 1 2 3 4 5 

Reihe 1 ■ 4 • 16 • 64 ■ 256 

Exponent = 4 

so ist ein eingeschaltetes Glied = 8, Stel- 
lenzahl = 2J, Exponent = V 4 = 2 
zwei eingeschaltete Glieder sind 4l'4; 

I 

4l'4*; deren Stellenzahlen 2b, 2|; Ex- 
ponent = |-4 

drei eingeschaltete Glieder sind 4l4; 
4b'4’; 4b'4‘; deren Stollenzahlen 2b, 
2b, 21; Exponent v 4 

«v-i »+1 

neingeschaltete Glieder sind 4|4; 4 1 4’ 

1 

....4V'4"; deren Stellensahlen 2 + 
2-b-|rr *+rTV! 

n-bl "+* 

•+1 
nent =V'4. 

4. Sind 4 und 16 neben einander ite- 
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henJe Glieder der arithmetischen Reihe 
zweiter Ordnung 

Stellenzahlon 1 2 3 4 5 

Reihe I 4 IG 37 67.... 

1. Diflerenzenreihe 3 12 21 30 . . . . 

2. Piffcrenzenreihe 9 9 9 

so findet mau ein eingeschaltetes Glied 
y von der Beschaffenheit, dafs eine Reihe 
folgender Form entsteht 
Stelleuzahlen 1 IJ 2 2 5 3 .... 

Reihe 1 (Ms) 4 y |i 

I.Differeiizenreihe 1 i+rs+2» 4+3c 

2.1>iffereiizenreihe r r e 

Jlan hat demnach 

1. 2i+ r= 4 - I = 3 

11, 24 + 5e = lC-4 = 12 


hieraus t = 2i 

und y = H 

Es entsteht die Reihe 
Stellenzahlen 1 IJ 2 2j 3 .... 
Reihe 1 1| 4 16... 

1. Gillercnzenreihe J 2| 4J ... 

2. Differen2eureihe 2] 2i 2| 

5. Sind zwischen 4 und IG zwei Zah 

len einzuschalten, so erhält man die Glei 
chungen 

3s + 3r = 4 - 1 = 3 
3t-H2e=lG-4= 12 
woraus » = 1 

1 = 0 

die gesuchten Zahlen sind 4 + i + 3c = 7 
und 7 + 1 + 4c= 11 

und die Reihe ist; 


.Stellenzahlen 

Reihe 

1. Differenzenreihe 

2. Differenzenreihe 


U lä 
1 2 
0 I 
I I 


2 2il 25 3 . 

4 7 II IG 

3 4 5.. 

III 


ü. Sind zwischen 4 und 10 drei Glieder einzuschallen, so erhält man die beiden 
Gleichungen : 


4i+ Gc= 3 
4i + 22r= 12 


hieraus 

und die Reihe ist 
Stellenzahlen 
Reihe 

1. Differenzenreihe 

2. Differenzenreihe 


e = i’« 

‘ = - a’z 

1 U 

1 H 


IJ 1} 2 21 25 2} 3 .... 

U 211 4 Cs>5 8i 12A IG.... 

1* IJ« 2,‘j 2H 3* 3Ji 

f • I • 9 • 

T« itf nr !• 1« 


7. Sind zwischen 4 nnd IC m Glieder 
einzuschalten, .so erhält mau die beiden 
Gleichungen t 

(n + 1) 4 + Jn (n + 1) e = 3 

- + j (»-HK3« + 2 )=12 



D. 1 S erste der zwischen 4 und IC ein- 
znsrhaltenden Glieder ist 

= 4 + » + (ii+ l)c 
Das mte derselben 
= 4 4 m4 + Im [2 (n + 1) + (in — 1)] r 

8. Auf dieselbe Weise geschieht die 
Kinschaltuiig von Gliedern hei arithme- 
tischen Reiben noch höherer Ordnungen. 

9. ln einer arithmetischen Reihe von 
ntiliederu der allgemeinen Purm (s. Bd. I, 
pag. 119, No. 3). 

a • a -4 d ■ a 4 2d ■ a -f 3</ 

III. 


hat man die P'ormel für das nte Glied 
pag. 120, Formel 1). 

M = a-i-(n- 1)</ (I) 

Für die Summe der ersten n Glieder 
(pag. 120, Formel 5). 

» = V ~ 

Die Entstehungswei.se dieser beiden 
Formeln zeigt, dafs die er.ste auch für 
gebrochene Stellenzahlen gilt, die zweite 
nicht. 

ln folgender Reihe z. B. 

Stellenzahl 1-2-3 - 4 • 4} • 5 

Reihe 1 • 4 • 7 • 10 • 1 1 j • 13 .... 

erhält man für n = 41 aus der ersten 
Formel: 

u= 1 +(41 - 1)3= Ul 

Die Summe nach der zweiten Formel 

« = 1)33 = 281 
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Es ist aber 1+4 + 7+ 10+lli = 33J. 
10. Wenn zwischen dem mten und dem 
(m+l)ten Ciliede einer Reihe r Glieder 
eingeschaltet sind und man will die 

Summe » bei n = m + — finden, so heifst 

dies: man will die Summe der ersten m 
ursprünglichen Glieder der Reihe + <len 
ersten k der r eingeschalteten Glieder 
he.stimmen, und man mufs daher die For- 
mel für » zweimal anwenden 

»’ = Y [2a -i (m - l)<f] 

gibt die .Summe der ersten m Glieder der 
ganzen Stellcnzahleu. 

L'm die Summe i" der ersten k einge- 
schalteten Glieder zu erhalten hat man 
das erste Glied derselben 

a' = rt + (in-l)d+-^</ = o+ 
die Summe derselben 




Es ist mithin 

l(«‘+li)a + ["<7i^*(m + 

Sind in der obigen Reihe zwischen dem 
4ten und Sten (iliede 5 Glieder einge- 
schaltet, so hat man dieselbe 


k-2r-l 

2(r+l) 


)]• 


1 • 4 • 7 • 10 .„.„j 13 

Die Summe der ersten 4 Glieder ist 


s’=4[2- 1+ (4 -1)3] = 22 

Die Summe der ersten 3 eingeschal- 
teten Glieder ist 


' = 3.[l+( 


4 + 

2-(5+l) 
Die Summe beider 


) 3 ] = 33 


. = (4 + 3)1 + 




3-10- 
2 • G 


’)]3 = £ 


11. Ein© Anwendung des Vortrags No. 9 
findet man in dem Correspondenzblatt 
des naturforschenden Vereins zu Riga, 
XI, No. f> in einem Aufsatz von Dr. ('arl 
Hechel ülier gebrochene Stellenzahlen 
(Indicos), welche hei naturwissGuschaftli* 
eben Fragen oft eingefuhrt werden müs- 
sen und über die Falle, in welchen die 
Formeln für ganze »Stellenzablen auf die 
gebrochenen anzuwonden sind oder nicht. 

Die Reibe No. 9 ist hier als Beispiel 
genommen, die Stellenzablen bedeuten 
Seennden und die Glieder der Reibe sind 
Wege. Die Aufgabe lautet: 

Wenn ein Körper in der ersten Se- 
cundo seiner Bewegung einen Fufs, in 
jeder folgenden aber 3 Fufs zurücklegt, 
welchen Kaum durchläuft er in dj Be* 
cuiulen? — Es entsteht nach Formel 1, 
No. 8 der Weg = 1 Fufs. 

Dafs die Formel 2, No. 8 für i nicht 
stimmt, dafs 28jt Fufs anstatt 33^ Fufs 
resultiren schadet hier nichts, denn da 
jedes Glied der Reihe schon eine Summe 
von Wogen ist, so kann nach der Summe 
der Glieder gar nicht gefragt werden. 

Ein zweites Beispiel, in welchem die 
Summenformcl .stimmt, die für's nte Glied 
aber nicht, gibt hoi derselben Reihe der 
Aufsatz io folgeuder Aufgabe: 

Wenn der Körper in der ersten Se- 
cundc seiner Bewegung einen Fuls, in 
jeder folgenden Secundo aber 3 Fufs 


mehr al.s in der nächstvorheivehendeu 
zurücklegt, welchen Kaum durcnläuft er 
in der 4H«n (oder Jten) Secunde? — 

liier ist klar, dafs die erste Formel, 
welche 111 liefert, nicht gelten kann, 
weil der Körper wegen seiner gleichför- 
mig beschleunigten Bewegung, wenn er 
in der ersten Hälfte der öteu Secunde 
11| Fufs durchliefe, in der ganzen öten 
Secunde, statt 13 Fuls, mehr als 23 Fufs 
durchlaufen würde; es mufs die Sum- 
menformel angewendet werden; diese gibt 
für fl = 41 die Summe s = 28^ Fufs 
für n = 4 die Summe i' = 22 Fufs 
woraus der Weg in 

der 41ton Sec. = 64 Fufs 
und die Richtigkeit des Verfahrens er- 
wci.st sich, wenn man 284 ^^ufs von der 
Summe 35 für n = 5 abzieht, wo daun 
für die zweite Hälfte der 5teu Secunde 
der Weg 6|Fufs sich ergibt. 

Die vorstehende Aufgabe und alle ähn- 
lichen werden meiner Ansicht nach am 
zuverlässigsten durch diejenigen Formeln 
gelöst, welche in der Mechanik aufge- 
stelit sind: 

Die erste Aufgabe gehört in die gleich- 
förmige Bewegung. Es ist nach ifand I, 
pag. 351, rechts, Formel 1 : 
s = r • I 

Nun ist hier der Fall betrachtet, wo 
der Köroer io der ersten Secunde den 
Weg 1 Fnfs (rO zurücklegt; nach Been* 
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digunc dieser ersten Secunde erhält er 
einen Impuls, der ihn um 2 Fufs per Se- 
cunde forttroibt, so dal's er von jetzt ab 
3 Fufs (c) per Secunde zurücklegt; mit- 
hin hat er nach i Sccunden zurückgelegt 
c' + (< — 1) c Fufs 
oder c' • t -f (c ~ c') (< - l)Fufs; 
also r’ = 1, c = 3, < = 4V gesetzt, überhaupt 
1 li Fufs. 

Die zweite Aufgabe gehört in die gleich- 
förmig beschleunigte Bewegung, welche 
nicht mit 0 sondern mit einer Anfangs- 
geschwindigkeit beginnt. 

Rand 1, pag. 355 ist Formel 4 
s = cr-i- ar 

wo c die Anfangsgeschwindigkeit, G die 
Beschleunigung, T die Zeit in Secunden, 
S den Weg bedeutet, der in T Secunden 
zurückgelegt ist. Nun ist in der Reihe 
der Weg in der Iten Secunden: 1, der 
Weg in der 2ten Secunde = 4, in den 


beiden ersten Secunden = 5 folglich hat 
man 

l = c • l + • l* = r + G 

5 = c . 2 + G • 2* = 2r -f 4G 

woraus c = — t 

und C = -f i 

d. h. der Körper will mit t Fufs in der 
entgegengesetzen Richtung gleichförmig 
sich bewegen, wird aber mit der Beschleu- 
nigung -f J vorwärts getrieben. 

Nun erhält man 

für < = 4; S = - t •4 + 44* = 22 Fnfs 

für / = 4J ; S =- 1 . 4j + i •(44)*^81 Fufs 
folglich derWeg in der 44tenSec. = Gi Fufs 
12. Die geometrische Reihe von allge- 
meiner Form ist 

Stellenzahl 1 2 3 4 n 

Reiho a ae «e* ae^ rtc"~* 

Sollen zwischen dom m + Iten und dem 
m + 2ten Glied« (r — 1) Glieder einge- 
schaltet werden, so erhält man 


Stellenzahl m + 1, m+l + -^, m+l + — , m + I + ~ . . . . m + 1 + m + 2 

r T r r 

r 

r r r , 

Reihe ae'”, ae"' • j e, flc'” • V'e*, ae'" • ]'c^, .... ae"' • r • ae”* 

Das Ate der r — 1 Glieder, also das Glied für die Stellenzahl 

m + l -j ist = ae"' • \ e^ — ae"*~^~ 

r 

Die Formel für’s nte Glied gilt also auch für gebrochene Stellenzahlen. An- 
ders ist es mit der Summenformel. Multiplicirt man die Reihe mit e und setzt 
beide Reiben untereinander 



a + ae + ae* + ae^ + 

.... + ae — 1 


ae + ae* + ac* + ae* + 

. . . , -f- (IC — < 

so erhält mau 

ac" — a 

= eS~S = {e~ 


woraus S = a 


e"- 1 
c— 1 


Die Summe bis zum m + Iten Gliede ist 


S’ = a 




c — 1 

Die Summe der ersten A der (r - 1) 
eingeschalteten Glieder ist 

\'e — 


w" — 
o — ae 


l 'e - l 


beide Summen 


S =a 




e — 1 


+ ae"' J e - 


r 


S — a 


»1 + 1-1 

c — l 


welche von der ersten richtigen verschie- 
den und auf gebrochene Stellenzahlen 
nicht anzuwenden ist. 

Einschattige, s. v. w. Gegen sc hal- 
tige, Antiscii (s. d.), lletoroscii. 

Eins-in-einstabelle, die erste Ilülfstal>elle 
für das Dividiren: 

1 in l geht 1 mal 


* 1 
\e - l 


2 

3 


2 in 
‘2 , 
2 , 


2 geht 1 mal 


4 

6 


2 

3 


Die Formel auf die gebrochene Stel- ^ 
lenzahl angewendet gibt 


8 

9 


2 

2 


16 

18 


, 9 


2 * 
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3 in 3 (teilt I mal 9 in 9 gellt 1 iirnl 

3.6.2. 9 . t8 , 2 , 

3.9.3. 9 , 27 , 3 . 


3 . 24 , 8 . 

9 , 72 . 8 . 

3 . 27 , 9 , 

9 , 81 . 9 . 

u. s. w. bis 


Eins-ond-einstabeUe, <Hp pr.stc llülfsta- 

belle für s Addiren. 


1 und 1 macht 2 

3 und 1 macht 4 

1,2.3 

3 .2,5 

1,3.4 

3 „ 3 , « 

1 . 8 . S 

3.8 , 11 

1,9 .10 

3.9, 12 

. ... — 

n. s. w. bis 

2 und 1 iiiaoht 3 

9 uud 1 macht 10 

2,2. 4 

9,2 , 11 

2,3,. 5 

9.3 . 12 

2,8 . 10 

9,8 , 17 

2 , 9 , 11 

9,9 , 18 

Eins-Ton-eiDstabelle, 

die erste llülfsta- 

liplle fnr's Suldnihiren. 


1 von I bleibt 0 

3 von 3 Idcilit 0 

1.2,1 

3.4,1 

1 . 3 ■ , 2 

3.5,2 

1.9.8 

3.. 11 , » 

1 p 10 „ 

3 .12 .9 

— 

11 . s. w. bis 

2 von 2 bleibt 0 

9 von 9 bleibt 0 

2.3.1 

9 , 10 . 1 

2.4.2 

9 , 11 . 2 


2 , 10 , 8 9 , t7 . 8 

2 „ II , H 9 , 18 , 9 

Einsprineeiide Wiakel, s. v. ein- 
L’cheiittc Winkel, .i. u. an.npriiigeiule 
Winkel. 

Eintritt eines Gestirns, s. n. Au.s- 
tritt. 

Ein und einaziges Ki7stallisationss;- 
Stein, s. u. A xe iisy stem. 

Ein and eingliedriges Krjstallisations- 
System, ». n. A.xcii.«ystein. 

Eklipse Lsl Kin.sternili« oder Vcriinste- 
rung eines Gestirns wenn ein näher bc- 
limlliehes Gc.stirn cs bedeckt; wie die 
Verfin.sterung der Sonne durch den davor 
tretenden Mond oder wenn die Erde zwi- 
schen Sonne und Mond tritt die Verlin- 
slerung de.s Mondes. 

Ekliptik, Sonneiibalni i>t die Hahn, 
welt'he die* Sonne von Abend über Mit- 
tag gegen Morgen am Himmel jäbrüth 


zu durchlaufen scheint. In dem 
Art.; Aequ.ator der Krde ist tlie K. 
schon als die Hahn erklärt, in welcher 
die Krde in der Zeit, welche wir .lahr 
neunen, um die Sonne sich bewegt und 
dafs also die K. der Ort ist, in welchem 
der Mittelpunkt unserer Krde sich fort- 
dauernd befindet, ln dem Art. Central- 
bew eguiig ist auf den die Krde beglei- 
tenden und umkreisenden Mond geriiek- 
sichtigt und nachgew iesen , dafs nicht der 
Mittelpunkt der Krde es ist, der in 
der K. sich befindet, sondern der in der 
beweglichen Axo zwischen Knie und Mond 
befindliche gemoinschsftliche Schwerpunkt 
beider Woltkorper und der mit der Be- 
wegung des Mondes um die Krde in je- 
dem Augenblick sich ändert. 

Kerner ist in dem erstgenannten Art. 
<Iie Schiefe der Kkliptik, d. h. dei 
Winkel, den die E. mit dem t mit .sich 
selbst bieibendeii Aequator bildet, im 
Mittel EU 23J® angegeben worden, der 
daraus hervorgehende Wechsel in der 
Beleuchtung der Erde durch die Sonne 
mit Fig. 34 bildlich dargc.«tellt und es 
sind die 4 Hauptpunkte der K., der Früh- 
lings-, Sommer-, Herbst- und Winter- 
punkt erklärt und nachgewiesen. 

Endlich sind in dem Art. Bahn der 
Wellkurper, No. 24, nag. 301 als Bei- 
spiel vorangegangener Formeln die Be- 
wegung der Erde um die Sonne und die 
Masse der Sonne l»erechiiet und dafür die 
aus Beobachtungen hergeleiteten Dimen- 
sionen der E. angegeben. 

Uebercinstimmond mit Fig. 34, pag. 33 
sei umstehende Figur, die um die Eklip- 
tik SilWF gelcrtc Himmelskugel also 
mit einem Dunmmes.^er von etwa 42 
Millionen Meilen, die auch mit allen da- 
rin befindlichen Kreisen bis ins Unend- 
liche erweitert gedacht werden kann. 
AHIiF die durch den Mittelpunkt C ge- 
legte erweiterte Ebene unsres Erdaojua- 
tors der in allen Punkten der E., wo die 
Enie sich auch befinden möge, 4 mit 
sich selbst bleibt. Beide grofsten Kreise, 
die E. und der .\equator schneiden sich 
in «len Punkten /' und //. Die auf der 
Ebene Afi durch C gezogene senkrechte 
ist die Axfl des Aequators, die 
Punkte p sind dessen Pole; die auf 
der Ebene 6IF in C senkrechte Einie 
/*'/>' heifst die Axe der E., deren End- 
punkte P'y p' sind die Pole der K., die 
Bogen. 4S = ßlF sind die grofsten Ent- 
fernungen zwi.Hchen dem .\eqnafor und 
der K, sio messen die Schiefe der E , 
sind von den Durchschnittspunkten K // 
gleich weit entfernt nnd gleich grofs den 
Bogen /*/'' uud pp'. 
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Fig. 600. 


Anstatt nun^ dafs wie Fig. 34 die Krde 
in der Kkliptik um die in C belindlirbe 
Sonne sieb bewegt, soll hier die schein- 
bare Hewegnng der Sonne um die 
scheinbar in C feststehende Erde be- 
trachtet werden. 


Ein gröfster Kreis PFpHP 
durch die Weltpole (vergl. 
.\e<juator, llimmclsaequator 
pag. 3t) lieifst der Kolu- 
rus der Nachtgleichen: 
ein pröfster Kreis PSpWP 
rlurch die Weltpolo und die 
•Sonnenwendepunkte der K o- 
lurns der StilUtands- 
punkte. 

I'arallelkreise üDj (i\V 
mit dem Aeiiuator, durch 
die Sonniniwen<lopunkte N 
und \V pezMgen, heifsen 
Wendekreise, Wcn<le- 
Zirkel weil diese die Sonne 
zu den Zeiten der Son- 
nenwendo zu durchlaufen 
scheint: der Kreis Sf) in 
der nördlichen Halbkugel 
der Wendekrei.s des 
Krebses, weil von hier ab 
ilie Sonne eine rückganpigo 
Hewegiinp macht; der Krei.« 
irO’ in der südlichen Hall • 
knpel der Wendekreis 
des St ein bock s, weil von 
hier ab die Sonne eine au&tcdgende Be- 
wegung macht. 

Parallelkreiso mit dem Ae({iiator durch 
die Pole P, p der E. heifsen Polar- 
kreise, PJ der nördliche, p*K der 
südliche Polarkreis. 


Steht die Sonne in f' und H so ist 
auf der ganzen Krde Tag und Nacht 
gleich, Aequinoctinm (vergl. Astrono- 
mische Dämmerung, No 4, rag. 136), F 
nnd H sind die Punkte aer Nacht- 
gleiche, die Aeqiiinoctialpunkte. 
Steht die Sonne in .S, so ist auf der nörd- 
lichen, .steht sie in IK, .so ist auf der 
südlichen Halbkugel der Erde der längste 
Tag. Weil die Sonne an die.sen Punk- 
ten eine Zeit lang zu verbleiben scheint, 
so heifsen $ und W die Solstitial- 
pn nkte, Sonnen st illstandspu II ktc 
und weil die Sonne hier entgegongesotzto 
Richtungen annimmt, Punkte derSon- 
n en wende. 

Von F tritt die Sonne in die nörd- 
liche Halbkugel, geht während der Früh- 
lingszeit daselbst bis N, während des 
Sommers bis //, tritt hier in die süd- 
liche Halbkugel, gebt wahrend de.s Herb- 
stes bis \V und während de.s Winters 
Ton \y bis F. 

Daher ist F der Punkt der Früh- 
lingsnachtgleicbe, // der Punkt 
der Herbst nacht gleiche, N der 
Soiu mer-, IFder W i n t ersti I l.«ta nds- 
pu nkt. 


Von diesen Kreisen an der Himmels- 
kupol sind auch die gleichnamigen der 
Knikugel abgeleitet; sie werden durch 
die Punkte ho.stimmt, welche auf der Erd- 
oberfläche entstehen, wenn man von S, 
IF, P" p’ nach dom Erdmittelpunkt C 
gerade Linien zieht. Stellt also der Krei.s 
PApBP dio Erdkugel vor so sind von den 
unter den einander gleichen etwa 23p 
betragenden Winkeln ST/l, HTfl, PTÄ, 
pCp* gezogenen Kreisen die Kreise Sl) und 
WG dio Wendekreise, die Kreise PV, p'K 
die Polarkreise auf der Krdoherfläche. 

Die Schiefe der Ekliptik i.«>l nicht nur 
durch das Schwanken der Enlaxe, .son- 
dern auch durch die Gesammteinwirkung 
sämmtlicher Planeten der Aendening un- 
terworfen. Diese Aenderung, welche seit 
2CHX) Jahren in einer Abnahme besteht, 
beträgt in 100 Jahren noch nicht ganz 
eine Minute. 

Da nun die Schiefe der E. eine der 
Grundlagen aller astronomischen Berech- 
nungen ist, so sind wiederholte Messun- 
gen und Beobachtungen derselben erfor- 
derlich. Sie ist bestimmt worden durch 
Kratosthenes 250 J. v. Chr. = 23” 5 1 ' 20” 
.Umamon 830 , n.rhr. = 23®35 O" 


rl 
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Copernicus 1540J. n.Chr.=23'’28' 8” 
Flaiiistead 1G91 . , , =23"28'a3'’ 
Cotuiamino 1737 , . , =23^28’24” 
Strin-e 1730,, , = 23"28' 17,44" 
Tob. Mayor 17,36, . , =23" 28' 16" 
Pi:u/i 1800. , . =23"27'56,3" 

Pctors 1800 ,, , =23"27’34,22" 
Dio Schiofo der K. wird 9 Jahre lang 
immer grüfer, in den folgenden 9 Jah- 
ren immer kleiner, jedoeli so dafs die 
.Summe der Znwaehsc durch die der Ab- 
nahmen übertrolTen wird. Diese neriodi- 
schen Aendenmgen heifsen das Sciiwan ■ 
ken oder die >!utation der E. Man 
hat eine wahre oder scheinbare 
Schiefe der E., in derjenigen, welche 
au einer Zeit wirklich beobachtet wird, 
lind eine mittlere Schiefe der E.; 
letztere ist diejenige, welche man durch 
die Beobachtung gefunden haben würde, 
wenn eine Nntation nicht stattgefiinden 
hätte und die also nur durch Berechnung 
zu hndon ist. 

Die Schiefe der E. ist offenbar gleich 
der grüfsten nördlichen oder südlkhen 
Abw cichiing der Sonne (s. Abweichung 
eines Gestirn.«) also deren Abweichung 
wenn der Mittelpunkt der Sonne in einem 
der Wendepunkte steht, und sie würde 
unmittelbar durch die Beobachtung der 
Sonne in dem Augenblick deren Eintritts 
in den Sommer- oder in den Winterpunkt 
gefunden werden können, wenn dio Sonne 
in diesem .kiigenblick durch den Beob- 
arhtnngsort culminirtc; geschieht dies 
nicht, so erhält man die Schiefe der 
Ekliptik allerdings um eine oder einige 
Secunden geringer. 

Gestirne die in der Ekliptik liegen 
haben keine Breite und wenn sie zn- 
leich im Krühlingspnnkt liegen, auch 
eine Länge. Die Sonne hat also keine 
Breite, im Erühlingspiinkt weder Länge 
noch Breite, in beiden Xachtglcichen, dem 
Frühlings- und dem Uerhstpiinkt keine 
Declination. Gestirne, die in einerlei 
Parallelkrcis mit der Ekliptik liegen, haben 
einerlei Breite. 

Die halbe grofse Axe der E. winl nach 
Tcnschiedciien Bcobachtnngen angegeben 
Ton 20 6441.30 bis 20 682329 geogr. Ml. 
und nach die.ser mittleren Entfernung 
der Erde Ton der Sonne auch die übri- 
gen Dimensionen derselben : 

Die Excentricität der E. ist festgeslellt 
zu 0,01679226 als Theil der halben gre- 
isen Axe oder -des Halbmessers des ex- 
centrischen Ikfeises. Man drückt dieselbe 
auch in Hg|;en.secunden aus. Es ist näm- 
lich der iTalbmes.scr eines Kreises = einem 
Bogen Ton 67° 17' 44,8" = 20624,8 


Secunden, so dafs die Excentricität 
0,01679226 x 20624,8 = 3464 Secunden 
= 57' 44" des excentrischen Kreises be- 
trägt. 

Demnach ist die Entfernung des Peri- 
hels von der Sonne = 20297474 bis 
20335031 geogr. Ml. Die Entfernung 
des Aphels von der Sonne 2099078('> 
bis 21029627 geogr. Ml. Dio rorher an- 
gegebene freilich noch nicht ganz be- 
stimmt aiiziigelicnde mittlere Entfer- 
nung der Erde von der Sonne ist der 
astronomische M.aafsstab (die Einheit = I) 
für alle astronomischen Längen. 

EluticiUt ist die Eifrenschaft eines 
st-irren Körpers, dafs dessen Massentheile, 
wenn sie durch eine äufsere auf ihn ein- 
wirkende Kraft verrückt worden, nach 
Uinfortnahme der Kraft ihre frühere Stelle 
wieder einnehnien. Die K. ist also eine 
dem Körper inne wohnende Kraft, welche 
wie die Festigkeit der Verrückung seiner 
Massentheilo als Widerstand entgegen- 
wirkt und zugleich als tbätige Kraft die 
Wiederherstellung des natürlichen Orts 
der Mas.sentheilo vollbringt; oder auch 
die Kraft, mit welcher die einzelnen Mas- 
senthoile das Hestreben haben in dem 
ihnen durch die Natur angewie.scnen Ort 
zu verbleiben. 

Je gröfser die äufsere Kraft i.«l, desto 
gröfser ist dio Länge, um welche die 
Massonlheile in ihrem gegenseitigen Ort 

G eändert werden und Kraft und Länge 
er Verrückung sind proportional. 

2. l>er Körper wird durch Zng ausge- 
dehnt, durch Druck zasammongeprefst. 
Eine Kraft, welche die Masscntheile eines 
Körpers um das «fache ihrer natürlichen 
Entfernung / von einander entfernt, ist 
gleich derjenigen Kraft, welche diese Mas- 

scntheile auf -i - 1 einander nähert. Einen 

n 

Bewei.E davon liefert die Wärme als aus- 
dehnendo Kraft. 

Wenn nämlich ein ei.serner Stab von 
der Länge / bei der Temperatur von 
durcii I® vermehrt auf die Länge 

/ .j. _L ^ / gebracht wird, so winl 

n n 

derselbe Stab, wenn dio Temperatur von 
T' um l'' vermiudett wird, auf die Länge 
ar zusammengeprefst werden, dafs 

1 

X -f - X = f 
n 



Werden beide Kräfte hinfort genom- 
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jnen, d. h. wird in beiden Fällen die Tem- 
peratur wieder auf 7^ gebracht, so ent- 
steht die ursprüngliche hänge l. Hie 
ersten t'’ Temperatur wirkten als Kraft 
ausdehnend, die zweiten (- l“) Tempera- 
tur als Kraft zusammenprossend, beide 
Kräfte sind als Wärmemengen von einerlei 
Temperatur gleich grofs, folglich ist das 
Gesetz richtig. 

3. Wenn der Körper aus homogenem 
Stoff besteht, so besitzt jedes einzelne 
Massentheilchen desselben eine gleich 
grofse E., daher verhalten sich zwei 
Kräfte, welche n Thoile und m Theile 
desselben Stoffs um eine gleiche Länge 
t ausdehnen oder zusammendrücken wie 
m:n, nnd die in beiden Stoffen befind- 
lichen jenen Kräften gleichen E. verhal- 
ten sich ebenfalls wie m : «. 

4. Es gibt keinen starren Körper, der 
bis ins Unendliche ausgedehnt werden 
kann; er zerreifst und zwar bei der- 
jenigen auf ihn einwirkenden Zugkraft, 
welche seiner Cohäsionskraft gleich grols 
ist. Die E. in einem Körper hat also 
ihre Grenze und diese liegt nnterhalb 
seiner absoluten Festigkeit. 

Jeder Körper hat 2 Elasticitätsgrenzen. 
Die erste besteht in dem Grade der Aus- 
dehnsamkeit, dafs wenn dieser überschrit- 
ten, die Ausdehnung also darüber hinaus 
vermehrt wird, die Massentheilchen nach 
Hinfortnahme der Zugkraft sich zwar zu- 
sammenziehen, aber nicht wieder in ihre 
natürliche Lage zurückkehren, sondern 
in einer gröfseren Entfernung als vorher 
von einander verbleiben. Wird die Aus- 
dehnung noch weiter getrieben, so ent- 
steht zuletzt ein Zustand, dafs bei Hin- 
fortnahme der Kraft (jar kein Zurück- 
weichen der Massentheilchen statt findet 
nnd diese Grenze kann mit dem Zustand, 
in welchem der Körper eben zerreifsen 
will, gleich gesetzt werden. 

Innerhalb der ersten Grenze ist die E. 
vollkommen, innerhalb der ersten und 
zweiten Grenze unvollkommen. Wird 
die erste Grenze bei einem Körper über- 
schritten, so hat der Körper seine na- 
türliche Stmctnr verloren, er ist ein Kör- 
per von ganz anderer und untergeord- 
neter Beschaffenheit geworden. 

Innerhalb der ersten Grenze könnte 
demnach ein Banstück auf die Dauer be- 
lastet werden ohne dafs es mit der Zeit 
an Tragfähijtkeit verliert; mit Ueber- 
sebreitnng dieser Grenze durch Belastung 
wird seine Tragfähigkeit vermindert, 
seine erste E.-prenze ist geringer als sie 
vorher war nnd das Baustück mufs bis 
zu derselben auf die Dauer entlastet 
werden. 


Dagegen lehrt die Erfahrung, dafs Ge- 
staltänneriingen von Körpern unter Be- 
lastungen auf nur kurze Zeit lang mit 
der Entlastung wieder verschwinden, je- 
doch unter denselben Belastungen lange 
Zeit verbleibend ebenfalls verbleiben, .so 
dafs die Körper unter anhaltendem Druck 
ihre ursprüngliche E. ganz oder zum 
Theil verlieren. Die Bestimmung einer 
E. -grenze der ersten Art oder für voll- 
kommen bleibende E. bei Körpern ist 
also unsicher und es wird für die Trag- 
ßhigkeit von Banstücken der Coefficient 
für den Bruch zu Grunde gelegt (s. Bre- 
chungscoefficiont und BeUistung). 

Für die Untersuchung der Elasticitäts- 
gesetze hat man nach dem Vorschlag von 
Thomas Young den Elasticitätsmo- 
dul eingeführt. Dieser ist eine hypo- 
thetische Gröfse, nämlich diejenige Kraft 
in Pfunden, welche erforderlich ist um 
einen Stab von 1 pZoll Querschnitt von 
der Länge l auf die Länge 21 auszudeh- 
nen oder auf die Länge ^1 zusammenzu- 
pressen, ohne dafs die Elasticitätsgrenze 
überschritten wird, wenn also diese E.- 

f renze solches gestartete. Man bezeichnet 
iesen Modul mit K. 

Die Länge 1 des Stabes ist gleichgültig, 
denn die Kraft, nach der Längenrichtung 
des Stabes angebracht wirkt zwar unmit- 
telbar nur auf das ihr zunächst befind- 
liche von ihr angegriffene Massenelemont, 
dieses aber pflanzt vermöge der nun er- 
haltenen der Kraft gleich grofsen Span- 
nung dieselbe Wirkung auf d.as ihm un- 
mittelbar vorhergehende Element fort, 
dieses dieselbe tVirkung auf das ihm vor- 
hergehende dritte Element u. s. w. , so 
dafs die Kraft auf alle Massenelemento 
dos Stabes eine gleich grofse Wirkung 
ausüht, die Länge des St.abes und die 
Anzahl der Massentheilchen sei welche 
sie wolle; und wenn die Kraft einen Stab 
von der beliebigen Länge 1 um 1 oder 
auf 21 ausdehnt, so geschieht dies da- 
durch, dafs jede 2 Massenelemente, die 
der Länge nach neben einander um die 
sehr kleine Länge 1 von einander ent- 
fernt sind um die Länge 21 auseinander 
gerückt werden. 

6. Ist E gegeben, so erhält man die 
Kraft P, welche den Stab von 1 OZoll 
Querschnitt von der Länge t um die 
Länge 1, also auf die Länge t -|- 1 aus- 
dehnt, nach dom Gesetz So. 1. 

P:E = l-.L 



Ist I = -— L so erhält man P — ~ ^ 

n » 
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Die Krall P, welche denselben Stab 
TOD der Länge L um die Länge 1, oder 
auf die Länge L ~ I zusammendrückt, 
ist nach No. 2 gleich derjenigen Kraft, 
welche im Stande ist den Stab von der 
Länge L — I auf die Länge L au.szudeh- 
nen. Daher 

(3) 

• L — l n — tn 

Hat Her Sfab A □Zoll Querschnitt, so 
ist (iie Kraft 

P = k [- E = k'" E (4) 

L n 

und P = k ^ E - k • E (ö) 

L — l « — m 

7. .Aus den Formeln I bis 5 findet 
man, wenn E gegeben ist bei einem Stab 
von gegebener Länge L die Länge /, 
um welche bei gegebener Belastung P 
der Stab ausgedehnt und lusammenge- 
drnckt wird, und die Länge L + l=L' 
und L - t - L' .auf welche beides ge- 
schieht: 

Nämlich für die Ausdehnung bei 1 
□Zoll Querschnitt 


S.-'. 


Bei AGZolI Querschnitt 


,(«) 

(7) 


sie Jtahlreirher die Yersnehe sind, die 
man mit Terschiedenen Staben desselben 
Stoffs und unter verschiedenen Belastun* 
pjen Yornimmt, desto f^enaner und luyer- 
lassiger erhält man E. 

Man kann Versuche mit Zusammen- 
Pressungen den vorigen hinzufügen und 
nach Kormed 5. 

F V V 
~k-i~L'i: 
finden, wenn l. die ursprüngliche Länge, 
die Länge unter dem Druck P' be- 
deutet. 

9. Der Modul E ist von der Tempe- 
ratur des St:»bes unabhängig. Denn ge- 
setzt ein Stab von der Temperatur 0” 
werde durch Kinwirkung von 1° Tempe- 
ratur von der Länge /. zur Länge L + 1 
= L aii.sgedebnt, so h:it man nach For- 
mel 2 die Krall /’, welche auf den Stab 
von 0° dieselbe Wirkung ansübt 

S; 

L L 

Offenbar ist diejenige Kraft, welche 
diesen Stab von der nun ursprünglichen 
Länge L' auf die Länge L zn.sammen- 

S refst, die.selbe Kraft P. Geschähe aber 
iese Zusammenpressnng, wenn der Stab 
durch Erwärmung auf zur Länge L' 
gebracht worden wäre und wäbrena dem 
Bestehen der Temperatur I®, so sei der 
Modul = E\ dann nat man nach Forme) 3 


II 

.■»31^ 

(8) 

l V- L 

L'-t L * 


(9) also 

L-LL'-L 


für die Zusammendrückung bei 1 GZoll 
Querschnitt 

bei k GZoll Querschnitt 


( 10 ) 


( 11 ) 


P + kE 


( 12 ) 

(13) 


8. Um den Modul K für einen Stoff 
zu finden, hat man nur nöthig Versuche 
zu machen. Mau nimmt den Stab von 
A GZoll Querschnitt, von L Fufs Länge, 
belastet diesen mit einem bestimmten 
Gewicht T, mifst die neue Lauge // = 
L -b /, so hat man nach Gl. 4. 


oder E = E' 

10. E.« erfolgen hier die Angaben de.« 
E.-modul von mehreren Stoffen, ans Mo- 
soIy-Schcfffer nebst den daneben gestell- 
ten absoluten Festigkeiten derselben in 
alten preufs. Pfunden. In der 3ten Co- 
lumne sind die Quotienten der zweiten 
in die ersten Zahlen angegeben, welche 
als Nenner zum Zähler 1 die Quotienten 
der ersten in die zweiten Zahlen nnd 
damit zugleich nach Formel 8 die ali- 
quoten Tnoile der Längen, um welche 
(iie Stoffe al.s Stäbe bis zum Zerreifsen 
ausgedehnt werden, bezeichnen. 


M<h1uI /•; 


*■- / ^-E-r k 


(H) 


Akazie ] 1200 000 

Birke | 1600 000 

Blei I 730000 


Abso- 
lute 
Fe-stig- 
keit /’ 

14 000 

15 000 
1 900 I 


66 

107 

384 


I 
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Modul £ 

Abso- 
lute 
Festig- 
keit P 


Bronze 

4700 000 

,34 000 

138 

Ruche 

1400 000 

12 000 

117 

Eiche 

1800 000 

11000 

164 

Eisendraht. . . 

26000 000 

90 000 

289 

Esche 

1600 000 

18 000 

89 

Fichte 

2100 000 

12 000 

175 

Ki.schbein . . . 

840 000 

8 0mt 

105 

Gufseisen . , . 

17000 0C.K) 

19 000 

895 

Kiefer 

1700 000 

12 000 

142 

Kupferdraht . . 

1 9000 CKK) 

70 000 

271 

Lerche 

1300 000 

10 000 

1.30 

Mahagoni spa- 
nisches . . . 

1600(K)0 

14 OCK) 

114 

Messing, gegos- 
•sen 

9400 000 

18 000 

.'>22 

.Messingdraht . 

15000 000 

70 0(K) 

214 

Schmiedeeisen 

29000 000 

66 0(8’» 

439 

Stahl 

:j7ooü 000 

110 000 

336 

Teakholz . . . 

2500 000 

16 000 

156 

Ulme 

1400 000 

15 000 

93 

Weifst;inne . . 

1900 000 

12 000 

158 

Zink, gegossen 

14000 000 

8 800 

1591 

Zinn, gegossen 

4700 000 

4 400 

1068 


Beispiel. Nach den Versuchen von 
Dnleau Kann das Schmiedeeisen im Mi- 

nimo Hin 0,000441 = im Maxime 


um 0,001167 = 


1 

857’ 


nach Tredgold um 


0,000714 = Y^^ seiner Länge sich aus- 
dehnen, ehe es über die Grenzen seiner 
E hinauskommt. In dem .\rt.: Bela- 
stung ist angeführt, dafs das Schmiede- 
eisen für die Dauer nur mit }.k, d. h. 
auf den QZoll Querschnitt nur mit 
i X 66000 Pfd. = 11000 Pfd. belastet wer- 
den .solle. Hierbei ist also die Länge /, 
um welche es sich bei der ursprünglichen 

Länge L ansdehnt = L = — L, 

6.4:19 2634 ’ 

woraus hervorgeht, dafs für diese vorgo- 
schriebene Belastung das Eisen noch in- 
nerhalb seiner E.-gronze verbleibt. Nach 
der vorstehenden Tabelle zerreifst es wenn 


cs nm 


4.39 


seiner Länge au.sgedchnt wird. 


Elastische Flfissigkeiten. Die Gase 
haben mit den troplLaren Flüssigkeiten 
die Veränderbarkeit ihrer Form gemein, 
unterscheiden sich aber von densell)en 
dadurch, dafs .sie sich in einen kleineren 
Raum zusammenprossen und in einen 
gröfseren Kaum ausdehnen lassen. 


Elastische Linie ist die Ge.stalt, welche 
eine nicht ausdehnbare Tollkonmien ela- 
stische gewichtlose gerade Linie annimmt, 
wenn sie an einem, Ende unbeweglich 
befestigt und an dem anderen Ende von 
einer Kraft zu Biegung derselben ange- 
griffen wird. 

1. E.s sei die gerade Linie All deren 
ursprüngliche Lage, durch das an ß nor- 
mal auf .1// gerichtete Gewicht /* habe 
sie die Gestalt AEC angenommen, so ist 
bei einer gleichfürniigen vollkommenen 
Elasticität der l.inie deren Krümmung 
am Ende r um so gröfser, je länger .!/>“ 
und je gn'dser P ist und bei gleichblei- 
bendem P werden die Krümmungen der 
Linie von C nach A hin immer geringer. 

2. Die Krümmung irgend eines Cnrven- 
eloment.s ist gleich der de.s zu die.seiu ge- 
hörenden Krümmnngskreises und da die 
Krünimnngcn der Kroi.se um so gröfsei 
werden je kleiner deren Halbmesser sind, 
oder mit deren Halbmesser in umgekehr- 
tem Verhältnifs stehen , .so verhalten .sich 
die Krümmungen der Elemente in der 
elastischen Linie umgekehrt wie die zu 
diesen Elementen gehörenden Krüm- 
mungshalbmesser. 

Die Wirkung der Kraft P auf die Li- 
nie Aß, also die Form der Linie AF(' 
hängt nun zunächst noch ab von dem 
Grade der Elasticität den die Linie be- 
sitzt, und diese soll dadurch ausgedrückt 
werden, dafs bei der normal auf AB in 
Entfernung = 1 von -1 wirkenden Kraft 
p der Krümmungshalbmesser in i4 = r sei. 

3. F)s ist also durch die Kraft P in C 
dieselbe Krümmung in A vom Halbmes- 
ser Al) = r hervorgegangen. Bezeichnet 
man den zu der gleichfalls durch P in C 
hervorgegangenen Krümmung in E ge- 
hörenden Halbmesser E'J mit ß, stellt 
sich in E diejenige Kraft P wirkend vor, 
welche bei Hinfortnahmo von P dieselbe 
Cnrve von A bis E veranlalst, wobei dann 
das Curvenstück EC unbelastet ist, bringt 
in Entfernung EH = 1 eine Kraft an, 
welche statt P' die.selbo Krümmung in 
E von dem Halbme.sser R hervorbringl, 
so müssen nach dem Obigen die Kräfte 
(> und /» sich umgekehrt wie die zu E 
und A gehörenden Krümmungshalbmes- 
ser R und r verhalten oder es ist 

Q : p ~ r: R 



Al>er die Kraft P in C brincl ebenfalls 
in E die Krümmung vom llalbnie.sser /» 
hervor; zieht man also CE-[' Aß, bezeich- 
net CE juit X, so hat man für die gleich 


\ 


I 


% 


.»-‘je 
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Fig. cot. 


grolsen Wirkungen der Kräfte Q und P 
in Beziehung auf den Punkt F. 

1 X 0 = *x P 


9 _ PI 

T~ PR 


( 1 ) 


4. Das Product pr ist für jede elastische 
Linie, die immer nur eine materielle Li- 
nie sein kann, eine Constante, und »on 
der Natur der Linie, von der Gröfse E 
der Klasticität abhängig. Man kann das 
Product pr daher allgemein mit E be- 
zeichnen und dann ist t = p' ^ 


Ö». 

8* 

_ 8 » 

Ox’ 8x 

Die (ileichnng verwandelt sich in 
8s 

E 8i 


und hieraus 
/x8x = --^ 




8s 


— . 8x 


folglich das Moment 


( 2 ) 


8», (H- s*)^ e/d-l-s’)* 


5. Nimmt man CE als Abscissenlinie, 
C als den Anfangspunkt der Coordinaten, 
bezeichnet EF mit y, so hat man nach 
pag. 188, Formel 1. allgemein 

fl= 8^ (3) 

8x’ 

wo das subtractive Vorzeichen deshalb 
gilt, weil die Curve nach der Abscissen- 
linie gerichtet hohl ist. 

Substituirt man diesen Werth von R 
in Gleichung 2, so erhält man 
8’y 

E 8x» 

- = --p 


^’'0+s>)i 

Nun ist fx 8x = Jx* 

Um das rechts befindliche Integral zu 
llnilen ist der Factor Ds nöthig, demnach 

mit 5^-7 multiplicirt entsteht 
'' 8s 8x 




(4) 


Aus dieser Differenzialgleichung sind 
nun mittelst Integrirens die Differenziale 
von y fortzn.schaffen nnd y allein einzu- 
führen. Setzt mau deshalb der 


Kürze 


(1 -I- *•)- 

Um dies Integral rational zu machen, 
setzt man 

(H-s‘)i = /z5 
so ist 1 -b s> = fi’s’ 

1 

woraus 5* = —5 : 

- 1 

IHese Gleichung auf ft diflFerenzirt ent- 
steht 

2s.?i = -2^ 

014 

0» M s 

woraus = , = -^s 

Nun ist also 


8_y 

8x 


/ » 8s i'Sfl g __ fpi' /’8^‘_ t _ ' 
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und folfrlich 




0» 


I'-© 


Die Constantc 
jjendo Weise: 


I ■*©■ 

-. + C (5) ist schon gegen 1 sehr nnhcdeiitend, 

Ticlmehr unbedeutender gegen 1, 


non Winkels und im Nenner 
0 .'/ 


bestimmt sich auf fol- 


Es 


a.</ 


ist „ ' der Winkel, den die Tan- 
ox 


gente in F mit der .Abscisse x bildet. 
Kür den Punkt A ist AB diese Tangente, 
und da sie mit der Abscisse läuft, so 
ist der Winkel, den die Tangente in A 
mit der Absci.sse bildet = 0. Setat man 
al.so die Länge CK = o , so hat man für 

X = o auch 2^ = 0. Man hat also 

ttx 

ta’ = 0 + C 

woraus C=to* 

diesen Werth substituirt gibt 

0» 

Ox 




hieraus 

erhält 


1 


I + 


ist 


nun y zu 


©’ 

entwickeln. 


( 6 ) 


Man 


lind es ist mithin der Nenner = 1 zu 
setzen. Demnach hat man 

l(o--xO = A.|f 

Wird diese Gleichung intogrirt, so er- 
hält man 

^ = iA<‘* - X*) = - l-r’) 

woraus 

( 8 ) 

wo die Constante beiy = 0 fürar = 0, als 
0 forliallt. 

7. Setzt man die Ordinate /tiV für 
A = A, so wird x = <i und es ist 

*= ä So>) = i~a’ 


und 


F. = !,p. 


(9) 




0!/_ ^ /*( a^-x» ) 

0-e ■ I E’ - 1 (o*^*) 7^’ 

!/=Ul -TT 

./I 


eine Gleichung, aus welcher E durch Ver- 
suche zu ermitteln ist. 

8, Bezeichnet man die Länge CF de.s 
Bogens mit A, so ist nach pag. IfK rechts, 
die allgemeine Rectihcationsformel 


n/i'-©’» 


lind 


m 


nach 


G. Nach den bisher bekannten Lehren 
der Integralrechnung läfst sich dies In- 
tegral mir in einer Reihe darslellen, de- 
ren (iliedcr integrirbar sind, ein weitläu- 
figes Verfahren, welches die Entwickelung 
des (ie.setzes der elastischen Linie in nur 
wenig anwendbaren Formeln liefert und 
daher nicht interessirt. Erwägt man da- 
gegen, dafs in den Fällen, wo eine tJn- 
tersiichiing der elastischen Linie erwün.scht 
oder erforderlich ist, diese immer nur in 
sehr geringen Krümmungen vorkommt 
so kann die lintersiichiing hier auf diese 
Annahme lie.schränkt werden. 

Bei kleinen Krümmungen sind auch 
die Winkel , welche die Tangenten mit 
der .Abscissonlinie bilden sehr klein und 
mit ihnen die trigonoraetri.schen Tangen- 
ten dieser Winkel. Geht man daher auf 

Gl. 5 zurück so ist diese sehr kleine 
öx 

trigonometrische Tangente eines so klei- 


Dio Wiirzelgröfse ] 

dem binomischen Satz in eine Reihe ent 
wickelt gibt 


also 




Ox; 


d‘- 




= I + 
0.V 


oder 
OA 
Ö 

Da sehr klein i.st, so kann man die 

höheren Potenzen von 
man hat 

'0»V 


fortlassen und 


Oi 

Dx 


Hl©’ 


.8j 

Sx 


J-g (»’- x*) setzt 
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’ f -c‘] 


These GleiehunR integrirl, Ril'l 

; = X , 1 [flV 


«n ilie Cunstaiite f.irllällt, »eil für x^O 
anrh T = 0 winl. 

•> Sel 7 .t mail die l.äiiRC der elaslisriien 


M> des Geaichts /' Tun .t sei = ». die 
Pressuncen, welche die Unterlagen er- 
«n*x’ • ix'] (10) leiden, seien Q und V; für irgend einen 
Punkt II seien Ah' und HF die Coordi- 


I.inie .If /., so wird x ; 


pi 

, ),.,[•<» .i«‘ 

. s 


und cs 

i"'] 


( 11 ) 


oder l. » d 

Aus dieser tileichuiiR lälsl sieh auch 
CK = fl tiiiilen, wenn \H=L mnl wenn 
P und F, Repehen sind. 

Ist li Repelien , so hat man aus 1): 

/> _ :1A 

K ' «■' 

Ihesen Werth in GleiehuiiR 11 sub- 
stitnirl piht 

• 

t = rt + i — 

(I 

Oer riiters<*hic«^ «wUchen L und rf, 
näniliH) x’^ischcn .U{ = AFC und TÄ ist 
als« hei kleinen Kriimiiiunpen der Linie 
sehr fferinß. 

II. Eine materielle elastische Linie 
ACfty deren liowicht auf die Ijängen* 
Einheit = G ist, liept mit ihren in einer 
Florizontalen befindlichen Kudnunkten 
frei auf rnterstülznnpen. Zwischen die- 
sen an einem Punkt f’ wirkt ein tiewicht 
P\ es soll die Gestalt der elastischen L. 
he.’ilimmt werden unter der Bedinpnns, 
dafs die Krümmung in Folge der llela- 
stungen nur gering ist, 

I>ie Entfernung jd/I beider Gnterstützun- 
gen von einander sei = c, der Abstand 


Fig. 


naten j- und y. Hoi der genngen krum- 
imuig in //sind die Längen .4// = xiind 
.4//ff = r zu setzen: dann sind die auf AH 
und .(//« gleichvertheiltcn Gewichte = x6* 
und c(t. 

2. Setzt man den Krümmungshalbnies 
scr in H = H so ist nach Gleichung 2 

K 

(las Mument iler Klasticität in II = ; 

(lies ist aber otfenbar im rileirhRewichl 
mit dem lieRendriick (> und dem tie- 
wicht jf». deren Momente sind (>x und 
xt; . Jx, daher hat man 


= Px - »f/x* 


Nach No. 1. Formel 3 hat man 

l-ß:)]' 

öx* 

welche sich nach No. 6, indem 


R = 


(1) 


( 2 ) 


cl W 

1 sehr klein und wcRiulaseen ist, in die 
Formel ahändert 

ö’i/ 

dx> 

Diesen Werth in Gleichung 1 gesellt 
gibt 

woraus 


■ |fVx* 


(4) 


- F. 



= i px» - l Cx> J- C (5) 

ist die Irigonoraetrische 
()x 

Tangente des Winkels den die 
i'urTentangente in II mit AR 
bildet Seist man x=.lf» = o 
und beieichnet den Winkel 
zwischen der Tangente in f’ 
und AR mit n, so hat man 
aus Gl. 5 

-Eljn=iPo»-l<?-c’ + f' (ß) 
Zieht man diese Gleichung 
von Gleichung 6 ab, so erhält 
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- - t-7«) = \ Q (-r- - «*) - 10 (x’- (7) 

woraus integrirt die Gleichung entsteht 

- K{y-xlg n)=^Q J\x* - a*)Bx~ J\x^ - a^) = {x^ - 3a ’^x) - G {x* - 4 J* V) (8) 

vo keine Constante hinzukommt, weil die Gleichung für den Bogen ÄC7/, wenn 
für x = 0 auch y = 0 ist. man B als Anfangspunkt der Abscissen, 

3. Dies ist die Gleichung für den be- HF=x', BD ~ v — a, Q' für Q und « = 
liebigen Bogen < 4 //. Man erhält offenbar 180“-« setzt. Also 


- + = -3(c-o)*x']-y,C[x'«-4(c-fl)3x’] (9) 

Setzt man die Ordinate CI) = b, so wird in Gl. (8) ij = L für x = a und in Gl. 
(9) y — li für x' = c—a. Man hat also 

— E {ft — a tg it) = — Q + i«* G ^ (lü) 

- K [Ä -f (c - a) ft] = - i (c - G' -f A(p - 0 (11) 

Die zweite Gleichung von der ersten abgezogen gibt 

cEtga = i(c-ayQ’- Ja* (1 - ~ G (12) 


4. Sind also die Gröfsen Q und Q' be- 
kannt, so sind auch u, hiermit b und die 
Gleichungen für die Bogen AC und BC 
gegeben. 

Nimmt man zu diesem Behuf A und 
B als Momentenpunkte, so hat man 
1. r^' = aP+Jc»f; 


2. vQ = {c- fl) P f Jr-G 
woraus Q — — /’+ \rO (13) 

V 

und Q'="^pJ({cG (11) 

C 

Diese Werthe in Gleichung 12 gesetzt 
und redncirt gibt 


cK tg n = ^a (c — a) (c — 2a) P + 2*4 [(c - o)* (c -f 3a) - a* (4c - 3o)] G (15) 


5. Nach Gleichung 1 ist 
~ = Qx- bGx* 


jenigen x statt, für welches Qx 
ein Ma.ximum wird. 

Setzt man Qx - 


das Minimum von Ä , d. h. die grüfste jgj ^- = Q - Gx =0 

Krümmung der Linie findet bei dem- " Ox 


\Gx 


n 


also für 






III. Eine materielle gewichtlose elasti- ACB in die gerade Linie AB über. An 
sehe Linie ACB ist mit einem Ende A statt der Befestigung in A denke man 
unbeweglich befestigt und liegt 
mit dem anderen Ende B frei 
auf einer Unterstützung, beide 
Enden A, B in derselben Ho- 
rizontalen. In irgend einem 
Punkt C der Linie zwischen 
den Endpunkten ist ein Ge- 
wicht P aufgehängt; die Ge- 
stalt der Linie zu bestimmen, 
wenn die Krümmung in Folge 
der Belastung /* nur gering ist. 

Die Entfernungen AB und 
Al) seien wieder r und a. 

Wird das Gewicht P hinfort- 
geuommen , so geht die Linie 
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sich daseUi.st eine hlofse Onterstüttung, 
die Linie über A hinaus verlängert und 
in der Entfernung Af/ = 1 ein Gewicht 
R angebracht, wolche.s mit der Bofesti- 
eung in A dieselbe Wirkung auf die 
Linie ausübt; ferner setze man die Wi- 
derstände, welche die llnter-stüt/ungen 
A und B den Vertikalpressmigen ent- 
gegensetzen = Q, Q‘. 

Nimmt man wieder für den beliebigen 
Punkt II die Ordinaten .tK und h'll = * 
und ij, setzt den Krümmungshalbmesser 
der Linie in H = r, so ist nach 1, Glei- 
chung 2 das Moment mit welchem der 
Bogen All in II der Biegung widersteht 
£ 

= — und dies i.st offenbar im Gleichge- 
wicht mit den Momenten der Kräfte Q 
und R in Beziehung auf deu Punkt h\ 
d. h. es i.st 

-i = C»x-/{(a--f I) (1) 


Nun ist zugleich 

lxfl = aP-cC>’ (2) 

und Q + Q' = P+R (3) 

woraus P = P(a 1) - P'(c + I) <d) 
Substitnirt man diese W'orthe von Q 
und P in 01. 1, so erhält man 


— = (x-a)P-(x-c)p' (5) 

r 

Nach No. 11, Formel 3 für r den Nähe- 
rungswerth gesetzt, entsteht 

"Sx> 

-E|^j = (x-a)P-(x-r)p’ 


oder E g-® = (a - x) P - (c - x) Q' {«) 

diese Gleichung integrirt gibt 

E = (ax-^x») P-(rx - jx>)P’ (7) 

indem die (‘onstante fortfallt, weil für 
ar = 0 die Tangente in dem Punkt A in 
die Abscissenlinio Aß fallt, mit Aß also 
den / = 0 bildet, dessen trigonometTische 

öw 

Tangente ^ also ebenfalls = 0 ist- 

Gleichung 7 noch einmal integrirt gibt 
die Gleichung für den Bogen A/f 

= (8) 
wo ebenfalls die Constante fortfallt weil 
für jr = 0 auch y = 0 wird. 

2. Die Gestalt eines Bogens ßlß Ton 
dem zweiten Endpunkt B ab genommen, 
wird eine andere, weil hier keine Befesti- 
g;ung statt findet und mithin kein Ge* 


wicht ß einzuführen ist. Es seien für 
den Punkt //' die Ordinaten BF* und 
//'K = ar, und y,; der Krümmungshalh- 

messer für W = p, so ist — das Moment, 
C» 

mit welchem der Bogen Bll' in //' der 
Biegung wider.steht und dieser ist iui 
Gleichgewicbt mit dem alleinigen Mo- 
ment von Q' in Beziehung auf F* also 
mit Man bat demnach 



(#’ j-, 


(9) 


woraus integrirt 

-E|®‘=iP’x.>-bC (10) 

Zur Bestimmung der Constanle hat 
man nicht wie ad I für den Punkt A die 
Tangente für den Punkt B in AB bele- 
gen, man mufs vielmehr wie in der Un- 
tersuchung II. auf den Punkt C zurück- 
gehen. Bezeichnet man -hier den Winkel 
zwischen der Tangente in C und AB für 
den Anfangspunkt ß der Abscissen mit a 
so ist dessen trigonometrische Tangente, 
wenn für x, der Werth c — a gesetzt 

wird, Mau hat also 

= ( 11 ) 
von dieser die Gleichung 10 abgezogen 
gibt 


E((s„-®^-)=tP’[x.»-(c-«)*] (12) 
Noch einmal integrirt entsteht 

wo die Constante fortfallt, weil für x, =0 
auch = 0 wird. 

Um diese Gleichung für den Bogen 
BH' wie die für den Bogen AH ohne 
Hülfe von tg « zu erhalten hat man für 
Gl. 7, wenn man x = <i setzt, 

^* = (,( 180 '’-n)=-/s<ri 


also — Elga — ia^ P ~(ac— ^a‘)Q' (14) 

Bieso Gleicliun;' mit x, luultiplioirt, 
Gleichung 13 addirt und ent?c|;engesetzte 
Vorzeichen genommen gibt die Gleichung 
für den Bogen Bll’ 

£y’ = -Ja*x, P + (lc’x,-ix,ä)P’ (15) 


3. Setzt mau, wie in II, 3, die Ordi- 
nate C0 = h, 90 erhält man aus Gleichung 
8 die Gleichung für den Bogen AC wenn 
man darin x = a setzt, und aus Gleichung 
14 die Gleichung für den Bogen BC wenn 
man x,=(c — a) setzt. Man erhält 
die Gleichung für AC-. 

£4 = Ja>P-ia>(3c-a)P’ (16) 
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die Gleichnng für BC 

Eh = — Ja’ (e — o) P + K® — «) (2c’ + 2ac — a’) Q' 


(17) 


Setzt man beide Werthe von Eh ein- p = > [^(„+i)(2c’-3a’) + (c+l)a’] P (19) 


ander gleich, so erhält man 
(?' = j“’ (3c-a)P 
und aus Gleichung 4 


4. Setzt man in Gleichung 5 den Werth 
(18) von Q' aus Gleichung 18, so hat man 

-^ = (x - rt) P-Kc - x) j (3c - n) P 


oder 


^ _ 2c’ - a’ (3e_- a) 
T ~ 2c’ 


Px + 


a’ (3c - n) - 2nc’ 


( 20 ) 


Der gTÖfvte Werth, den a annehmen 
kann ist =c, d. h. das Gewicht P wird 
in B anfgehängt, und es entsteht für 
£ 

a = c auch für — der Werth = 0. 
r 

Schreibt man für a den Werth (c i) 
so entsteht ans 0!. 20 


r 2c* 2r* 

Da s kleiner anfrenommeii i.<tt als c» so 
ist das erste Glied uut dem Factor /V 
immer positiv , das zweite Glied mit dem 
Factor P immer subtractiv. Die Glei- 
chunf^ 20 ist also zu schreiben 


£ 2c* — ’a* (3c — o) _ 2ac* — a* (3c — a) „ 

-= -~ 2 ^ 2c’ 


( 21 ) 


Für f = 0 also für den Punkt A wird 
E 

— negativ, es ist also r negativ und 

folglich ist in A die Krümmung der Li- 
nie entgegengesetzt 2 d. h. nach oben zu 
erhaben. 

£ 

Wächst aber x von 0 ab, so wird — 

r 

E 

grofser und es entsteht ein Werth — = 0 

wenn beide Glieder rechts einander gleich 
werden also für 


und 


2c3£ 


(25) 


2rtc* — a* (3c — a) 


( 22 ) 


2c* — (3c — a) 

Für dieses x wird r = * co und der 
Ponkt der Linie für x in Gleichung 22 
ist ein Wendungspunkt. Von hier 

ab wächst — ^ und r nimmt ah bis zu 


: a wo — am grofsten und also r am 


a (2c — o) (r — a) 
b. Zur Vergleichung beider Krümmungs- 
halbmesser r' in A und r in C hat man 
aus 23 und 26 

r’ : r = rt (3c — n) : c (2c — a) 
r* in A wächst von <x = 0 bis a = je wo 
r’ ein Maximum ist; a kann aber höcb- 
sten.s = c werden mid r* wird um .so 
grofser, also die Krümmung in .^t um so 
geringer, je weiter P von A entfernt ist. 
r in C nimmt mit dem Waebsthum von 
a immerfort ah. 

Beide Krümmungen sind einander gleich 
wenn 

o (3c — c) = c (2c — rt) 
oder wenn a* 4/ic -j- 2c“ = 0 
also wenn o = c (2 — | 2) 

6. Setzt man die Werthe von (>' (Gl. 18) 
in Ol. 14, so erhält man 


kleinsten wird. Und zwar ist für n)(4ac 2c'*' — a") P 

E ö* 

- = 2^(c-«)(3c-o)P 


und r in C = 


a* (c 


2f*£ 

;'o)(3r: 


II) P 


Aus Gleichung 21 hat man für f = 0 
also für den Punkt A 

E _ 2<*c* — o* (3c — o) 

7r=- 2i>' ^ 


wo B Anfangspunkt der Abscissen ist, 
also die Winkelspilze des spitzen g(n von 
C narb B hin liegt. Nimmt man n wie 
(23) ad II. für den Anfangspunkt .1 der Abs- 
cissen, dann ist 

II* 

El} n = (c - a) (2c’ o’ - 4oc) P 

der ^ a bleibt so lange spitz als 2c’+a’ > 4 « 
Für 2c*-Pa’ = 4ac 
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also für fl = c (2 — 1'2) = 0,58Gc wird « = 
180*^, d. h. die Tangente lauft 4~ mit 

Ks Ui dies nach No. 5 derselbe Ort (' 
für das {Jewiclit P, in welchem die Krüm- 
iiiuiig der entgegengesetzten in.4 gleich ist. 

IV. Eine elastische Linie ist mit ihren 
btirizoiital liegenden Kndpunkten .4, B 
unbeweglich befestigt. Wenn in einem 
Punkt V der Linie das Gewicht P auf- 
gebangt wird» so kommt die Linie aus 
der geradlinigen Richtung AB in die ge- 
kriimmte ACB^ die Gleichung 
für diese Linie aufzustellen. 

Wegen der Hefestigungsweise 
senkt die Linie sich so. dafs 
die gerade Linie AB nu beiden 
Knd{mnkten A und B Tan- 
gente an ilersell)en wird. 

Wie in den vorigen I nter- 
suchuiigen seien AB = c» die 
t'oorclinaten Ai> un<l i)C - a 
und h, die C'oordinaten Ah' und 
h'H für einen beliebigen Punkt 
U seien .r und //. In B sei 
wie bei A in .\o. III. statt der 
Befestigung eine rulerlnge und 
in der Entfernung BB =~ 1 in 
ij das Gewicht B angebracht, 
der Druck auf diese l’iiter- 
stutzung = Q. 


Bei Torausgesetzter nur geringer Krüni' 
mung bat mau dann wie No. II. und UI. 
Gleichung 1 : 

^ =Q{c j:)-P(fl-j-)-/{(r+I-x)(l) 

r= also — = und inte- 

it’j r üx* 

Rrirt 



- K 5» = („ - Jj-i, y - (ax - i= - [(c + I) X - Jx-'J R 


( 2 ) 


WO die C'oußtante wogfallt, weil für x — 0 auch als trigonometrische Tangente 

des Winkels zwischen ACB und A-B = 0 ebenfalls =0 wird. 

Noch einmal integrirt gibt 

- % = (iex^ - ix^) Q - (4«» - ix*) P-Uic-h O-r* - Ix*] B CA) 

wo wiederum die Constante wegfallt, weil für x = 0 auch ys=0 wird. 

Setzt man wieder den Winkel den die Tangente in C mit AB bildet =«, so 
hat man x = .40=:fl gesetzt aus GL 2 und 3 

- E tg tt =7 {ca — i^o*) Q - Aa* P - [(c -f 1) fl — i«*] R (4) 

- f: & = (jea* - ifl*) 0 - Art" ^ + » «* - |a*] n (ö) 


Sind für einen Punkt //' zwischen B wo aus denselben (iründen wie für Gl. 2 
und C die Ordinaten BE* und K//' = x, und 3 in beiden Malen die Cou-stanle 
und so hat man wegfailt. 

r»t,, Setzt man x, =c — n so wird 

^ (K) 0j,,_ 


+ l)ß 


hieraus» 2mal hinter einander integrirt 
Ax,*(i-(ix,*+x)/( 


- 


— ig (180'’ tg tt lllld tj, — i. 

Man hat <lemnach aus den Gleiclaingen 


7 und 8 




F.lga=k{c 


- Ki = 1 (<■-«)’('- H<- - «? (<• « + :« « (10) 

Addirt man beide Gleicbuiigeu 4 und 0 und »etzt beide \\ertbe - Eh in Glei- 
chung 5 und 10 eioauder glei^» so erhält man reducirt 
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O = c’0-a>l>-e(e+2)Ä 
0 = c* (c — 3fl) Q + — c (c* — 3flc 4* 3c — 6o) R 


Maltiplicirt man Gl. H mit (c — 3ri), 
zieht ^nn die Oleichnng von der Ol. 12 
ab, so erhält man 

(13) 


-£|?=4e*>-tC** + C 


( 11 ) 

( 12 ) 

( 1 ) 


Ist der Winkel der Tangente in B mit 
AB = a so ist für x = a 


- Et9a = ^Qa'-^Ga^ + C (2) 
Beide Gleichungen mit einander Ter- 
bnnden 


R = ~i (c - o) R 
und hiernach aus Gleichung 11 

0 = ^(c»-ac + 3c-2«)R(14) 

Durch die Einsetzung der Wertbe Q — iC(*’-«’) (3) 

und R in die Gleichungen 1 und 6 las- 
sen sich alle Krümmungshalbmesser durch 
P und E ausdrücken. Ebenso findet man 
die Ordinalen y und y, durch R und R 
bestimmt, srenn man uie Wertbe von Q 
und R in die Gleichungen 3 und 8 sub- 
stitnirt. 

Setzt man die Wertbe von Q und R 
in die Qleicbung 4 oder 9 so erhält man 


(e-2a)(c-o)*o’ 

E,,„ = 

Diese Tangente bleibt positiv so lange 
o < Je; für o = Je wird sie = 0, d. h. die 
Tangente läuft + mit der Abscissenli- 
nie AB. 

V. Eine materielle Linie ist in den 3 
horizontal liegenden Punkten A, R, C 
unterstützt, auf dieselbe ist ein Gewicht 
gleichmäfsig vertheilt, so dafs auf die 
Längeneinheit das Gewicht G kommt. 
Die Pressungen Q, Q\ Q" zu bestimmen, 
welche die 3 Unterstützungen _j 4, R, C 
zu erleiden haben wenn die Krümmun- 
gen der Linie nur gering sind. 

Ist die Länge AC = c, AB = a und sind 
die Coordinaten Ah\ Eil eines beliebigen 
Punktes ff = » und y so hat man wie 
früher 


Kig. 605. 



integrirt: 


JtfX* 


und noch einmal integrirt 
- E (y - X ly a) 

= 10 (*’ - 3o *x) - AC (** - 4a »*) (4) 
wo C = 0, weil für x = 0 auch y = 0 ist. 

Für X = a wird ebenfalls y = 0 und 
man erhält daher zur Bestimmung von 
ly B 

Elya = -iaiQ + ia'G (5) 

2. Nimmt man die Oleichnngen für den 
zweiten Bogen BC und C zum Anfangs- 
punkt der Abscissen, so erhält man ganz 
dieselben wenn man c — a für a, Q" 
für Q und 180° — o für o, also — ly a 
für ly n setzt; also für Gleichung 5 er- 
hält man 

-£( 5 « = -Kc-o)V’+*(c-a)»C (6) 

Durch Addition beider Oleichnngen 
verschwindet E und ly a und man erhält 

o = -K(?-Ke-»)’0" 

+ *[«* + (c-a)»)C (7) 

Aufser dieser Gleichung liefert noch 
die Statik 2 Gleichungen 

0-t-0'-l-0" = cO (8) 

und den Punkt B zum Momentenpunkt 
genommen ; 

(i0-J«*C=(c-o)0’'-«c-o)>C (9) 

Aus Gleichung 9 er- 
hält man 

0"=??±«‘^)C(1O) 

C“ a 

Suhstitnirt man diesen 
Werth in 01. 7, so er- 
hält man 

Diesen Werth in Glei- 
chung 10 substituirt, gibt 

0., 

und endlich mit Hülfe 
voll üleichuug 8» II und 12. 

^ a (c - a) 


(18) 


III. 


3 
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' • 3. Setzt man den Werth von*(? m Gl. 5. 
oder den Ton Q" in Gl. 6 so erhält man 
Etga = ^a{c-a){c-2a) 

Dieser Ausdruck wird 
=: 0 bei a = wenn also 
die Unterstützung B zwi- 
schen A und C in der 
Mitte liegt. Für a>\c 
wird tg a negativ , sie 
macht also in B mit AB 
einen spitzen Winkel und 
daher tritt die elastische 
Linie nach C hin über die 
gerade Linie BC hinaus. 

Bei a<U ist lg « positiv, 
sie macht also in B mit 
AB einen stumpfen, mit BC einen spitzen 
Winkel und tritt daher von B ab nach 
A hin über die Linie AB hinaus. 

VI. Eine materielle Linie AB von der 
Länge 2c, deren Gewicht wie ad V = 2cG 
glei^ vertheilt ist, liegt auf 4 horizontal 
befindlichen Unterstützungen, von denen 
jede der mittleren von der nächsten äufse- 
ren Unterstützung um die Länge AC = 
DB-a entfernt ist, die Pressungen zu 
bestimmen, welche jede der Unterstützun- 
gen zu erleiden hat, wenn die Krümmun- 
gen der Linie nur gering sind. 

Die Pressungen auf A und B seien 
= (?, die auf C und D= Q’] wie früher 
•ei AF=x, FH = y, so hat man die Glei- 


chung in Beziehung auf den Momenten- 
punkt H 

Fig. 606. 



-Ep^^.~=TQ-\x^a (l) 

Ox* r 

diese Gleichung integrirt 

-E^ = 10 - iCx* + Constante (2) 

öx • 

Der Winkel den die geometrische Tan- 
gente an der elastischen Linie in dem 
Punkt C bildet, sei k 

so ist für x = a; ^ = lg a 

hieraus entsteht 

- E lg a'=ja^Q - ia* ft +ConsUnte (3) 

Eliminirt man die Constante, indem 
man Gl. 2 von 3 abzieht, so erhält man 


E(^-tga)=iQ(a*-x*)-^G(a^-x^ . 

noch einmal integrirt 

E (y - X ly «) = i (3a »X - X») G - jU (4a *x - x*) 0 


(4) 

(5) 


wo für X = 0 auch y = 0 und folglich zu- — Eatga = — ^a*G (6) 

gleich die Constante = 0 wird. 2. Für einen Punkt K, dessen Abscisse, 

Für x = a wird wiederum y = 0 daher, von dem Mittelpunkt IH aus genommen, 
hat man zur Bestimmung der lg a aus MJ = x^ und dessen Ordinate JA = y, hat 
Gl. 5 man, K zum Momentenpunkt genommen : 


_j;|!yi-Ä=(c-x,)(?-l-(c-fl-x,)(?'- Hc-x,)’C (7) 

0x,* r, 

diese Gleichung integrirt gibt 

-e|^‘=(cxi-4x,*)(?-|-[(c-«)x, (8) 

Für x'=c-a, also für den Punkt C wird der Winkel, den die geometrische 
Tangente mit AB bildet = 180° - « folglich dessen trigonometrische Tangente 
ö tf 

= — ly a = Man hat demnach: 

E ly « = ~ a*) G + J “ “)* Q* + i“’® + ^ 

Gleichung 8 von 9 abgezogen eliminirt Censtante und es entsteht 
£ j^|li -I- ly o] = f [(c - x,)> - G -f } (c - a - x,)2 G’ -H i [a» - (c - x,)»] G (10) 
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Noch eiamal integrirt entsteht 

E[y,+Xt Ij •']=-! [(«-*i)’+3a»*,]<?-i(c-a-x,)>(? + ^[4a*jr,+(c-*,)‘)C+C (U) 
Zur Bestimmung der Constante hat man für *,=(« — o) also für den Punkte, 
y, = 0 daher 

£ (c - a) »j it = - i (3o*c - 2o») e + A (4o’c - 3a*) G+C (12) 


Diese Gleichung durch Subtraction mit 
Ql. 11 Terbunden gibt eine Gleichung für 
bei gegebenem x, wenn Q und 0' 
annt sind, welches dann die Gleichung 
für den Bogen CO ist, wie Gleichung & 
für deu Bogen ÄC gilt 
3. Um Q und Q' zu finden ist Gl. 10 
anzuwenden. Da nämlich M die Mitte 


zwischen C und D ist, und da in C nnd 
D die Pressungen gleich grofs sind, so 
ist der unter M befindliche Curvenpunkt 
ganz gewifs zwischen C und D der tiefste 
und dessen Tangente läuft 4= mit AB. 

. , Ö#i 

Setzt man also x, =0, so wird = 
Man hat demnach aus Ql. 10: 


Diese Gleichung mit a multiplicirt und zn Gleichung 6 addirt, gibt redneirt 
0 = 4 (3c» - o») 0 + 12 (c - o)» 0’ - (4c» - o») C (14) 


Nun liefert noch die Statik die Qlei- M hin über AB hinweg. Dasselbe findet 
chung bei D statt. 


20 + 20' = 2cC 

woraus Q' = eG — Q (15) 

Diesen Werth in Gl. 14 gesetzt ergibt 
24oc»- 12o»r- 8c»-o» 
8a(3c-2o) 

Diesen Werth in Gleichung 15 gesetzt 
ergibt 

^ Sa (3c - 2o) 

4. Setzt man den Werth von 0 in 
Gl. 6, so erhält man 

o(24oc*— 21 o»c— 8 c»+ 5o») 

24(30-2;.) ® 

Für a = c wird E tg a, also r = 0. 
Um tu erfabrea, für welche Wertbe 
Ton Af t$a positiv und negativ wird, 
setze man a-C’-* so erhält man 

Für s = ~ 3 + ^3* ^ _ 0^3798 . c wird 
6 

die Klammergrölse und mit derselben 
ly n = 0; also wenn a = 0,G202 c (nahe Je) 
also wenn AC nahe J.4M oder wenn 
,4C : CM nahe =3:2 so fallen die Tan- 
genten in C und D mit AB zusammen. 

Für a< 0,6202 c wird lg a positiv, der 
Bogen bei C hat die Lage oes Bogens 
AH und die Linie tritt zwischenjC und 
i4 über die Linie .4 fi hinweg. Für a> 
0,6202 wird lyn negativ, der Bogen bei 
C hat die Lage des Bogens von n nach 
C bin und me Linie tritt von C nach 


Für z = Jc = 0,4c wird 

Für i=0,35c wird £lya= — 0,00908.. .c’ 
VII. Eine materielle elastische Linie 
AB steht senkrecht auf einer festen Ebene 
EF. Eine auf B in der Richtung der 
Linie angebrachte Kraft P unterhält eine 
geringe Krümmung derselben, so dafs 
die Linie die Form BOA aunimmt, die 
Bedingungen des Gleichgewichts zu finden. 


Fig. 607. 



Es sei die Länge AB = c, AB die Ab- 
scissenlinie , B der Anfangspunkt; für 
einen beliebigen Puukt D sei BC = x, 
CD = y. Dann ist für den Punkt D das 
Moment der Kraft = Py, das Moment der 

3* 
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EUsticilit=— =— und fürs fileich- 
r öj’ 

(fewicht 

Um die Gleichung iotef^rireu zu kön- 
nen ist für die linke Seite der Factor 

Otf 

^ erforderlich. Man schreibt demnach 
Ox 


’Oj- Ox* 


fl’»_ ..9» t» 9» 


und intepirt 

• f'- + Constante 


Zur Bestimmuug der Constante sei die 
Ordinate y = i für x = |o, dann ist zu- 
oleich hier die ^röfste Krümmung, die 
Tangente des Uittelpunkts läull ^ mit 
AB, für diesen Fall ist also die trigono- 

9» 

metrische Tangente = 0 folglich hat 


man 


und 


oder 


|4*P= Constante 


mit — E diTidirt und die V' ausgezogen 



Die Auflösung durch Integrirung gibt 
eine transcendente unauflösliche (ilei- 
chung für y, daher schreibt man 


Da 1 



und integrirt 

*=V p «"«»f 

wo die Constante fortlällt, weil für x=0 
auch y = 0 also euch orc sta 0 = 0 ist. 
l'nd gegenseitig 

{=.«(. 

oder y = & «in 

Für x = t wini y wieder = 0 
folglich ist sin 1 1 ^ = ü 



1 / P 

— nicht gleich 0 sein kann, 


so ist es = 77 
Aus = 

folglich P= 


E 

7I«K 


Diese Kraft ist also das Maafs der rück- 
wirkenden Festigkeit einer materiellen 
elastischen Linie, d. h. das Uaxiniuiii 
der Kraft, welche die Linie rermüge ihrer 
Klasticität der Krümmung entgegensetzt. 
Jeder gröfseren Kraft widersteht die Linie 
vermöge ihrer respectiven Festigkeit. 

ElemUBte sind die einfachen Theile 
eines Ganzen. In der Natur sind es be- 
kanntlich diejenigen .'ttofl'e, mit denen es 
noch nicht gelungen ist, sie in mehrere 
einzelne untereinander und von dem Gan- 
zen ganz verschiedene Stofl'e chemisch 
zu zerlegen, als: der SauerstoflT, der Stick- 
stoff, das Eisen. 

ln der Mathematik sind Elemente zu- 
nächst die einfachsten Grundlehren einer 
Disciplin, als die Elemente der Arithme- 
tik, der Geometrie, der Differenzialrech- 
nung u. s. w. Man verstehe aber auch 
unter Elemente die einzelnen Begriffe, 
die man zu einem Lehrgebäude mit ein- 
ander verliindet; als in der Arithmetik: 
die auf einander folgend eingefübrten Be- 
griffe von Zahl, deren Vermehrung (Ad- 
dition), deren Verminderung (Subtractiou), 
deren wiederholte gleich vielfache Ver- 
mehrung und Verminderung (Mnltiplica- 
tion und Division) das Potenziren, Radi- 
ciren, die Proportionen, Keiheubildungen 
u. s. w. In der Geometrie: die Begnffe 
von Linie, von gerader und krummer 
L., von Flächen, von ebenen und krum- 
men Flächen; die verschiedenen Lagen 
der geraden Linien und Ebenen : normal, 
schief, parallel n. s. w. 

Elemente der Bahn elnei FUneten, 

Cometen , Doppelsterns sind diejenigen 
Bestimmungsstücke durch welche man 
deren Lauf und die Dimensionen ihrer 
Bahnen zu berechnen im .Stattde ist; so 
wie man zu genauer Kenntnifs der Foriu 
und der Dimensionen einer ebenen ge- 
radlinigen Figur einer ganz bestimmten 
Anzahl von Besti:nniungs.stücken bed.orf, 
ohne dafs diese die Elemente der Figur 
genannt werden. 

Planeten und Kometen bewegen sich in 
einer Ebene und zwar in einer Ellipse, 
in welcher die Sonne einer der beiden 
Brennpunkte ist. Die Beobachtung dieser 
Bahn geschieht von der Erde aus, also 
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innerhalb der Ekliptik, derjenigen Ebene, 
in welcher die Erde um die in einem 
Brennpunkt befindliche Sonne sich be- 
wegt, so dafs die Sonne ein gemein- 
schaftlicher Brennpunkt beider Bahnen 
oder vielmehr aller Planeten- und Ko- 
motenbahnen ist. 

Das Ite Element der Rahn eines an- 
deren Planeten ist also die in dem vor- 
handenen Ebenenwinkel gegebene Lage 
dessen Bahn gegen unsre Ekliptik (die 
Neigung der Bahn). Das 2te Ele- 
ment bildet die beiden Orte des aufstei- 
genden und absteigenden Knotens, der 
Punkte in welchen jene Bahn unsere 
Ekliptik durchschiieidet und deren gerad- 
linige Verbindung die gemeinschaftliche 
Durchschnittslinie (die Knotenlinie) 
beider Rahnen bildet. 

Die Form und Gröfse der Planeten- 
bahn sind gegeben , wenn man die grolse 
und die kleine A.\e deren Ellipse kennt; 
aber auch deren Lage mufs noch be- 
kannt sein. Man findet diese aus der 
Beobachtung des Perihels, dem Ort des 
Planeten in seiner (gröfsten) Sonnennähe, 
indem die gerade Verbindungslinie zwi- 
schen Perih^ und Sonne und deren Ver- 
längerung die grofse Axe der Ellipse an- 
giebt. Die (gröfste) Sonnenferne, das 
Aphel ist bei den der Sonne entfernte- 
ren Planeten und den Kometen nicht zu 
beobachten. Daher mufs die Länge der 

S rofsen Axe, die der kleinen Axe oder 
ie Gröfse der Excentricität (Entfernung 
zwischen Sonne und Mittelpunkt der 
Ellipse) durch Beobachtungen des Ge- 
stirns an verschiedenen Orten und der 
Zeitpunkte für die Einnahme dieser Orte 
in Beziehung auf den Ort des Perihels 
und die Zeit des Eintritts in dasselbe 
berechnet werden. 

EleTationswlDkel, s. u. Depressions- 
winkel. 

Elimin&tton ist für die Auflösung der 
Gleichungen das Verfahren, 2 oder meh- 
rere Gleichungen mit eben so vielen un- 
bekannten Grofsen dergestalt zu verbin- 
den, dafs eine der unhekannten ausge- 
schieden wird. 

Aus n Gleichungen mit n Unbekannten 
erhält man zunä^st n — 1 Gleichungen 
mit (n -- 1) Unbekannten. Behandelt man 
diese wie die ersten n Gleichungen, so 
erhält man (n- 2) Gleichungen mit (n — 2) 
Unbekannten u. s. f. bis man nur eine 
Gleichung mit nur einer Unbekannten 
erhält, die man entwickelt. 

Man erhält eine zweite Unbekannte 
wenn man den erhaltenen Werth der 


letzten Unbekannten in eine der vorher 
erhaltenen 2 Gleichungen mit 2 Unbe- 
kannten setzt und 'entwickelt; u. s. f., 
eine 3te und nach und nach alle n Un- - 
bekannten entwickelt. 


2. Es sei gegeben; 

1 . ax + by — A 

2. ux ßy~ B 

Um y zu eliminiren mnltiplicire Gl. 1 
mit ß. Gl. 2 mit ö, und ziehe die eine 
von der anderen ab. Man erhält 


aßx -f bßy = ßA 
bax -|- bßy = bB 


woraus 


{hn — nß)x = bB — ßA 
bB - ßA 

X — 


ba — aß 

Setzt man diesen Werth von x in Gl. 1 
(oder 2) so erhält man 
bB-ßA 


hiernach 


ba — aß 


+ by = A 


b (btt — aß)y = (ba — aß) A — ab Bß- aß A 

aA — aB 

woraus y = — 

btt -aß 

Man kann aber auch dasselbe Elimi- 
nationsverfahren wie für x, auch für y 
anwenden, nämlich Gl. 1 mit n und GL 2 
mit a nuiltfpliciren und abziehen. 

3. Ist gegeben 1. ax-\-by~A 
ttx — ßy — B 

.so multiplicirt man wie vorher und ad- 
dirt die Gleichungen um y zu elimi- 
niren. 


Man erhält 


ß A-\-bB 
aß -f- bß 


_ ttA — aB 
^ ba + aß 

4. Sind 3 Gleichungen gegeben 
ax ß- by -f Ci = A 
a'x -f- b'y -f- c'a — B 
a”x + -I- c"i = C 


so multiplicirt man, um » zu eliminiren, 
die erste Gleichung mit c'c", die zweite 
mit cc", die dritte mit cc'. Man erhält 
acV’x -H bc'c"y -f- cc'c"» = c'c"i4 
a'cc’x + b’cc”y + cec"* — ec"B 
a"cc’x -f b"cc’y + c"cc’a = cc’C 


Non die erste Gleichung von der zwei- 
ten und der dritten abgezogen (oder die 
zweite von der ersten und der dritten 
oder die dritte von der ersten und der 
zweiten) gibt 
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(m’ce" — ae'c”) x + (i'ce" — te'e") y = ee"B — e’c"j4 
(o"cc' — ac'c*^ X + (&"cc* — ie’c") y — cc'C — cV'i4 


Hit diesen beiden Gleichungen wird chnng mit (i’cc" — ie'c"); Vm x in eti- 
nnn verfahren wie No. 2; l'm y rn cli- miniren multiplicirt man die erste Glei- 
miniren mnltiplicirt man die erste Olei- chung mit — (irV"), die iweite mit 

chnng mit (6”cc’ — 4c’c"), die zweite Glei- (a'cc" — ac'c”), subtrahirt und erhält: 


X =r 

y = 


(t'W - ie'c") (cc"B - eV'A) - (iW - tc'c") (ce‘C - c'^.4) 
(a'ee" — ae'c”) (i"cc' — ie'c") — (a"ee' — ae’c") (i'ce" — bc'c") 
(c'Vc* — ocV") (cc"ß — ce*’A) — (oVc"' — ac*c") (cc'C — c'c"A') 
(b'ec" — bc'c”) (a"ce' — ae’c”) — (4''cc’ — bc'c’') (a'cc” — ae’c”) 


Ganz auf dieselbe Weise verlährt man 
bei 4 gegebenen Gleichungen. 

5. Die Eliminationen und Entwicke- 
Inngen werden weitläuHger, wenn die 
Unbekannten in Potenzen, nnd beson- 
ders wenn sie in ungleichen Potenzen 
Vorkommen. 

Beispiel: 

ox> -I- 6y cy» = 0 (1) 

ax + /)y + yy' = 0 (2) 

Han mnltiplicirt die erste Gleichung 
mit y, die zweite mit c nnd erhält 
Oy X* -f 6/ y -b cyy* = 0 

en X -b c,f y -b cy y^ = 0 

also oyx*~cnx-b(4y— c^)y = 0 


cax— oyx’ oyx’- cnx 

woraus y = — . — = -t-- — . (3) 

by — cy cß- by 

Multiplicirt man nun die erste Gl. mit 
R, die zweite mit ox so erhält man 
RRx’ -b 4ny -b CR y’ = 0 
RRx’ + aßxy 4 oyxy’x 0 


also (aßx — bo)y 4 (oy x — CR)y* — 0 
oder o,bx — 4r 4 (oyx - co) y = 0 
aßx — btt 


y = 


CR - Oy X 


(4) 


Gl. 3 nnd 4 einander gleich gesetzt, 
die Nenner fortgeschafft und geordnet 
gibt 


ac . . c*a + , o(eß^ky) 


sC — ar- 1 =— 5 — 

«y o*y* 

ELUpge ist eine Linie der zweiten Ord- 
nung oder eine Ciirve der ersten Klasse, 
indem sie einer Gleichung vom zweiten 
Grade zngehört; ferner i.st sie eine Ke- 
gelschnittslinie. Aus beiden Gesichts- 
punkten, dem analytischen nnd dem syn- 
thetischen oder dem arithmetischen und 
dem geometrischen ist sie bereits in die- 
sem Wörterbuch behandelt. 

In dem Art. ,Curven* 111. Abthei- 


X T , 

Ry* 

Inng, ^ag. 172, ist die der ganzen Klasse 
von turven zu Grunde liegende allge- 
meine Gleichung (I) aufgestellt: 

oy’ 4 hxy 4 cx’ 4 9y 4 cx 4 ^ = 0 (1) 
Nachdem zunächst die Bedeutung und 
der Einflufs der einzelnen Coeflicienten 
gezeigt worden, ist unter der Bedingung 
beliebig grofser Abscissen (x) der Glei- 
chung die Form gegeben (Gl. 9): 




2(M-2oe) ^ d»- 


4of 


( 2 ) 


und die beliebige Gröfso der Abscisso x 
bis zur Unendlicnkeit ausgedehnt, wo dann 
die Glieder, welche x im Nenner haben, 
als 0 fortfallen und die Gleichung die 
allgemeine Form annimmt (Gl. 10): 

ü- = l(-44.l6’-4«i) (3) 

X z<t 

Hierauf sind für »ammtliche Gurren 
derselben lÜasse 3 mögliche Falle gexeigt : 


1. Ä*>4rtc 

2. 6* < 4<ic 

3. M=4iir 

woraus nun 3 mögliche Formen ron Gur- 
ren nachgowiesen worden , welche fol- 
gende 3 Gleichungen (19, 20, 21, pag. 173) 
aussprcchen: 

1 . si Ax Bx"^ 

2. 3 f* = Ax — Bx^ 

3. = Ax 
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Für die erste nnd die dritte Gleichang 
sind bei unendlichen Äbscissen auch un- 
endliche Ordinaten rorhanden; für die 
zweite Gleichung sind für unendliche Ab- 
scissen Ordinaten unmöglich. Die erste 
Gleichung gehört der Hyj>erbel, die dritte 
der Parabel und die zweite der Ellipse. 
Für B = l geht die Ellipse in den Kreis 
über (s. pag. 175 Gl. 22). 

Die allgemeine Gleichung der Ellipse, 
wenn deren Axe die Abscissenlinie nnd 
der Scheitel der Anfangspunkt der Ab- 
sciasen ist, bat man also v 

= (4) 

2. In No. 15, pag. 176 ist, nm anf den 
Character der Kegelschnitte specieller zu 
kommen , Bezug genommen anf den Art, 
.Brenn punkte der Ke gelschnitte* 
M. I, pag. 420 mit Fig. 257. Hier wer- 
den die Constructionen der Kegelschnitte 
aus dem Kegel bildlich dargestellt und 
die Hanptformeln für dieselben abgeleitet, 
wobei die Axen dieAbscissenlinien mitidem 


Scheitel P als Anfangspunkt gelten. Dis 
Abtheilung B. handmt speciml Ton des 
Ellipse. 

Hit Bezug auf die Bezeichnnng Fig. 25? 
ist die rechtwinklige Coordinatengleiäung 
entwickelt (pag. 422, Gl. (I)). 

r«r(^a) cef’d«) 

Hier ist k der Durchmesser EP des 
Kegels in dem Scheitel F der Ellipse, 
n disr ^EAF des Axenqnerschnitts an 
der Kegelspitze nnd ß' der Z.DPJ' den 
die Ellipsenaxe P'J' mit der zu dem Schei- 
tel F gehörenden Kegelseite AD bildet; 
oder den Coefficient des ersten Gliedes 
durch p ansgedrückt (Gl. (2)). 

sia (4’ 


» -P*-- 


( 6 ) 


k cos ~ 

An diese Gleichung knüpft sich der 
Grund für den Namen (Ellipse) der Curte, 
Ferner ist die Länge (2a) der grofsen 
Axe erwiesen: 


2o = . **" 

sia(4'— o) ~p jia(/9'— o) rin ß‘ tin (ß' — ay 


Endlich ist durch die Formeln nacb- 
gewiesen, dafs die Ellipse ans 2 congru- 
enten Hälften besteht, wie Bd. II, pag. 
175, No. 13 ans der Formel 1 : 
y’ = Ax - Bx> 

und dafs -4- nnd die beiden Axen 
B \B 

der £. sind. 

Für die halbe grofse Axe zur Abscisse, 

also für X = j erhält man in 

2i$n(ß -n) 

y die halbe kleine Axe r. 

Mithin hat man aus Gl. 2 die kleine 
Axe 

2, = * I = _p c ^ ia) 

tsm(4-o) i/,ia;j'-iiB(/)-o) 
Ans Gl. 4 nnd 5 geht herror, dafs die 
beiden Axen sich verhalten 

2o :2c= eos (Jn): pfi« ß‘ • sim (ß' — a) (9) 

Wenn das 4te Glied > ist als das 3te, 
so ist 2c die grofse, 2« die kleine Axe. 
So wie Bd. II, paj^. 175, No. 13 nacbge- 
wiesen ist, dafs für ß< I die grobe Axe 

= , die kleine = nnd für B > 1 die 

B \ B 

grofse Axe - - die kleine wird. 

\ B B 

Es stimmt diese Angabe mit der Pro- 
portion 9 überein; denn es ist 


„_i«a(4’— n) p _ t\H ß' • ti» (ß' — n) 

~ cot Ha) ' k ~ cot *Hnj 
Mithin hat man ans B > 1 

cos* (Jn) < sia ß' • tin(ß' — a) 

3. Die Gleichnngen 4 bis 6 für die El- 
lipse haben die Beschränkung, dafs die 
Abscissenlinie die Axe mit dem Scheitel 
als Anftingspunkt ist nnd dafs die Ordi- 
naten rechtwinklig sind. Eine allgemeine 
Gleichung für die Ellipse ist aber eine 
sulche, die eine gegen die Axe ^nz be- 
liebig liegende Abscissenlinie, einen be- 
liebigen Anfangspunkt hat nnd dessen 
Ordinaten einen beliebigen Winkel mit 
der Abscissenlinie bilden. Nur liejrt das 
ganze Coordinatensystem mit der Ellipse 
in einerlei Ebene. Für diesen ( 9 inz all- 
gemeinen Fall nimmt die (Toordina- 
tengleichnng die Formel 1 angegebene 
Form an. 

Es ist jedoch erforderlich, dafs diese 
allgemeine Gleichnng mit ihren Coeffi- 
cienten a bis f die Gesetze einschliefse, 
welche für die Ellipse die speciellen Glei- 
chungen 5 und 6 anssprechen, für die 
übrigens die einfachere Gleichnng 4 gel- 
ten kann. 

Das Verfahren für die Aufstellung sol- 
cher allgemeinen Gleichnng mit Berück- 
sichtigung der der Curve zugehörendäh 
speci^len Gröfsenelemente pbt Bd. II, 
pag. 176, No. 16 an, mit Berufung auf 
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den Art. , CoordinttenglelchnnK* 
Bit Fig. Mfi. 

Man hat eich nun für den Torliei^n- 
den Fall die Linie XX aU die Aie der 
Ellipae an denken, A als den Scheitel, 
D ala einen beliebigen Ellipaenpunkt, 
statt der schiefen Ordinate BD= y ein 
Ton D anf XX' nfälltes Loth y, für wel- 
ches dann die Oleichuneen 4 bis 6 gel- 
ten wenn die E. ans nein Ke);el Bn^. I, 
431, Fie. 257 construirt ist. 
an wird die Coorlinateiif'leichnnß 
entwickelt, für welche die heliebiee Linie 
CF Abscissenlinie , der beliebige Punkt E 
in derselben der Anhngspnnkt ist, die 
Abecisse ■ für den Ellipsenpnnkt U ist 
so mwählt, dafs alle Oidinaten, wie die 
Ormnate PD für den Punkt D, mit der 
Abscissenlinie den Z. d bilden und die 
Ordinaten wie PD werden mit s beseich- 
net jl ist ein Winkel, um die Abscis- 
senlinie der Lage nach, i eine Länge, 
nm den Anfangspunkt E der Abscissen 
nnd a eins Länge, um den Scheitel A 
der Ellipse sn bestimmen. 

In den ermittelten allgemeinen Glei- 


chungen Ton pag. 176, No. 16 ab ist ans 
dort angegebenen Gründen der Buchstabe 
a mit p, der Buchstabe k mit y ser- 
taiischt worden. Ferner sind in diesen 
Gleichungen die Formel 4 stehenden Pa- 
rameter A nnd B eingeführt, unter wel- 
chen man die in Gleichung 5 nnd 6 da- 
für geseuten speciellen Gröfsen sich in 
denken hat. 

4. Der Art. Curven hat Ton No. 16 
bis No. 23 (pag. 178 bis ISO) die Qlei- 
chffngen für alle 4 Kegelschnitte ent- 
wickelt, welche suerst nachiulesen .sein 
möchten. Es sollen nun die der Ellipse 
angehüreiiden Gleichungen hier geordnet 
und auf nebenstehende Figur beiogen 
znsammengestellt und noch einige andere 
Fälle hiniugefügt werden. 

A, B bedeuten die Parameter der all- 
gemeinen Gleichung (4) 

y® = Ax — ßx’ 

AC ist die Axe, A der Scheitel, EP= « 
die Abscisse, Pü = i die Ordinate. Die 
allgemeine Gleichung für den Ellipsen- 
punkt D (pag. 177, lll. Fnimel.31} ist 


Fig. 608. 



I. [sin® (j9 ßcoi*(^-f-iJ)]s® — 2 [sin(/J + S) lin ß — Beonß + ß) cot ß') tu 

+ (‘i» *ß+B cos ’ß) «•- [2y sin 09 +<)} si*^+ A rot (^id) — 3ßcos OJ-f-J) (p-y rot d)] i 
+ [2g tin*ß + Aco$ ß — 2 B cos ß(p ~ 3 cn ß)] u + g*tin*ß — A(f - g cos ß) 
+ B^-g cos ßf = 0 

Dreht man die Abscissenlinie CP um C in der Axe AC, so kommt P in F, 
E in £', der Anfangspunkt £' der Abscissen ist um die Länge p-y rom Scheitel 
A entfernt Ist dann /_D'FC = ß, £'£' = «, FD' = s, so hat man für den Ellip- 
senpunkt D’ die Gleichung (pag. 177, III, Formel 35). 

II. (sin •<! -b ß cot ®d) s® + 2fi cot J • SW -I- ß«’ — [A — 3ß (p — y)] cot d • s 
-|-[A-2ß(p-y)]«-A(p-y)-bß(p-y)* = 0. 
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8eUt man io dien Oleiehnni; /> — 9 = 0; « = -«, lO erhält man die Oleiehnng 
für die in der Axe liegende AbseiMenlinie , für den Scheitel A als Anfangspunn 
der Abscissen nnd den Coordinatenwiokel d 

III. («in V + B CO» ’d) »* - 2B co» cf • »• -f- Bn* — A cot <f • » - Au = 0 

Nimmt man in der beliebigen Entfer- der Axe läuft, der Art, dafs die Axe 
nung K'L = k eine der Axe parallele GJ, zwischen Curre und Abscissenlinie lie^. 
Terlangert D'F bis C, setzt QD' = so Bezeichnet man die Länge AE" = p- g 
ist für Gl. IL mit k , zieht von E' eine gerade Linie 

n'lf -» = •'_ h-n = %’ - k eotoc 4 ? unter dem Coordinatenwiokel E'HJ 

= J, so ist M der Anfangspunkt der Ab- 
Setzt man daher m Gl. II. I - ä coMc J »cUsen, für den Punkt V die Länge 
für », so erhalt man die Gleichung, wenn tfo = w. Die Gleichung für den Ellipsen- 
die Abscissenlinie in dem Abstand k mit puokt D' ist: 

IV. (»in >J + B CO» 2Bco» iT . zK-f- B«’- [2ä»t»J + {A +2äBc«(d - 2B»)co»d] » 

+ [A - 2B(» + äcotd)]w-t-(l + Bcot’J)ä’+ (A — 2B»)co»J -ä — A»+ B»’=0 
Setzt man in diese Gleichung » = 0, w = — w, so erhält man die Gleichung der 
Ellipse für dieselbe Abscissenlinie OJ, denselben Coordinatenwinkel d, nnd mit dem 
unter dem Scheitel A belegenen Anfangspunkt M. 

V. (»in V + Bce» ’J)»* — 2Bce» <f • »w + Bw* — [Säztnd + (A + 2ä B cot d)co» d] s 

— (A — 2Bäcold)w + (l + Bcot*cb** + Aco4d*ä = 0 
Setzt man in diese Gleichung ä = 0, so erhält man Gleichong III. 

Setzt man in Gleichnne IV. für k den Werth (— k) so erhält man die Glei- 
chnng unter denselben Beengungen mit IV., nur dafs die Abscissenlinie in dem 
Abstand k von der Axe entgegengesetzt, nämlich nach der Curvenhälfte zu liegt. 

VI. (»ii»’d + B co»*d)»’ + 2Bro»d ■ »w+Bw’+ [2ä»md — (A — 24 Bcold — 2B»)co»d] t 

+ [A - 2B(4- 4eol >1)]« +(l + Bcol’d) 4>-(A - 2B»)eotdä- A»+ B»«=0 

Setzt man in diese Gleichung 4»tnd kel, in L Z(/J + d), in II. bis VI. Zd=90® 
für 4, so erhält man die Gleichung Bd. IL, so erhält man Gleichungen nnter den- 
pag. 177, Formel 39. selben Voraussetzungen nur dafs die Or- 

Setzt man in den vorstehenden Glei- dinaten mit der Axe normal sind, 
chnngen I. bis VI. den Coordinatenwin- Ans Gl. I. entsteht: 

VII. z’ - 3»i«d ■ sw + (»in -j- Bcoi *d) w* - 2p»ii»d * > 

+ [ig ti» >ß + Aect ß — iSeotßip — g'eot ß)Ju + g*tin‘ß - A(p — g cot ß) 
+ 8 (p- g cot ß)* = 0 
Ans 01. II. entsteht : 

VIII. »>-l-Bw»-(-[A-2B(|>- j)]w- A(p-j)-bB(p-j)» = 0 
Ans GL III. entsteht; 

IX. »s -b Bw> - Aw = 0 
Ana OL IV. entsteht; 

X. s> -b Bw> - 34s + (A - 2B») « -bäs -As -bB>’ = 0 
Ans Ql. V. entsteht: 

XI. »•-bBw»-24z- Aw-b4« = 0 
Ans Gl. VI. entsteht: 

XII. z» -b Bw* -b 34z -b (A - 3fl») w + 4* - A» + Bz* = 0 

b. Bd. II , pag. 178, No. 33 von I bis mit Fig. 608 für die Oleichnng 
VI. sind für alle Kegelschnitte die Werthe ns’ + 4zw -bc«’-bd»-bew-bf=0 
der in der allgemeinen Gleiehnng (I) vor- I. Der Coeflicient a ist = 1 , wenn 
kommenden Coefficienten erwiesen nnd z. OKC = {ß + ß), d. h. der Winkel, den 
angmben. Es sollen diese Werthe für die Ordinale mit der Axe bildet, ein 
die Klipse allein hier znsammengeetellt Bechter ist. Dividirt man daher eine 
werden nnd iwar in Beziehnng anf No. 4 -mit wz’ gegebene allgemeine Gleichung 
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für dis Ellipse mit a, so Tsrwandelt man 
dieselbe in eine Gleichnnc, für welche 
die Ordinaten mit der Ellipsenaxe nor- 
mal sind. 

Da diese einfache Operation überall 
ansznführen ist, nnd die übrigen Coeffi- 
cienten vereinfacht, so sollen die Glei- 
chungen von I. bis VI. für die Unter- 
suchnng der Coefficienten anfser Betracht 
bleiben. Die letzten 6 Gleichungen ge- 
hören also der allgemeinen Gleichung an 
s’ + As» -(■ cw’ -|- <f» -b m -1-/'= 0 

II. Der CoefBcient A von s» ist = dem 
doppelten negativen Sinns des Winkels 
(fl) zwischen der Abscissenlinie und der 
Axe (Gl. VII.). Wo die Abscissenlinie 
in der Axe oder mit derselben 4^ liegt, 
ist fl = 0 und das Glied mit s» fällt fort. 
(Gl. VIII. bis XII ). 

III. Der Coelficient c von w’ ist eben- 
falls nur von demselben Winkel fl ab- 
hängig und = li* ’fl + B eoi *fl. 

Wo die Abscissenlinie in der Axe oder 
derselsen -b liegt, wird e = B. Dieser 
CoefRcient kann nie = 0 werden und das 
Glied mit u‘‘ kann nie ansfallcn. 

IV. Der Coefficient d von s ist = der 
doppelten Entfernung des Anfangspunkts 
der Abscissen von der Axe, negativ wenn 
die Axe zwischen der Ellipsenhälfte nnd 
der Abscissenlinie liegt (Gl. VII., X., XI.); 

ositiv wenn die Abscissenlinie zwischen 
er Axe nnd der Ellipse liegt ((11. XII.). 
Ist die Axe zugleich Abscissenlinie, so 
fällt das Glied mit z fort. 

V. Der Coefficient < von » hängt von 
3 Elementen ab; 1. von dem Z.fl zwi- 
schen der Abscissenlinie und der Axe; 
3. von der Entfernung des Anfangspunkts 
£* oder der Projection des Scheiteipnnkts 
£ auf die Axe von dem Scheitelpunkt 
A der Ellipse nnd 3. von den Parame- 
tern A nnd B. 

Ist die Abscissenlinie die Axe, der 
Scheitel der Anfangspunkt der Abscissen 
(Gl. IX.) oder läuft die Abscissenlinie mit 
der Axe 4= nnd ist die Projection des 
Anfangspunkts auf die Axe der Scheitel 
(Gl. XI.), so ist e = - A. 

Ist die Abscissenlinie die Axe und die 
Entfernung des Anfangspunkts vom Schei- 
tel = p-j = a (Gl. VTlI.); oder läuft die 
Abscissenlinie mit der Axe 4- nnd ist die 
Projection des Anfangspunkts auf die Axe 
vom Scheitel um die Länge a entfernt, 
so ist a = -f A-2Bz (Gl. A., XII.). 

ln Gl. VII. ist p-jcof^ = i; für A 
und B stehen deren Projectionen A cos fl 
nnd B cot fl; hierzu kommt das Glied* 


9g sin V und es ist 

e = 2giiH*fl-i-Acoifl-!Bcoifl(p-gcoifl) 

VI. Der Coefficient f, das bekannte 
Glied wird =0, wenn der Anfannpunkt 
der Cnrve zugleich Anfangspunkt der 
Abscissen ist. (01. IX.) 

Liegt die Abscissenlinie 4^ der Axe 
nnd ist die Projection des Anfangspunkte 
auf die Axe der Scheitel (Gl. XI.), so ist 
e = dem Quadrat des Abstandes k ^ider 
Parallelen 

e = A* 

Liegt die Abscissenlinie io der Axe, 
der Anfangspunkt der Abscissen in der 
Entfernung p-j=j vom Scheitel (Gl. VIU.) 
so ist 

e = — Az -b Bl* 

Läuft die Abscissenlinie in der Ent- 
fernung k 4; der Axe und ist die Pro 
jection des Anfangspunkts auf die Axe 
nm s von dem Scheitel entfernt (Gl. X., 
XII.) so ist 

e = ** - Az -b Bl* 

Setzt man A* — Az -b Bi* = 0, so erhält 
man dasjenige z bei gegebenem A oder 

» e A bei gegebenem z für welches 
ingspnnkt in einem Ellipsenpnnkt 

liegt. 

Setzt man in der allgemeinsten Glei- 
chung YII. die Entfernung g zi» fl des 
Anfangspunkts vonder Axe=A, ;p-gcoifl, 
die Entfernnng der Projection des An- 
fangspunkts vom Scheitel = z so hat man 
ganz allgemein 

f=k,*-Ai + Bi* 

In Band II., pag. ISO, No. 25 mit Fig. 
534 wird die geometrische Construction 
der Parameter A nnd B gezeigt. 

6. Setzt man nach No. 2. 

-g = der grofsen Axe AB = 2o 


Fig. C09. 






Ellipse. 


— - = der kleinen Axe OE - 2c 
VB 

»0 erhalt man 

a 

‘4 

Diese Wertbe in Gleichung 4 gesettt 
and geordnet gibt 
, c* 


43 Ellipse, 

in üleicbnng 10 gesetit gibt 


(19) 

Die in No. 6 entwickelten Gröfsen durch 
H statt durch x aasgedrückt erhält man 


1. <0 a = — , • — 

* a“ j 

2. Subtg VT = — 


( 20 ) 

( 21 ) 


-j (2ox - x>) 


( 10 ) 


Ist nnn für den Ellipsenpunkt L (Fig. 

609), BU=X, UL = 11 , LT die Tangente, 

LV die Normale, so ist auch l/Tdie Sub- 
tangente, VU die Subnormale. 

Bd. II., pag. 185 mit Fig. 536, welche 
in Fig. 609 mit begriffen ist, sind nun , ^ i v- i/-. — rlS — 

ans Gl. 10 folgende Formeln entwickelt 'Vorm i F- ^ j (a>-e>) «> 

a — x 


3. Tang LT =^ l/«‘ - («• - c ») b» (22) 

_ |''(fl* — B*) (a* — O^B* -f C*B*) 
BB 
C^ 

4. 5M6aoriii VU = -r « 


1. 

2. Subtg UT = 


y 

2ax - 


y* 


(”) 6. tlF = r = - 


( 12 ) 


7. 7M=a': 


3. TangLT=- 


•]/'(Jy) +(<*-» 


; a — («• — c*) • -T 

<-U^i 


(23) 

(24) 

(25) 

(26) 
(27) 


x)’(13) 8. ZW=b'=—.-{a'>-u^ 
arc 

, „ . vir ®* / \ /ij\ 8. Nimmt man die Abscissen auf der 

4. Subnorm Fl/ = -(«-x) (14) rechtwinkligen Or- 

dinaten 4* der grofscn Axe ABg wie DG 
‘ man zwischen 
wenn man in Gl. 10: 


5. JVormiK=|. j,»+r£l(«-x)y (15) =fy 

f La* J beiden die uleicbung, wem 

Bd. II., pag. 186 gibt in Gleichung 9 ^ 

die Formel für den llalhmesser r = LW ^ (2ax — x*) 

des Krümmongakreises für den Punkt A; -- . ... * 

in Gl. 10 die Formel für die Abscisse =J^P~ 

a = ZV des Mittelpunkts IF and in Gl. 11 = AC - FG) 

die für die Ordinate b= ZW desselben. “ setit. 


Setst man in diese Formeln die speciel- 
len Wertbe ein, nämlich aus 

y’= „s - .T*) 


(,•)> = ^[2cx'-(x-)T 


(28) 


I. 


9x o* 


II. 

öx* o^y* 
SO erhalt man 

6 . = 




Desgleichen wenn man die Abscissen 
u\ Tom Mittelpunkt C ans, .auf der klei* 
nen Axe nimmt, wie CG^Ug die Olei* 
chnng zwischen u und y\ wenn in Gl. 19i 

= (a»-wD 

für y der Werth u und für u der 
Werth y' oder in Gl. 28 für x' der Werth 
j c — gesetzt wird. 

“ (29) 


Zf/ — n — x-fLJ — ^_(rt-x)(17) 9. Gibt man der 01.0, No. 2 

3 «i« O'*’ ~ ") 

ro7(r«)''"‘ 


7. 


8. ZW=ß = - 


a* c* 

«3 — c* 


(18) 


7. Nimmt man die Abscissen vom Mit- . 

teipnnkt C der Ellipse als Anfangspunkt, ,’ = u(x- 

bezeiebnet für den Punkt L die Abscisse ' 

UV nrit w, so ist x = a ~ b. Diesen Werth 


tin (/ -^0 
k cot (4«) 


Desgleichen Gl. 10 die Form 
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so hat man, ziigleirh nach Ul. 5 
aia it' 

r- — ~“ 


. 2c>/ x’\ 

r»l(Jn) 

nnd ,= = p(x-^') 

Khenso erhält man aus UI. 28 

. ?a» . _ . . 

und wenn man — mit p bezeichnet 

Es ist also 

2c’ 2o’ 


(30) 

(31) 


p-.p = — ! — = c' ! a' 

a c. 

Ferner ans Oi. 30: 

f» : 2c = 2c : 2a 


(32) 

(33) 

(34) 


wie fl' : 2a = 2a : 2c (35) 

Man nennt p nnd p'cUe Axenparameter, 
p den Parameter der Axe 2a, p' den Pa- 
rameter «ler Axe 2c, und man ersieht 
aus Formel 34 nnd 35, dafs jede Axe 
mittlere geometrische Proportionale zwi- 
schen der zweiten Axe und deren Para- 
meter ist (s. Hd. II., pag. 44, cnnjugirte 
Axe). 

10. Nimmt man von dom Mittelpunkt 
C auf der grofsen Axe 2 Längen 

CS = CS' = i ßC* - = \ 

so haben die beiden Punkte S und S* 
die Eigenschaft, dafs 2 von ihnen aus 
nach einem beliebigen Punkt L gezogene 
Linien SLy S L zusammengenommen con- 
stant und gleich der grofsen Axe sind. 
Also 

SL -I- S' L = AB = 2a 
denn man hat 


(Sl)^ = (.S(/)» + (L t/)3 = (• + «)* + = (c i a)* + (a> - u*) 

c^ 

= c* -f- 2ea + w* + 


Für «*= a^ - c* gesetzt gibt 

(Si)» = a’ f 2cm + - - «3 

a* 

r* 

.= a* f 2 «m + — , 

a * 

woraus 

* 

St = a -f “ M (36) 

a 

ferner ist ' 

(S’Ly = (.SXO* + (t (/)* = (e - «)^ + 

m7 

Ä a* - 2e« + «• 

a* 

woraus 


S'L = a- — u (37) 

a 

also SL + S^L = 2« (38) 

It. Die beiden Linien SL nnd S'L bil- 
den mit der Tangente IT die gleichen 
j^sLT und S'LT, also auch mit der Nor- 
male l'L die gleichen ^SLV nnd S'LV. 

Denn es ist l'C = u (01. 23) 

daher 

.SF=.SC+ C</-l/r = e+B- 



ferner S' V = SS' — SV = 2e - (c 

C® C' 

daher ü I’ : .S K = e -f- : c - . n 

a- a* 

da nun $1, = a m und S'L =a — — u 
a a 

so ist X S'V = SL : S'L 

wonins nach Bd. U., pag. 326, No. 17 

also auch Z.SLT' ^S'LT 
Wegen dieser letzten Eigenschaft wer- 
den Licht- nnd Wärmestrahlen, von N 
anf die Peripherie der Ellipse geworfen, 



e e 

:a-f — M:a u 

fl a 

nach S' und die von S' ausgehenden nach 
S reflectirt. Es heifsen daher die Punkte 
S und S'* die Brennpunkte der E. und 
2 gerade Linien von irgend einem Punkt 
wie L der E. nach den Punkten S und S* 
heifsen zusammengehörige Brenn- 
strahlen. Die Entfeniung oder CS' 
vom Mittelpunkt bis zum Brennpunkt 
— heifst die Excentricitil 

der E. 
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Bd. I., pag. 418, Art. .Brennpunkt 
der Ellipse* mit Fig. 256 ist die geo- 
metrische Construction der E. aus den 
Brennpnukteii mit Hülfe eines biegsamen 
Fadens gezeigt; die Brennstrahlen werden 
hierzu Kadii rectoren. Ferner sind 
in dem Art. mehrere Formeln und Ge- 
setze die E. betreffend aus der Kigen- 
genschaft der Brennpunkte hergeleitet. 

Setzt man in ül. 19 für den Werth 
«’ = rt’ — «'■*, so erhält man die Gleichung 
für die Ordinate des Brennpunkts nämlich 



c’ 

Oller y = -- (39) 

Es ist mithin die Ordinate des Brenn- 
punkts = dem halben Parameter p (fli 30) 
der grofsen Axe. 

12. Setzt man den Brennstrahl (Radius 

vector) SL = n den = so ist 

SU = fl cot rj = CU + CS = u + e 
woraus u = Hcoiti — e (40) 

Diese Bezeichnung zwischen dem Ra- 
diusTector eines elliptischen Bahnpuukts, 
seinem Winkel mit der grofsen Axe, der 
Ordinate und der Excentricität tindet in 
der Astronomie Anwendung. 

13. Zeichnet man über der grofsen Axe 
AB einen Halbkreis, verlängert JF bis 
ff so bat man 

AJ-.JffrtJff.JB 
d. i. X : Jff — Jff • 2a — x 

oder J//Z = 2ax - x* 

nach Formel 10 ist 

^ y’ = 2ox— x’ 
c’ 


CoDstructionsweise für die Ellipse: Ist 
nämlich die grolse Axe AB und uie halbe 
kleine Axe Cf) gegeben, so beschreibt 
man über AB dea Imibkreis AKB, zeich- 
net über .AB eine beliebige Anzahl loth- 
rechter Ordinaten wie Jff und verlän- 
gert BA beliebig. Um nun den in der 
Linie Jff liegenden Ellipsenpunkt zu er- 
halten zieht man fiff bis in die verlän- 
gerte BA nach L und von L die gerade 
Linie nach f), so schneidet diese den 
Ellipsenpunkt F ab, denn cs ist 
CK (= a) : CO (= c) = Jff ; JF 

14. Sind die Brennpunkte S, S' und 
die grofse Axe AB gegeben, so zeigt 
Bd. 1., pag. 418, das Mittel, die Ellipse 
mittelst eines biegsamen Fadens in ste- 
tiger Linie zn verzeichnen. Ist dagegen 
die grofse Axe AB und die halbe kleine 
Axe Cf) gegeben und gezeichnet, so be- 
schreibt man aus Ü mit der hallen gro- 
Isen Axe AC einen Bogen, der die groläe 
Axe .AB in den Brennpunkten SS' dnreb- 
sebneidet (s. Formel 30} und man kanu 
nun die Construction nach Bd. I., pag. 
418 vornehmen. 

15. Trägt man von einem beliebigen 
Ellipsenpuiikt F nach der kleinen Äxe 
die Länge FE = AC = a, so ist FK = 
COrte. 

Denn zieht man FG 4: AC so ist 
FK-.FJ-FE-.BG 

oder FKiy = a: p'a* — 
oder FA"*: y* = a’ : a’ — w* 

Kä* 

oder 

also nach Gl. 19. 

FK = c = CD 


hieraus 


Jfn=~y‘ 


mithin a-. e = Jff -.JF= .AC : OC 
Aus dieser Proportion ergiebt sich eine 

Fig 610. 


r— 


K 


1 " . 




Ist also die grolse Axe 2AC und die 
kleine Axe 2DC gegeben, man trägt auf 
die Kante eines Papierstreifens die Idin- 
gen AA, FE d. h. AC und CO von einem 
Punkt F aus ab, rückt diese Länge so 
dafs der Punkt E immet 
in der Linie OC und K im- 
mer in der Linie AC bleibt. 


Fig. 611. 
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*0 gibt der Punkt F von A his D belie- 
big Tiele Ellipsenpunkte an. 

16. Wie die beiden Axen AB, DE sich 
gegenseitig balbiren, so geschieht dies 
auch Tou jeden 2 anderen durch den 
Uittelpunkt C gezogenen Sehnen, wenn 
diesellteii eine bestimmte l.age zu ein- 
ander haben. Wie z. B. IIJ und FG, 
indem IIJ alle mit FG parallelen Seh- 
nen und FG alle mit IIJ parallelen 


nen sich denkt und bis an den Endpunkt 
H verfolgt, so müssen sie natürlicher 
Weise bei H in die Tangente übergehen, 
deshalb ist klar, dafs (Tiese Sehnen der 
Tangente TT' des Endpunkts H + sein 
mü.'tSen; und es ist dies auch zu be- 
weisen. 

Nämlich aus Gl. No. 19; 
gZ = (o> - w') 

folgt durch Umformung 

o’c* = c*»z + o’jf’ 

Ist nun L der betreffende Ellip 
senpunkt, so ist t'iV = w, iA' = y 
und 

a*c’ = c».CA’»+aZ.l.JV’ 

Fällt man nun die Lothe OP auf 
AB und OQ auf LN, 
so ist CN=PN-CP 

und LN=OP+LQ 

Nimmt man nun in der Abscissen- 
liiiie CH die Abscisse t'0 = x, die 
Ordinate OL = y, den Z ACH = y, 
BCF=tf-, 
so ist 

PN - CP= y ros ip — * cos y 
0P+ LQ = X tin if, + y tin tji 
folglich hat man 


Fig. 612. 



Sehnen halbirt. Wenn man alle diese 
mit einander und mit P'G parallelen Seh- 


a*c’ = c* (y cos — X cos y)’ o’ (x sin y -f y sin t/i)’ 

= c’ [y* cos* y — 2xy coi ip • co$ if + «» ’y>] 

o’ [x> SIN Zy -I- 2xy si« y • sin y + y* sin ’y] (4t) 


Nun soll die Sehne KL durch CH hal- 
birt werden, also soll OK — OL sein, d. h. 
es sollen für x zwei gleiche und entge- 
gengesetzte y entstehen. Dies ist aber 
nur möglich wenn die Glieder mit dem 
Factor y in Summa = 0 werden. Die 
Bedingung gleicher entgegengeaetiter Or- 
dinalen ist also: 

- 2c*xy cos y • cos y d- 2o> xy s in y -sin y = 0 

woraus = tj y • l$ y (42) 

Für den Ellipsenpunkt H ist CR = u, 
HR = y 


HR V 

Nun ist tj(p = tgACH= g ^ = — 



Nun ist aber nach Formel 20 

fl 

!<, HTC = ^- — 
o* y 

folglich ist Z.HTC = ^.BCF 
und FG 4= TT 

Die beiden obigen Glieder = 0 gesetst 
wird die erste Gleichung 


woraus 


o*c* = c* (y* cot* X* cot* (f>) 4- fl* (•*■* *in *</ + y* '/') 
/a* c* — i"* (c* cos *1/ -f a* liw 

e* cof -f o* »tu *i/» 




(43) 

(44) 


Die beiden durch den UiUelpnukt ee* 
zogenen Sehnen F(J und HJ sind also 
Durchmesser und heirseii zusammen- 
gehörige y conjugirte Du rchmetsen 
17. Ans Forme! 41 hat man 


»-x*(^,cos’y + »•«’</) 


S-- 


—^co$ 4- »t« 


ff 
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oder mit Hülfe Ton Formel 42: 




' eoi fr • 


ttn \ 1 > 


cos (f • cos \U 






(60) 


xmtf> • sifi u> t . ■ ' 4 . 

i • cos *1^+ »t» 

cos (f • cos i{/ 


18. Setzt man in Formel 46 und 47 
aus Forme! 42 für c* den Werth 
so erhält man 


c* cos \l> — ** JIM < 4 - «« (9)+*/') 


(45) 


oder 

„1=^ 

^ cosilf sin 1'^ * sin{ff ip) 

Für T-0 erhält man für v den halben 
Durchmesser CF = c‘; nämlich 

(0’ = c*- ^“*T — ; M6) 

' ' II* %j/ • »iH (y. + i'O 

Für y = 0 erhalt man für x den hal- 
ben Durchmesser CH = a' nämlich 


(«')* = o’ ' 
("’)* = ■ 


sin tf' 


coi %!>• iin((f -h tfi) 
sin ij) 


(51) 

(52) 


(<.')> 


cos I// 


(<7) 


sin if • sin {ip -| H>) 

Es ist mithin aus Gl. 46 und 47 ; 

(«’)’ : (c’)’ = sin ij> • cot tp : sin if • cot <p 

= tißt (2 ip) ; tin (2</ ) (48) 

Setzt man in 01. 45 für c* ros <p ans 
46 den Werth 

(cO* • sin ip • sin (<f + ip) 
so erhält man mit Hülfe von Gl. 48 : 


,» = [(«-)> -x>] 


sin tp • cot If 
sin Ip • cot Ip 
folt(lich nach Formel 48 
..,_(0' 


cos If • sin (if -i- ip) 

19. Ans Formel 46 und 47 hat man 

... ... cos If 'COt Ip 

(o^’ X (c )’ = c‘ • . ^ T-J 7 — — — r 

ttnif ‘ tinip’ txn‘{'f + Ip) 

hieraus _ 

o' X c’ • sin (>/i -|- Ip) = c’ )/eol (/ • cot ip 

und mit Hülfe von Formel 39 

o' X e' X sin (y -f i/>) = o • c (53) 
i'f + Ip) iat der Coordinatenwinkel LOC. 

Es ist also das Product zweier conju- 
girten Durchmesser mit dem Sinus des 
Coordinatenwinkels constant und gleich 
dem Product beider Axen. 

20. Aus No. 18 hat man 


(«■)’-Kc’)* 


[ sin If sin Ip 1 
cot Ip ~ cot If J 


und hieraus 


■ («')’ 


[(«y-**] 


(49) 


sin (,if + Ip) Leos ip 
Die Klammergröfse ist 
' sin If • cos If + tinip • cot ip 
~ cot If • cot Ip 

Schreibt man den Zähler; 


sin If • cot If (sin *ip -f cos ’i)/) -|- sin ip • cot ip (sin ^if' -|- cot ’ij ) 

=sini^ • cosifi -sin’di-l-sini/ Tosy cos’d>-|-sin !)<• cosi/'* sin’^-hsin ip • cot ip • cot^if 
Fafst das erste mit dem vierten, das zweite mit dem dritten Qliede zusammen, 
so erhält man 

cot If • sin I)/ (sin y sin ■/> -|- cos ip - cos i)']-i-sin(/ • cos i)i [ros cos i)<-f sin (/ • sini^] 

= {cotif «sin Ip -)■ tim if‘ cot ip) (cot if cot ip-t-tini/ • sin ip) = tin(i/ -h ip)rot(f — ip) 

folglich ist (o')’ (c')> = a’ • - a’ (l + If i/ • lg ip) 


Also mit Hülfe von Formel 42: 

(.')«-Kc)> = o’+e’ (54) 

d. h. die Summe der Quadrate je 2 con- 
jugirter Durchmesser ist constant und 
gleich der Summe der Quadrate der Axen. 

21. Ans 46 und 53 hat man 

(c’)*^c* COt*lf 

(a')* n* sin ^ip 
c' : n = c • cos if ; n sin ip 
cos If 


l 

Nun ist 
daher 




Sx-I-C 


j* = ^ (2flx — X*) 
Oy ^ c* fl—x 
Öx ” a* y 


daher 

oder 


daher = V * + (S ' 

Setzt man (Fig. 609) AJ=x, JF-f, 
so ist Bogen ÄF=i 


22. Reet 
Die allgemeine 
pag. 191 ist 


o ttmip undi4F=l=#l 1 + - 4 M ) ö-r 

ification der Eliipse. J — _ 

le Rectificatioosformel Bd. 11., _ / j / 1 x fx 

t/ r o’ 2ox— I* 
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Um das Differansial intserirbar lu ma- /\ / 77 

eben kann man den /_HCA für die Or- i = « / 1 + I — f) (56) 

dinate JH des Halbkreises = ß setsen, ' ‘ 

dann ist a = a — acet ß Dieses Integral ist nnr niherangsweiae 

. Qx anbulösen, und dies geaebiebt am ge- 

= eignetsten, wenn man 

' =/h + S • 1 I ‘ + (t “- ^)’ = [' + (t "" '’)’]* 

r -p — dureb den Binomiseben Sats in eine Reibe 

“ ‘J [ 7*^**" ^ — ^s*** entwickelt. Man hat , wenn man — = » 


'-/l ■ + 

r 71 -p — dureb den Binomiseben 

= V [ 7 F + «- V - si« V 8 ^ entwickelt. Man hat , 
= H" («* “ ^ V 

[1 + j* = l + V- 


- ifi "* “• + ie 


Von jedem dieser Glieder das Integral genommen erhält man 
fl = ß 

•• lii. V = Y *’ [y Y ^ a] 

/ I 1 r 3 3 1 "I 

- Y si« V = - Y " Y f Y ^ ~ Y ’ ”* 

7 1 1 

Y“"V‘ 

n'®fi« '*ß = — »"r— ^ — ^ »•" 'ß'Cot ß 
J 256 256 L256 256 389 

/- 1^24 ”* - isb [Sd S "• 

- .1 « V ^ • i- V • si« . ro. ,e 

- ^ »•« 'V • «•»* i*J 

Es ist mitbin ^ = einer anendlicben Summe nnendlicher Reihen ?on denen 
e 

die erste den Factor ß, die sweite den Factor sia^*coij3 11. s. w. bat. Die erste 
/n»_3n* 5»*_175n» 44l«'*_ \ 

^\2* 8*'^18’ 128»^ 256’ / 

die abwechselnden Voixeichen machen -p , jr + _ 7i)7i« V umformt in 

die Reihe nicht geeignet, sur Berechnung '' ' _ _ 1 

einer Bogenlänge und da diese auch bei | — (<i* — r’) cos ’jä 

den Reihen für die Factoren ri»ß-co$ß, r , T7 ^ 

tia’,t>eof,4 0. s. w. rorkommt, so ist woraus 4 = a / I 1 — l - — cot ß] Bß 
eine andere Reibe erwünscht. Man er- ^ f \ a ' 

bäh diese, wenn man die obige Wursel- Es entsteht nnn die Reibe 



Ellipse. 


49 


Ellipse. 


4 = V - «« V - J ;- 2 , «* V- JTsl?. 24 ™* V 

] 


3 • 5 • 7 K. 10:, 3 . a . 7 • 9 ,, 

■ ^3T4. 5 .2‘ " .T. C .T« " ‘ 


Nun ist 
fl = ß 

-/*■• cot*ß = - {iß + i‘in ß • cot ß) 

1 


-./ 

-ß 

-ß 


»4 cot *ß = - ^7^(1 • 1,7+ 1 • 1 «•»/» • cos /9 + iiitijj. rof V) 


2, 37g, n'eot*ß = - gf*" -^ (}■ 1 • 1,7 + J •}•}»•", 7 ■ + J • | »in, 7 • ro, ’7 


3-a 


2- 3-4-2‘ 


«" cot V =- 


3-5-«" 
2'3- 4.24 


+ i ,in ß . cot 4j7) 


(!• 1‘1‘ 1,7 + 1 • J • 1 • l»in,7.co,,7 


+ 1 • I • l»i»y7.<'oi V + 1 • i tinß-cat *,7+ J linß ■ coi^ß) 


3-b-l 


,n'Ocot 'V = - 


3.5.7.n" 


i(A-M-M,7 


/W^4-5.24" e- 2-3. 4.5. 2» 

+ i'o • i • 1 • 1 • 1 »«»,7. ro»^+ ,'o • 1 • 8 ■ t««/}. ro, V 

' +,*«• 1 • 1 •»i»,7.coi’,7+i’o. 1 •iin/7.co,’,7 + ,'o5iii^.coiV) 

r 3.a-7.9 ,, ... 3.5.7.9-n'> , , , , 

J 2.3.4.5.(i T2« " “ 2 - 3.4 .5.0 :2'* « * * * ' ä ' * ‘ ’ 4 

+ H‘i’«'l*ä*}‘i"»/7-c»,,7+H. A - l-i- i»m;7.ro,V 

+ ii -i’« ■!• 1 »'"/»• «‘V + +1- A-S»'« ,7. rosV 

+ 1 1 • i'o »•" ;7. coi •, 7 + TI »•» /7 • cw ‘ '/7] 

Uierans entsteht 

3b 4 a»4 175ii^ 441»'° 4851n'n 

16> 128> 256’^ 1Ö24»'/ ^ 

1^4^^«^ 175 „» 441»'“ , 4851 •»'»\ . 

8 ’ 


£ _ 1 _3»4 

« “ V 2* 8* 


- + ^ + 7 « + 'ßov + ^äa*' "10247"^ ^ 


16»^ 128» 

5»‘ 175»“ 147»'“ 1617 »”\ . 

_ — — J L .._L -ItiM 


\2“ 4*"^ 6-8*'*' 6 *64* "^2- 128^ 2 - 1024’' ^ 

sin ß • ros V 


/n« 35n* 147 ii‘® 1617 • n’^ 

\96 6 • 32» TÖ‘64^ ~ 


\32»'^ö-64»“^5~^256». 


10*256»/ 

it \ 

■.3) **** ß • V 

- (1 + S) Sr - 

Die Constante fällt fort, ereil für ,7 = 0 auch i = 0 wird. 


(57) 


Für x = a wird ^ = 90® «»/?=!, cotß = 0\ l ist der ©UiptUche Qua- 

drant, für welchen nur die erste Reibe mit dem Factor zu berechnen ist,, wäh- 
rend die übrigen Reihen = 0 werden. 

Für a = 5, c = 3 ist e = 4, « = |. 

Man bat den Quadrant - 

i = ö (1 - 0,16 - 0,0192 - 0,00512 - 0,001792 - 0.0007225344 

I - 0,000028901 376 - ) -^ = 6,386 . . . 

23. Quadratur der Ellipse. Die allgemeine Quadraturformcl für recht- 
winklige Coordinateu steht Bd. II., pag. 192 mit Fig. 54o 
f*=/y 9x + C 
c» 

Es ist Formel 10: g’ = ^(2 »j. — x*) 


lU. 


4 
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Ellipse. 


bisnns F =: Ebene i4JF (Fig. 609) 

=/y8* = J'^\tuT — x*^x 
Nun ut ntcb der allgemeinen Integialformel ; 
f\'ax - »** = J « - 4x + Are nn - ^ 

fy &x = -jMax - x> = .1 [- > 2^7^ *« + Y ^rr na (- + c] 

Für * = 0 wird F = 0 daher 
C = + iira’ 
daher Tollatändig 

7 f" "2* 1 2" + T "" (■ +*’"’] 

Für X = a wird F tarn elliptiachen Quadrant und dieser 

e a* , 

= n — ‘ — n = iaac 

24. Es iit (Fig. 609) JF=y = -^\ iax-x* 

CJxa-x 

daher lat das erste Qlied des Integrals 
a — X 


(58) 

( 59 ) 


p2ax-x* = - ICJxJFx- AC« 
Wird dies A sn dem Integral binzugeseUt, so erhält man 


Ebene i4CF 


= i-c(| 


Ä — « 


)=} 


{ae • arc • res “ — ^ = }ac • arc • aiaa — (60) 


Und da 


a - X . 1 9ax — x* 

cea — = na 

a a 

so ist anch 



Ebene ilCF= iac" arc a»a — (61) 

’ c 

26. Nimmt man die Radien von den 
Brennpunkten aus, so bat man 
Ebene AS'h'= ACF+ CFS’ 

ASF= ACF- CFS 

Es ist die Excentricität CS = CS’ - e, 

FJ = s 

daher ACFS = ACFS’= }«• » 
also 

EbenedS’F={ae.arc.sia-|- + }e!( (62) 


Ebene i«SF={ac< arc •sia — -i*l( (63) 

c 

26. Es ist (Sr die Astronomie ron 
Wichtigkeit, die Ebenen AS'F and ASF 
dnreh a, e, e and die Winkel ASF und 
AS‘F(i)) ausindrücken. Hierzu bat man 
OleichuDg 40, wenn man (Fig. 609) 
S'F=:Ä, SF = r seUt. 


1. a = r cos i;’ + « 

2. a = Ä cos I) - • 

Nach Gleichung 36 und 37 hat man 
e 

3. r = a a 

a 

4. Ä = 41 + — ¥ 

a 

Setxt luan die Werthe yon u ans l 
und 2 in 3 und 4, so erhalt mau für 
beide Falle 

ö. a* — e* = c* = r (41 — e co§ ij^) 

6. o* — «• = c* = Ä (a -V« «w I?) 

Nun ist y = Riinn^r nn ij' 
folglich in Ul. 62 und 63 

f ^ cK sin 1; __ c nm rj _ 

c A (41 — e cos ij) a e cog q 
_ cr$inr{ _ eiinq' 

” r (« - • cos “ 41 — e cos ij’ 

Eben so ist 

ejf = eR sin 17 = er sin 17' 
c* e sin ij _ c *« sin r/* 

*” a~e cos IJ 4» — e cos r/ 
Mithin ist nach Gl. 62 und 63 


Ebene AS'F = \ae arc sin — — h { 

a — ecoitj 


c *e sin ij 
4S — e cos q 


(64) 


Digiti. 
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EUIipse. 


Ebeoe }ac are jin 


e fia ))' 1 ®** »•* *)' 

a— *co*i)' ’fl— eee»ij' 


(65) 


Der /I) beiTst in der Astronomie : die 
«ah re Anomalie (a. d. A.) 

24. Bestimmung derllmdrehu ngs- 
fläcben. Bd. II., pag. 194 steht die all- 
gemeine Formel für rechtwinklige Coor- 


dinaten 


■’=2n/jrJ ' 


1 + 


+ C 


Legt man Formel 19 an Gmnde 

!T»= ?!(«•-«>) 
ö* 

so bat man 

?* - _ **" 

8« ~ o’y 


= 2n J ' [** ~ (“’ — c*) «*] = — *V 8« 

daher ans der allgemeinen Integralformel: 

yj/a — hx* = i* \^a — 4** + ^ Are ri« |/ j 

F = [ia I Are .in ^] + C 

Dies ist der Aosdrnck für die Zone, welche entsteht wenn der Bogen DF 
(Fig. 609) um die nofse Axe AB sich hemm dreht. Da für « = 0 auch F=0 und 
der Ausdruck für F-0 wird, so fallt die Constante fort und es ist 

Zone durch DF= n p'o* — «*«• + ~ Are lia **J (66) 


Für a = a entsteht die halbe ellipeoi- durch Umdrehung des Bogens AF am 
dische Oberfläche, indem der Quadrant die kleine Axe DE entsteht, hat man 
AD um die grofse Axe sich dreht: ans 01. 29 


Oberfläche durch AD 

l t \ 

= I» ~ arc «in —J (67) 

25. Um die Zone F* sn Anden» welche 


wo «, die Länge CG bedeutet; 
hieraus 


F' = 2n fy~{c*-n,*) + ^ a,* = 2n - (c* - «») «,* 

und da c< a ist 

F' = 2n ^yi/c* + (o’ — r*)«,* 

Nach der allgemeinen Integralformel 


bat man 


f\'a + hx* = }x I o + tz* + logn fx |'4 + |'a + tx>] 


F' = 2a ^[i», | c*+ «*»,’ + f«(n»i + l'r‘+ + uj 

Für V = 0 wird F' = 0. Han hat also 

0 = 2>r^[o + |^f»(0 + i:*) + c] 


Es ist mithin C = — ;r- f* e* 

2e 


daher Tollständig 




( 66 ) 


Digilized by Google 
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Endgeschwindigkeit, 


Für *«.=c erhält ra*n die halbe elHptLsche Oberfläche, wenn der Quadrant 
AFD um die kleine Axe DE sich dreht 


26. Cubatur der Ellipse. Der el- 
lipsoidische Körper, der durch die hm- 
drehunp der Ebene AhJ um die grofse 
Axe ent.'^teht, ist aius der allgemeinen 
Cubatnrformel Hd. II., pag. 195. 

K=n jY Oj- 

also K = ti ! - x*) + ^ 

oder Ä' = n ^ — »■^*) 

rt* , 

wo die Constante fortfällt, weil mit x=0 
auch Ä = 0 wird. Für x = a entsteht das 
halbe Ellipsoid, wenn die Ebene AÜC 

um Aß sich dreht 

K=\r,ac* (71) 

Für den Körper A' durch die Umdre- 
hung der Ebene DHG und Üh erliält 
man 

A" = 'T ^ (flJ' I* - I* I*) C"2) 

c 

und das halbe Ellipsoid der Ebene ACD 
um CR . 

K' = lna*c (79) 

Ellipsoid entsteht als IJmdrehungskör- 
per wenn ein halber Ellipsenbogen ent- 

weder um die grofse oder um die kleine 
Axe sich herumdreht. Aus dem vorigen 
Art. Formel 71 und TH geht hervor, dafs 
das um die grofse Axe a gedrehte E. 
= ist ^nnc* 


das um die kleine Axe gedrehte E. ist 

= J rj a*c 

EllipticiUt ist der Unterschied zwi- 
schen dem Durchmesser des Erdaequators 
und der Erdaxe dividirt durch den Aequa- 
tordurchmesser ; also die Ertlabplattung 

in dem Art. Abplattung). 

Elongation, Elöngationswinkel s. v. w. 

Ausweichung eines Planeten. ^ Man 
versteht nicht nur hierunter den Winkel 
zwischen der Sonne und dem wahren 
Ort des Planeten mit der Erde als Schei- 
telpunkt , sondern auch ganz besonders 
den Winkel, den die Sonne und der auf 
die Ekliptik (durch den Breilenbogon) re- 
ducirte Ort des Planeten mit der Erde 
bildet, so tlafs der E.-winkel in der Ebene 
der Ekliptik liegt. 

Endekagonaliahlen, ellfeckige Zahlen, 

sind diejenigen Polygonalzahlen deren zu 
(irunde liegendes Polygon das Eilfeck i.st. 
Die Natur dieser Zahlen s. aus den Art.; 

DekagonalzahljDodekagonalzahl. 

Die arithmetische Reihe, aus welchen 
die Zahlen entspringen haben zur 2ten 
DifTerenzenreihe die gleichen Zahlen 9, 
9; 9; 9; 

hierau-s die erste Differenzenreihe 


1; 1 + 9; 1 + 2-9; 1+3-0; 1 + 4-9; H (« ^ 

hieraus die Endekagonalzahlen 

1; 2 + 9; 3 + 3-9; 4 + 6-9; 5+ tO-9 

95; •• 


oder 


1 ; 11 ; 


30; 


58; 


Endecken, s. u. Ecken. 

Endflächen sind bei einem prismaü- 
schen Kry.stall diejenigen Flächen, in 
deren Mittelpunkte die Endpunkte der 
Normalaxe lallen (s. Axensystem und 
Axen). Hat z. B. der Krystall die Form 
der sechsseitigen Säule, -so wird diejenige 
Axe welche die Mittelpunkte der mit 
einander parallelen (irundebenen verbin- 
det, zur Normalaxe genommen und diese 
Grumiebenen heifsen die E. des Krystalls. 

Die E. bilden mit den Seitenflächen 
rechte oder schiefe Winkel; .sie heilsen 
demnach gerade oder schiefe E., oder 
man sagt, sie seien auf die Seitonkauteii 




oder Seitenflächen gerade oder schief auf- 
gesetzt. 

Endgeschwindigkeit. Aus den 4 Art. 

Bewegung“ geht hervor, dafs unter 
Geschwindigkeit der Weg verstandeu wird,, 
den ein Punkt oder Körper in irpnd 
einer Zeiteinheit, wofür in der Regel die 
Secunde gilt, durchläuft. Sowie nun dem 
Wortlaut nach Anfangsg<»chwindigkeit 
diejenigo (ief?chwindigkeit ist, luit 
eher Bewegung beginnt, so ist Endge- 
schwindigkeit diejenige mit der die Be- 
wegung beendet wird. 

Bei gleichförmiger Bewegung ist die 
E. gleich der Anfaiigsge.schwindigkeit und 


' Endgeschwindigkeit. 
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(rleirh jeder innerhalb der Bewef^unj; »iatt 
habenden Oes^chwimligkeif. 

Eine ven.ögerte Hewegiiiig kann so 
lange fortgesetzt werden bis die E. = 0 
wird. 

Bei beschleunigter Uewegiiiig ist da- 
gegen die K. eine ideelle tirofse. Bat 
nämlich der Korner t Sccundcn lang »ich 
l>ewegt, so ist die zu Ende der tten Se- 
ennde erlangte oder die nach I Secunden 
slatltindende E. derjenige Weg, den iler 
Körper in der folgenden (Id l)ten Be- 
cunde ziirücklegtMi würde wenn er bei 
Beginn dieser (< + l)ten Seennde mit der 
erlangten Geschwindigkeit noch eine Se- 
ennde lang gleichförmig sich fort- 
bewegte. Oer Art ^Boschlennigung“ 
No. 3 gibt bei der Anfangsgeschwindig- 
keit = 0 diesen Weg als K. nach Ver- 
lauf Ton i Secunden an = 26’l; der wirk- 
liche Weg in der (l 4 l)ten Secunde ist 
a 26'1 + f/'; man erhält also die E. einer 
gleichförmigen Bewegung, wenn man von 
dem W’ege der luigenden Secunde die 
Beschleunigung abiieht. 

Vängt die beschleunigte Bewegung mit 
der (Anfangs-) Geschwindigkeit = r an, 
so ist nach Bd. I., pag. 355, Formel S 
die E. = C = e -r 2f»l; und dieser Weg 
wurde in der folgenden (I + 1)ten Se- 
cunde durchlaufen werden, wenn mit dem 
Ende der ften Secunde die Beschleuni- 
gung (r tu wirken aufhürte. 

Ist die Beschleunigung negativ, ist sie 
Vertögemng, beginnt die Bewegung mit 
der Oe.schwindigKeit C uud wird nach 
Verlauf von f Secunden, wo die Hube noch 
nicht eingetreten ist, nach der E. gefragt, 
so ist diese ebenfalls der der in 

der folgenden Secunde gleichförmig zu- 
rückgelegt werden würde, wenn also die 
Verzögerung während dieser Secunde tu 
wirken aufhürte. 

Oer \Yeg in den ersten F Secunden ist 

= cr- er 

der W’cg in den ersten (T-f 1) Secunden ist 

_ =f'CH- l)-C(r+D» 

folglich der Weg in der (7+ l)ten Secunde 

= f - 2cr-e 

Wird mm von diesem wirklichen Wege 
die Verzögerung (- fortgeuommen, .so 
bleibt der gleicnlormig durchlaufene (gro- 
fsere) W'eg, d. h. die E. nach TSeenn- 
den =C-26T. 

Bei der ungleich veränderlichen Be- 
wegung (s. diesen Art.: Bd. 1., pag- 356) 
findet derselbe Begriff von E. statt. 

Endka&ten in einem Krystall sind die 
Kanten, weiche den Eodecken eulaufen; 


die übrigen Kanten heifaen Seiten- 
kanten. 

Endlich ist dem W^ortlaut alles was 
ein Ende hat. In der Mathematik hin- 
gegen kann der Begriff endlich nicht 
wortgetreu genommen werden, weil sonst 
jede geschlossene Curve nicht endlich 
also unendlich »ein würde. Cntor end- 
lich versteht man daher jede Qrüfse, 
welche sich in einer bestimmten Anzahl 
von ihr gleichartigen Einheiten aogoben 
läfst. Kreislinien, Ellipsen, Kugelober- 
flächen u. s. w. sind en d liehe G rüfsen. 
Oie Parabel ist nicht endlich, weil deren 
mögliche l>änge in einer Anzahl von 
Längeneinheiten nicht auszusprechen ist. 

Jede Zahl rational und irrational ist 
endlich, weil ihr eine Einheit tu Grunde 
liegt, die eine bestimmte Anzahl mal sie 
begreift. Eine unendliche steigende arith- 
metische oder geometrische Ueihe ist so- 
wohl in Anzahl der Glieder ala io dem 
Werth unendlich; ist die Ueibe abneh- 
mend, so ist sie nur in der Anzahl ihrer 
Glieder unendlich in ihrem Wertbe da- 
gegen eine endliche Grüfse. 

Eztseadisebes Zahlensystem, neunthei- 
iige» System , in welchem die Neun (9) 
als Ziffer fehlt und als kleinste tweiziffrige 
Zahl mit 10 bezeichnet wird (vergl. dode- 
kadisches Zahlensystem). 

Ennenffon, s. V. w. neunseitige Figur, 
Neu neck. 

EnneagoDalaahlen, neaneckige Zahlen 
($. Kndekagonalzahlen) hal>en das Nenneek 
zum C-onstructionspolygon ; arithmetisch 
entsteht die Reihe folgender Art: 

7; 7; 7; 7 

1; H-7; 1+2.7; 1+3-7; l-b(n-l)7 

bieraas die Enneagonalzahlen 

I;2 + 7i3i 3-7;4 + 6-7 i«(7n-5) 

oder 

1; 9; 24; 46; 

Entecknng (Kryst) ist die Fortnahme 
einer Ecke mittelst einer durch die diese 
Ecke l)ildenden Kanten htudureb geleg- 
ten Fläche. Man denkt sich dieselbe an 
einem Krystall vorgenommen, wenn man 
die conibinirte Form dessell>en aus einer 
einfacheren Form ableiten will. Ein Bei- 
spiel hiervon gibt Bd. 11., pag. 36 und 
37, Fig. 301 und 302, wo das Octaeder 
als durch fortgesetzte Euteckung des 
Hexaeder» entstanden gedacht wird. Vergl, 
,Ästumpfuugs flächen.“ 

Entfernung, s. v. w. Abstand. 

EntgegengeaeUte GrÖfaeii. Io aUea 
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Entwickelung etc. 


DueipUnen der Htthemalik kommen Orö- 
fsen Tor, die nngeechtet ihrer Gleich- 
artigkeit, ja selbst ihrer Tollkommenen 
Gleichheit dennoch in Absicht einer Ton 
der Grölse selbst nnsbhängigen also äntse- 
ren Eigenschaft wesentlich rerschieden 
sind. Diese Eigenschaft ist das E n t g e - 

S engesetztsein; die Grüben, denen 
lese entgegengesetzte Beziehung anhaftet 
heifsen entgegengesetzte Gröfsen. 

Der Grund für solche Beziehnng, wo 
sich dieselbe auch finden mag, läfst sich 
zusammenfassen in einer der Zeit und 
dem Raum gemeinsamen wesentlichen 
Eigenschaft, m der Stetigkeit, welche 
in der Ansdehnung als Form zur An- 
schauung kommt. Der Raum hat drei- 
fache, die Zeit nur einfache Ausdeh- 
nung (Abmessung, Dimension). 
Abstrahirt man Ton 2 Dimensionen des 
Raums, so dafs nur eine Dimension übrig 
bleibt, so hat man die Linie, welche 
eine Ranmlinie so wie die Zeit eine 
Zeitlinie ist. 

Mnr in der Linie findet Entgegenge- 
setztes statt, indem man die Stetigkeit 
durch den Opanken, »Punkt* genannt, 
unterbricht und Ton diesem Punkt aus 
die beiden alleinigen Richtungen an der- 
selben einzeln Terfolgt; abo rar und 
nach dem Zeitpunkt und rechts und 
links Ton dem Raumpunkt. 

Die eine Richtung, peichTiel welche, 
beiizt poaitiT oder affirmativ, die 
andere negativ. Beide Richtungen bei- 
ben entgegengeaetzt, nnd Orüben, 
denen verachiedene Riehtongen znkom- 
men beiben entgegengesetzte Grö* 
fsen. 

Hat man Entgegengesetztes in dem 
körperlichen Raum zu bezeichnen, so hat 
man für die 3 Hanptlängenrichtongen 
desselben; rechts und links, hinten nnd 
vom, oben und unten. Z. B. Bei allen 
Windmühlen ist gebräuchlich die Ruthen 
immer auf einerlei Weise sich drehen zu 
laisen. Cm diese Weise anzngeben kann 
man sagen: die Ruthen drehen sieh rechts, 
sie dreben sich links, man mag die Dre- 
hung vor oder hinter der Mühle betrach- 
ten. Man mnfs daher anf die 3 Dimen- 
sionen des Raumes Rücksicht nehmen 
und z. B. sagen; Alle Windmthen dre- 
hen sich der Art, dafs wenn man vor 
der Mühle steht nnd sie ansieht, der u n - 
tere Flügel sich rechts dreht. Anf 
diese Weise kann man dieselbe Drehnngs- 
weise der Windflügel anf viererlei Art 
bezeichnen, indem man sagt, man stehe 
vor oder hinter der Mühle nnd von der 
Drehung des unteren oder des oberen 
Flügels spriehL 


Alle entgegengesetzten Gröfsen, so ver- 
schiedenartig sie aneh sein mögen, kön- 
nen auf das Princip der eben betrach- 
teten unteibrochenen Stetigkeit zurück- 
gefübrt werden. 

Vermögen und Schulden z. B. in der 
Arithn;etik sind entgegengesetzte Gröfsen; 
denn Vermögen ist der Zustand des Em- 
pfangenbabens, Schulden der Zustand des 
Gel>ensollens, Iwide also entgegengesetzt 
im Raum und in der Zeit. Nämlich Em- 
pfangen und Geben vom Punkte des zu 
denkenden Zähltiscbes aus im Raum nach 
entgegengesetzten Richtungen — und 
Haben und Sollen, des Fihemals und 
Künftig von dem Punkt der Gegenwart 
ans in der Zeit entgegengesetzt. 

So hat man entgegengesetzte Linien, 
Winkel, Ebenen, Kräfte, Was.serbewe- 
gungen als Zuflufs nnd Abflufz u. s. w. 

Wenn man von dem Punkt, der die 
Ausdehnung nnterbricbt, einer Richtung 
derselben folgt und sodann um gleich- 
viel nach entgegengoMtzter Richtung, so 
befindet man sich wieder in demselben 
Punkt, von dem man ausj(egangen ist. 
Entgegengesetzte Gröfsen haben 
also das Merkmal, dafs sie absolut gleich 
grofs genommen sich einander anfheben, 
zu Null weiden. 

EntgafbiigMeUt« Operatloaen in der 

Arithmetik nnd der Analysis haben mit 
den entgegengesetzten Gröfsen ;denselben 
Grund, z. B. Vorwärts zählen und rück- 
wärts zählen, indem man die in einer 
Linie geschrieben zn denkenden Zahlen 
nach entgegengesetzten Richtungen ab- 
lies't. Eben so das Znsammenzählen 
entgegengesetzt dem Abziehen, das Thei- 
len <£m Vervielfältigen, das Radiciren 
dem Potensiren, das Integriren dem Dif- 
ferenziren, das Auflösen einer Gleichung 
dem Ansetzen derselben n. s. w. 

EntkaBtang (Kryst) ist die IFortnahme 
einer Kante an einem Krystall mittelst 
einer Fläche, die durch die beiden jene 
Kante bildenden Flächen gelegt wird; 
sie wird eben so wie die Entecknng vor- 
genommen gedacht. Wenn man z. ß. 
die Kanten des Octaeders, Fig. 138, pag. 
257 durch schmale Flächen fortnimml, 
womit zugleich die Ecken vierflächige 
Zuspitzungen erhalten, so hat man (fie 
Combination des Üctaedeis und des Do- 
dekaeders mit vorherrschenden Octaeder- 
flächen, eine Form in welcher der Magnet- 
eisenstein vorkommt. 

EatwickalOBg einer FnBction in eine 
Reibe. Diese geschieht : 

1. Durch Partialdivision (s. Buch- 
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»tabenreehnnng pag. 439 mit 2 Bei- 
spielen). 

2. Beim Poteniiren mit Hälfe des 
binomischen Lehrsatzes (s. d. Art. pae. 
374). 

3. Durch Radiciren aus unTolI- 
stäudigen Potenzen (s. .Ansziehnng einer 
Wurzel* pag. 251, No. 4 bis pag. 253 
No. 7). 

4. Durch die Mac - Laurin'sche 
nnd die Taylor'sche Reihe s. Diffe- 
renzialrechnung pag. 288 bis pag. 294). 

{tnaxtoi hinzi^setzt) sind 
die Tage, welche von dem Tage des letz- 
ten Neumonds im Jahre bis zum Iten 
Tag des folgenden Jahres noch fehlen, 
also das Alter des Mondes in ganzen Ta- 
gen an jedem Nenjahrstan. Fällt der 
Neumond auf den Iten .mnuar, so ist 
die E. für dieses Jahr =0; das höchste 
Alter des Mondes ist 30 Tage, weil 2 auf 
einander folgende Neumonde abwechselnd 
29 und 3Ö ganze Tage auseinander liegen. 

Das Mondjahr aus 12 Monaten beste- 
hend hat also 6 x (29 -i- 30) = 354 ganze 
Tage (-f }Tag); das julianische Bonnen- 
jahr 365 j Tage, also ist das Mondjahr 
11 Tage kürzer als das Sonnenjahr und 
folglich wird mit Mem folgenden Jahre 
das Mondalter 1 1 Tage länger. Fällt der 
Neumond auf den Iten Januar, so fällt 
der letzte Neumond desselben Jahres auf 
den 20ten December nnd die E. des fol- 
genden Jahres ist = 11, die nächstfol- 
gende = 22, wieder die folgende 33, für 
welche man 33 — (der Monatslänge = 30) 
= 3 für die E. setzt, weil nicht der zu 
33 sondern der zu 3 Tagen Tor dem 
Jahresschlnfs gehörende Neumond wirk- 
lich der letzte im Jahre ist. 

Diese Epakten liefern einen Cyclus von 
19 Jahren (den alten Hetonschen Mond- 
cyclns), nach welchem die Neumonde 
wieder der Reihe nach anf dieselben Tage 
fallen, die folgenden 19 Jahre also wie- 
der dieselben Euakten habet), wenn man 
nämlich am Scnlnfs des Cyclus für die 
erste E. des folgenden Cyclus einen Tag 
zugibt. Die Jahreszahlen dieses Cyclus 
Ton I bis 19 heifsen die goldenen 
Zahlen. 

Im Jahre 1843 war die E. = 0, der 
Neumond fiel anf den Iten Januar, man 
hat demnach den Cykel, in welchem wir 
jetzt leben in folgender Tabelle 


Jahreszahl. 

Goldene Zahl. 

Epakte. 

1846 

4 

III 

1847 

5 

XIV 

1848 

6 

XXV 

1849 

7 

VI 

1850 

8 

XVII 

1851 

9 

XXVIII 

1852 

10 

IX 

1853 

11 

XX 

1854 

12 

I 

1855 

13 

XU 

1856 

14 

XXIII 

1857 

15 

IV 

1858 

16 

XV 

1859 

* 17 

XXVI 

1860 

18 

vu 

1861 

19 

xvni 

1862 

1 

0 


Jahreszahl. | Uoldene Zahl. | Epakte. 

1843 ,1 0 

1844 2 , XI 

1845 1 3 I XII 


Es wird hiernach in diesem Jahre (1860) 
der letzte Neumond anf den I3ten I^- 
cember lallen. 

Dieser Mondeykel Ton 19 Jahren diente 
früher dazu, die Osterfeste künftiger Jahre 
durch einfache Rechnung schnell bestim- 
men zu können. Da die Epakten nnr 
in ganzen Tagen angegeben sind, so 
stimmen die aus den Epakten berechne- 
ten Mondphasen mit den astronomischen 
oder den wirklichen nicht genau überein. 

Ephemeridea, s. astronomische 
Jahrbücher, Bd. I., pag. 149. 

Epleykol (im neben) Nebenkreis, nach 
der Vorstellung der alten Astronomen, 
welche die Erde als ruhend annahmen, 
ein Kreis, an dessen Permherie ein Ge- 
stirn sich bewegt, dessen Mittelpunkt aber 
wieder einen andern Kreis im Welträume 
durchläuft. 

EplCTdoidt unterscheidet sich Ton der 
Cycloioe dadurch, dafs der erzeugend 
Kreis anf einer Kreisperipherie aufaer- 
halb derselben sich abwalzt, während dies 
zur Bildung der Cycloide anf einer ge- 
raden Linie geschieht. Ist Fig. 613 BO 
ein Kreisbogen Tom Halbmesser BC, anf 
welchem der Kreis AES sich abwälzt, 
.so ist der Kreis tu AO der Ornndkreis, 
der Kreis tu AEB der erzeugende 
Kreis, der beschreibende Punkt A 
Terzeichnet während der Abwälzung des 
Halbkreises AEB die halbe Epicycloide 
AJD; die andere dieser congmenten 
Hälfte ist rechts Ton AB zu denken. 
Wie bei der Czcloide entsteht auch hier, 
wenn der besenreibende Punkt aufserhalh 
des erzeugenden Kreises liegt, die Ter- 
kürzte (Tycloidle und wenn er inner- 
halb desselben liegt, die gestreckte 
Epicycloide. 
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Epicycloide» 


Fi(?. 613. 



Der in dem vorlingerten Halbmeseei 
CB befindliche Punkt A, der beschrei- 


bende Pnnkt, Teneichnet den Bogen AJ 
wenn der Kreisbogen BK son U bi» F 
sich abgewilzt hat. £ befindet sich in 
F und Bogen BF = Rogen BE. Zieht 
man durch F den Radius CH = CA , be- 
schreibt aus P in CH den Halbkreis HJF, 
so ist, da .1 in J und £ in £ sich be- 
findet, Bogen EA - Bogen FJ und Bogen 
BE = Bogen JH. 

2. Beteichnet man den Halbmesser BC 
des Orundkreises mit R, den des Eneu- 
gnngskreises AG mit r, setzt für den 
Punkt J die auf CA nnommene Ah- 
scisse AK = x, die auf CA rechtwinklige 
Ordinate KJ = y, lallt die Normale PQ 
anf JK und die Normale PS anf AC, 
so ist 

^K = x = .4C- PQ-CS 
JK = y = JQ + PS 

bezeichnet man /_ACH mit i/>, ^BGE 
mit so ist Z HPJ = i/ , z HPQ = •/'. 
und es ist also 

1. x = R + r-reo»('i + il’)-(R + r)cosil> (I) 

2. y = r lin (</ -I- i,l<) -K« -t- r) II» i,[f (2) 
ferner ans Bogen BE z; Bogen BF 

3. rq> = Rip (3) 

Der Werth = <f ans til. 3 in die 

n 

ersten beiden Gleichungen suhatitoirt gibt 


x = Ä + r-rcof ^^^-^y^-(R-i-r)coi 
y = r lin v) + (Ä + r) fin if'j 


W 

(5) 


. 3. Um nun Yon diesen üleichnngen auf die Untersuchung der Curse Anwen- 
dung zu machen hat man 

( 6 ) 

(7) 


.(#) 



hieraus nachDiSercnzialformel 158, pag.284 
9 X 0 ’y 9y 0 ’x 

9*y Bif 9y’ dif 9'/’ 

Oder da bereits berechnet ist, ein- 


facher r 

9'x>"” W Ox 
Nnn ist aus 8: 

-/9y\ £-b2r ,fÄ-|-2r \ 

^Ux) = - 2 ä-"’‘“Uä -»7 

and aus 6: 
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^ ^ (fi + r) ( ,i„ (" 7 ) + -i» ( )j- 7 j ] 

2r (Ä + r) [«i« 7 ) + 7 | 

(ß + 2r) cottc 7 ) 

' H );] 

fl + 2r 

<r(fl+ r)eo»({7)iin^|^^*-7| 


ö’j 

8a:’ 


8=y 

a8x’ 


(9) 


4. I)enkt man sich die Tangente OJ folglich ist ilie Sehne IIJ, verlängert HO, 
in J bis znr verlängerten Abscissenlinie die Tangente in der K|dcycluide in J. 

i.h„|,.,„ä,cii.s ISAySk^m-fjp.j, 

'3 yOTC=lga = ^^= cot ^ - i/j folglich 

Z.NJP=ZIIJP=ZJIII'=M°- '[ 

2 

also der den die Kreistangente 

MH mit der Normale JP der Epicyctoide 
bildet ist = dem Complemcnt des halben 
Wälzungswinkels 7:. 

6. Die Siibtangente KP ist nach 
Bd. II., pag. 185, Formel 1 

S _ 


oder Co/y — nj ■■ 
folglich n = 90° — 


, fl + 2r 

: COl - - II' 

2fl • 
fl + 


2R~‘f 

Nnn ist 

^ PHJ =90°-^' HFJ =90°-i^HPJ 
= 90°-l7 

also 


y /fl + 2i- \ 

8- = V‘9(-«-7) 


P 

3nl: 

4 

Oy 


( 10 ) 


Z PHJ - ZHCA = 90° - i7 - 7 
= 90° - i-, - 7 = 90° - 

Wenn, man aber die Sehne JH bis in FomeM' ‘ ® 

CA verlängert, so entsteht in der Ver- ^ 010 

UngoruDg derjenige Winkel , der mit i> y . = ycot( -T 7 | (i n 

den^ ^ fWJ zum auTseren ge- V ’-Ä / 

genuberliegenden Winkel eines Dreiecks Die Tangente JT nach nag. 185, 
bat, ist »Iso = ^FHJ \}f^ a Formel 3 


löxj 2fl"0 

Die Normale JL, welche mit der Sehne Jfl' znsammenfällt, nach pag, 185. 
Formel 5 . r s . 


, /Ä+2r \ 


(13) 


Der Krommungshalbmesser für den Punkt J in der Richtung der Nor- 
malo nach pae. 188, Formel 9 

_J.‘+(8x)j r,^ /fl+2r v.,Mfl+r)co.(i7).in*("+%) 4r(fl-f r)co. 

[l+cot*^ 3fl ''/J ’ fl + 2r “ fl + 2r ■ 

\8x»y 
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Die Abscisse des Mittelpunkts nach pag. 188, Formel 10. 

»s 


o 


bx 


= ' + “ä T Ir • ”* mr '< ) 


4r(Ä + r).c..^..i»W« + ?r, 


,/« + 2r \ 

Uä-v 


A + 2A 


,IR^2r \ 

‘"•K 2R f) 

( 16 ) 


Die Ordinate des Mittelpunkts nach pag. 188, Formel 11: 


4r (H + r) CM y fi« • ( 
-(RVir) ■ 


B + 2r 


2A 


» 


) 


(16) 


, -CD’ ^ 

’ 755T”’ + ~“ 

V8*»/ 

4r(B+r) <f . ( R + ir \ 

=»- sT2r ir’<) 

7. Rectification der Epicycloide. Nach der allgemeinen Rectificstions- 
forniel, Bd. II., pag. 191. 

erhält man den Bo^n AJ - j ceiec Ox 

also nach Gl. 6 

AJ = ). = •/ ) • ^ (Ä + 0 [*i» * 7 + «» ^ 7 ] 

= ^^«+r) / co«c(^-^,.).««(^-^,)•CM(i7)0T 

=^(«.c;/;„^.2d(-|-) 

= y (B + r)»iii(j7) (17) 

Für 7 > = n wird der Halbkreis abgewältst, und man erhält: 

Die halbe Epicycloide AJfl = ^(R + r) (18) 

n 

daher Bogen ßJ= ^(B + r)[l - sin(i 7 )] = 8 y (B + r) ^ (19) 


8. Denkt man sich anstatt dafs der 
Halbkreis BKA auf RD ron ß bis 0 sich 
abwälzt, den Kreis um den festen Mittel- 
punkt (! drehbar und den Bogen BO 
dnrch Drehung um den Mittelpunkt C 
eon B bis D gegen B fortgeschoben, so 
dals Termöge eines starken Drucks der 
Peripherie OB gegen den Punkt B des 
Rades die beiden einander gleichen Bo- 
gen BEA und BFO zugleich beschrieben 
werden, so geschieht dieselbe Beschrei- 
bnng dieser gleichen Bogen, wenn an 
dem Kreis AEB in B ein .Stift sich be- 
6ndet, und an D die Epicycloide DJA 
befestigt ist, welche von B ans diesen 
Stift bei der Bewegung ron B nach D 


Ton B über E bis A mit fortnimrat. Wenn 
demnach der Kreis um O der Theilrifs 
zwischen den Zähnen eines tietriebes und 
der Kreis des Bogens BD der Theilrifs 
eines Stirnrades ist, so legen beide Thei- 
kreise in jedem noch so kleinen Zeittheil- 
chen gleich gmfse Bogen znrück: d. h. 
Kraft und Widerstand haben jederzeit 
einerlei Geschwindigkeit, wenn die Zähne 
des Rades auf der angreifenden Ober- 
fläche Tom Theilrifs ab die Form eines 
cycloidischen Bogens DJ haben. 

Epoche «Ine« Veltktrpen ist der mitt- 
lere Ort desselben in seiner Bahn für 
irgend einen bestimmten Zeitangenblick. 
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In dem Art. Anomalie ist (Fig. 66) 
B der wirkliche Ort des Planeten. In 
der Nähe de.s Perihels P i.nt seine Ge- 
schwindigkeit am grüfsten, mit der An- 
näherung an das Aphel A wird sie im- 
mer geringer; da nun Ton dem Planet 
der Weg PBA so wie die zweite halbe 
Ellipse ADP in immer ronstanler Zeit 
zuruckgelegt wird, so würde der Planet, 
wenn er denselben Weg mit gleichför- 
miger Geschwindigkeit zurucklegte in 
B noch nicht gelan;^ sein, sondern erst 
etwa in B' sich befinden. Dieser einge- 
bildete Ort B' heilst der mittlere Ort 
des Planeten, und dieser wird zur Epoche 
des Planeten, wenn derselbe Ton ihm 
an einem ganz bestimmten Zeitpunkt 
z. B. zu der Zeit des mittleren Mittags, 
den der Berliner Meridian am Iten Ja- 
nuar 1801, als dem Anfang des 19ten 
Jahrhunderts halte, eingenommen wor- 
den ist. 

Die Aufstellung solcher Epoche für 
unsre Erde, unsren Mond, für jeden Pla- 
neten und Kometen hat den Nutzen, dafs 
Ton derselben aus zu jedem späteren 
Zeitpunkt deren jedesmaliger mittlerer 
Ort mit. Hülfe der Ton ihnen liekannten 
mittleren Bewegungen genau berechnet 
werden kann, wie dies aus dem Art. 
Anomalie zu ersehen ist. 

Hält man den eben gedachten mittle- 
ren Mittag als den Nornialzeitpnnkt fest, 
so ist die Epoche der Erde der Ort io 
der Ekliptik, in welchem die Erde sich 
zu Jener Mittagszeit befunden hat. 

Es ist nun noch erforderlich, dafs der 
mittlere Ort eine allgemein Terständliche 
Bezeichnung erhalte. In dem Art. : ,astro- 
nomische Länge* ist bereits ange- 


Fig. 6U 



führt, dafs der Ort der Erde in der Eklip- 
t'k_ als Länge in Graden östlich Tom 
Frühlingspnnkt angegeben srird. Auch 


bei den Orten der anderen Planeten wird 
der Krühlingspunkt unsrer Ekliptik zu 
Grunde gelegt. 

Es sei P’KA'K^P' die elliptische Bahn 
irgend eines Planeten um die Sonne .S; 
Plc AK, P die bis in diese Bahn erwei- 
terte Ebene der Ekliptik, F in derselben 
der Frühlingspnnkt, r das Perihel, A das 
Aphel, F, die Epoche der Erde, so ist 
der östliche Abstand der Erde E Ton F 
der Bugen KAK'F, also zugleich die 
Länge Ton E. Ist M der mittlere Ort 
und die Epoche des Planeten, K' der auf- 
steigende, K, der niedersteigende Kno- 
ten, P’ das Perihel, A' das Aphel, so ge- 
schieht die Bewegung des Planeten nach 
der Richtung PfLA'lH ; hat nun der auf- 
steigende Knoten IC die Länpe K'F, so 
nimmt man dieselbe Länge für KF" und 
zählt die Länge Ton M Ton dem Null- 
punkt F* und der mittlere Ort Ton M 
ist der Bogen MA'KF'. 

Um nun den mittleren Ort des Plane- 
ten für einen bestimmten späteren Zeit- 

f innkt zu finden, kennt man die Um- 
aufszeit des Planeten, also auch die mitt- 
lere Bewegung desselben nach Graden 
in einem Jahre, in einem Tage und je- 
dem beliebigen noch so kleinen Zeitraum, 
also auch in der Zeit T nach der Epoche, 
in welcher der mittlere Ort angegeben 
werden soll; und dieser Bogen, der den 
ganzen Umkreis mehrere Haie in sich be- 
greifen kann (n x 360 + a = o Grade)', der 
I,änge F’AM hinzngesetzt gibt (wenn a 
= Bogen MKtP’K‘H"= ist) den Terlang- 
ten mittleren Ort Jf, nämlich dessen 
IJinge TM’. 

Der Unterschied dieser Länge und der 
bekannten Länge F'M'K, P des Perihels 
P gibt den Abstand M'K,P des mittle- 
ren Orts M' Tom Perihel f* und aus die- 
sem kann (s. Anomalie) der wirkliche 
Ort des Planeten, der in der Nähe des 
•Aphels etwas Torwärts, etwa in M" lie- 
gen wird, gefunden werden. 

Unter Epoche eines Weltkörpers Ter- 
steht man übrigens bald den mittleren 
Ort desselben, theils den Zeitangenblick 
für diesen Ort, theils die Länge des Orts. 

Epoche in der Chronologie ist der An- 
fangspunkt einer Zeitperiode, sowohl einer 
geschichtlichen, z. It. Ton der Yölker- 
wandening bis zu Carl dem Grofsen, als 
auch einer astronomischen, z. B. der 19 
jährigen Mctonschen Mundsperiode; da- 
her man Ton Begebenheiten sagt, dafs 
sie Epoche machen werden. 

Erdo, nnser Erdkörper, ist Ton der 
Sonne ans der dritte Planet (der Erste 
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ist der Uerkiir, der Zweite die Venns), 
ln dem Art. Atlrartion pag. 167 mit 
Kig. lt>4 ist eine hypothetUrhe Ansicht 
über die Entateliiing der l’laneten ans der 
Sonne aufgestclit und man kann sirh 
solcher Art auch unsre Erde entstanden 
denken, wodurch sowohl ihre Bewegung 
niu die Sonne, in einer elliptischen l.inio, 
ihre Axendrehnng und ihre sphäroidische 
Form erklärlich wird. 
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Es sei .S der Sonnenkörper, FSH IV 
die Ekliptik, in welcher die Erde sich 
um die Sonne bewegt, F der Frnhlings- 
punkt, .S derSonimerpnnkt, H derllerbst- 

nnkt, IF der Winterpunkt, so wird diese 

ahn nach der Richtung F.SI/tF Ton der 
Erde E diirchlanfen; in jedem Augen- 
blick des Fortschritts in der Ekliptik aber 
bewegt sie sich angleicb um ihre Axe 
nach derselben Richtung, wie die Pfeile 
es anzeigen. Stellt man sich in (iedan- 
ken auf einem Punkt der Ekliptik, nm 
'dieselbe nach Art der Erde zu dnrchlau- 
fen, so niufs man die Sonne ansehen, 
mit dom rechten Fufs weiter schreiten 
nnd zugleich mit der linken Seite des 
Körpers nach hinten nnd um den Kör- 
]>er herum schwenken, überhaupt wäh- 
rend der ganzen Emkreisung der Sonne 
eine Bewegting machen wie in einem 
mnden Saal ein Tänzer eine Linkstour 
walzt , und zwar dergestalt fortschreitend, 
dafs die nach der Saalwandung gerich- 
tete Häute des Körpers Torwarts sich 
bewegt, die nachdem Inneren des Saales 
befindliche Hälfte aber die rückgängige 
Uewegung macht. 

Die Kichtnng FSHW in der Ekliptik 
ist die Richtung von Abend über Mittag 
nach Morgen und in dieser Richtung 
scheinen auch die Sonne ,und alle übri- 
gen Gestirne sich fortziibewegen. Steht 
nämlich die Erde in F, so scheint die 
Sonne in // zu stehen, und bewegt sich 
nun weiter die Erde nach S, so scheint 
die Sonne nach U', also denselben Weg 
mit der Erde zn verfolgen. 

Dis Dimensionen der Bahn s. Ekliptik 


am Schliifs; über die verschiedenen Ge- 
schwindigkeiten der Erde an der Ekliptik 
s. Hahn der Weltkürper pag. 301 ii. f. 
Folgende mittlere Zahlenangaben werden 
hier der l'eliersicht wegen zusammen 
gestellt. 

l'mfang des Ae<|uator$ 5400 g. Ml. 
Durchmesser des Aeijuators 1718, »7 g Ml. 
I Grad des Ae<|natora 15 g Ml. zu0,985087li 
preiifs. Ml. = 14,7783 prenfa. Ml. 

1 Minute des Aeqnatora j geogr. Ml. = 
497, .54 preiifs. Ruthen. 

1 Seriinde des Aeqnatora jj, g. Ml. = 
8,21 prenfs. Ruthen. 

Diirchme.sser der Axe 1713,13 g. Ml. 
Unterschied zwischen Aeqiiator nnd Erd- 
axe 5,74 g. Ml. 

Abplattung = . 

I Meridian beträgt 5390,688 g. Ml. 

1 Meridianqnadrant 1347,667 g. Ml. 

I Meridiangrad durchschnittlich 14,974g. Ml. 
Oberfläche der Erde 9261 108 g. OMI. 
Kubikinhalt der Erde 2650 Millionen g. 
Ktibikml. 

Die Enie durchläuft in 365j Tagen = 
8766 Stunden die EkUptik von 1 3991 7000 
geogr. Ml. ^ 

hiernach 
Geschwindigkeit 

in 1 Stunde durchschnittlich 14820 g. Ml. 
in 1 Minute , '247 g. Ml. 

in 1 Secunde , 4,13 g. Ml. 

Umdrehungsgeschwiiuligkeit im Aeqiiator 
in 24 Stunden = 5400 g. Ml. 
in 1 Stunde = 225 g. Ml. 
in 1 Minute = 3,75 g. Ml. 

in 1 Secunde = 0,0625 g. Ml. 

= 123,136 prfs. Ruthen. 
Dichtigkeit der Erde c. 4J mal der des 
W^assers. 

Erdferae, s. Apogeum. 

Erdnähe, Perigenm, s. u. Apogenm. 
Erfahrung ist die Folge entweder einer 
Beobachtung oder eines Versuchs (a. Be- 
obachtung). 

Erglninng s. Complement, deka- 
dische Ergänzung. 

Ergiunngiecke, SnpplementHcke s. 

u. Ecke No. 6. 

ErgänxonglgUed einer Reihe a. n. Dif- 
ferenzialrechnung 1., No. 1 und 8. 

Erkenntnllksätze sind: die Erklärung 
(Dcfinitioli), der Grundsatz (Axiom), der 
Lehrsatz (Thaerema) nnd der Folgesatz 
oder Zusatz (Corollarinm). 

Erklärung in der Mathematik ist gleich- 
bedeutend mit Definition. S. d. Art. 
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ErleacbtOII|lkr(U eines Planeten ist 
die Grenze zrtischeii der ilurch die Sonne 
erleuchteten und der dunklen Oberfläche 
desselben. Wennaleich die Sonne siel 
(frölser ist abs jeder der Planeten, also 
mehr als die Hälfte deren Ülierfläche 
durch sie erleuchtet wird, so kann man 
doch we^n der i;rorsen Kntfemung der 
Sonne von ihnen die Strahlen als d- be- 
trachten und aDiiehmen, dafs von jedem 
Planeten also auch von der Erde nicht 
mehr als die Hälfte seiner Oberfläche 
wirklich erleuchtet wird, so dafs der Er- 
leuchtunf^skreis jedes Planeten ein grö- 
fster Kreis desselben ist. 

Evolate. Eine kurze Erkläruni; ^bt 
der kurze Art. Abwickelung mit Eig. 23. 

Es ist demnach eine E. eigentlich die 
Grenzlinie ABC einer beliebig krumm- 
linigen Chablone, um welche eine hieg- 
.same mathematische IJnie liegt, die un- 
ter steter Anspannung zu einer geraden 
Linie CE abgewickelt wird. Hierdurch 
entsteht eine andere Curve AUE, welche 
der Endpunkt A der E. beschreibt und 
iineigentlich die ab w ic k e I nde Li nie, 
die Evolvente genannt wird. 

In dem Art. Curvenlehre pag. 188, 

III. wird E. erklärt als die Curve der 
Mittelpunkte einer gegebenen Curve (der 
Evolvente) und den Zusammenhang bei- 
der in dieser ßeziehniig zeigt besonders 
Kig. 543, pw. 18C, die Cycloide ALCHB 
mH deren Evolute ATiVh. Hier ist TL 
der Krflmmungshalbmesser der Cycloide 
in dem Punkt L, dhr Endpunkt T liegt 
in der Cnrve ATW und LT ist an der- 
selben in r Tangente. Zieht man zwi- 
schen A nnd T an ,4r beliebig viele 
Tangenten bis tu dem Hogen AL , so 
werden alle diese Linien Krümmungs- 
halbmesser für den cycloidischen Bogen 
Ah, weil AT die Cnrve der klittelpunlito 
für diesen Bogen, so wie ATiV die Cnrve 
der Mittelpunkte für die halbe Cycloide 
ALC ist Es ist nämlich der Krümmunipt- 
halbmeeser für den Punkt A der Cycloide 
= 0, wie pag. 1!)8, No. f, am Schliifs 
nachwei.st, so dafs die Evolute mit dem 
Punkt A der Cycloide beginnt. 

Demnach ist hier jeder Krümmiing.s- 
halbme.sser wie LT, normal im Berüh- 
rungspunkt auf <ler Evolvente, die Tan- 
gente an der Evolute und gleich dem 
Bogen AT derselben. Folglich ist der 
Hogen AL zu betrachten als dadurch eiit- 
.stauden, dafs die Evolnte von A bis T 
in der geraden Linie TL abgewickelt ist. 

2. Es ist hier die Evolvente in der 
Cycloide gegeben. Eben so kann sie eine 
Parabel, eine Ellipse und Jeile beliebige längest werden. 


andere bekannte Cnrve sein. Wie die 
Gleichungen der E. bei gegebener Evol- 
vente gefunden werden , zeigt der oben 
citirte Art.: Curvenlehre, pag. 188, 
No. HL, indem die .Abscisse a und die 
Onlinate 6 für einen Krümmungsmittel- 
punkt durch x und y ausgedrückt wer- 
den, wonach man sodann durch Substi- 
tution der Werthe von x und y die Glei- 
chung zwischen a und b erhält. 

Das dortige Beispiel für die Parabel gibt 
1 fi 

Da lA immer positiv ist, so kann « — jp 
nicht subtractiv werden, nnd die Werthe 
von <1 fangen mit jp an. Für ii = fpist 
ä = 0, der Krümmnngshalbmes.ser liegt 
also in der Axe nnd gilt für den Schei- 
telpunkt. Die Curve der Mittelpunkte 
längt also nicht wie bei der Cycloide in 
einem Ciirvoiipnnkt an, sondern in Ent- 
fernung = Jp vom Scheitel in der Axe 
und man iiiiifs daher diese Curve als 
Evolute für w irkliclie .\b wickeln ng 
um die Länge jp in der Axe geradlinig 
sich verlängert denken, und zwar mufs 
diese Verlängerung an dem Berührungs- 
punkt Tangente an der Curve werden. 

Der Art. Ellipse gibt pag. -13 in For- 
mel 17 und 18 ilie Werthe von n und ,8 
(für a und b gesetzt) in x und y ans- 
gedrückt. (Ihne die Gleichung zwischen 

und ß daraus zu entwickeln hat man 
für X = 0 also auch y = 0 den Krüui- 
mungslialbniesser für den Scheitel und 

= 0, der Krümmung.shalbmesser liegt 
in der grofsen Axej für n erhält man 

— und dies ist zugleich der Werth für r. 

Ferner hat man für x= o, also für 
y = c und für den Scheitel der kleinen 
Axe R = a = der halben grofsen Axe, 

ß = — folglich r = = — in der klei- 

c ® c c 

nen Axe, oder wenn 2c’ <o’, in deren 
Verlängerung. 

Die Curve der Mittelpunkte besteht 
also aus -l Zweigen, welche um den Mit- 
telpunkt der Ellipse ein symmetrisch 
krummliniges Viereck bilden; die Ent- 
fernungen der Ecken in der grofsen Axe 

vom Mittcl|innkt siinl — , die der kleinen 

fl 

V 

Axe — . .Soll diese Curve für wirkliche 
r 

Abwickelung al.s Evolute gelten, so mufs 
sie in der grofsen Axe für jeden der 4 
c’ 

Zweige um die Idinge - geradlinig ver 
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Evolute. 


3. Ob nun in allen Fällen einer ad 2 
gedachten nothwendigen Abänderung der 
Curve der Mittelpunkte um sie zur Evo- 
lute für unmittelbare Abwälzung zu ge- 
stalten, auch wirklich eine solcne Evo- 
lute entsteht, verlangt eine allgemeine 
Untersuchung und diese erstreckt sich 
daher nur auf 2 Punkte. 1, Ob alle 
Krümmungshalbmesser auch Tangenten 
an der Evolute sind und 2, ob ein Bo- 
genstück der Evolute mit der Differenz 
beider zu den Endpunkten des Bogen- 
stücks gehörenden Krümmungshalbmesser 
gleich lang ist. 

4. Erster Satz: Sämmtliche Krüm- 
mungshalbmesser einer Curve sind an 
der Evolute Tangenten. 

Denn die beiden Formeln für die Ab- 
scisse o und die Ordinate h eines Krüm- 
mungsmittelpunkts durch X und y aus- 
gedruckt sind (Bd. II., pag. 188, II., III.) 


III. b = y + 


(gr 


Setzt mau für den zweiten Summand 
rechts, Eo. III. den Werth b — y iu II., 
so hat man 


a = x — {b-y) 


bx 


oder 
und aus III. 


iy-b) X - a = 0 




(1) 


( 2 ) 


II. 


(If)’ 


a — x — 


'ns; 

Khx’f 


8j 

dx 


In diesen Qieichungen ist für jeden 
Punkt der Evolute n die Abscisse, b die 
rechtwinklige Ordinate, beide von dem 
jedesmaligen x und y abhängig. ' Nimmt 
man x als urvariabel, differenzirt also 
Gleichung 1. nach x so erhält man 

^ Ox* bx'Ox Ox/ Ox 
oder 


. 9*« öy 96 9a ^ 

(y - ^) 9^ + ^ + ( “ Sr ■ äi ~ a* ~ ® 


^9x 


9x 9x 9x 


Nach Qieichung 2 sind die ersten 
3 Glieder dieser letzten Gleichung = 0, 
folglich ist 


^_y 

9x * 9x 9x “ 

Nun ist (Differenziaifonnel 140) 
9 6 96 9a 


(3) 


9x 9a 9x 

folglich diesen Werth in Gleichung 3 
substituirt und mit dividirt 

Oy 0_6 

9x'9a'*'*“° 

.. 96-1 

hieraus ^ = 

Oa 


Fig. 616. 



ilÖ 


(4) 


Es sei nun CL die Abscissenliuie für 
die gegebene Curve AEBy für den Cur- 
venpunkt R sei CD — x, DE = y, so ist 

/y ETL = ty a, wenn ET die Tan- 


gente in E an AEB ist. Ist GF/f die 
Evolute zu AEB, EF der Krümmungs- 
halbmesser zu fS, so ist CM = o, FM = b. 
Nun liegt aber dieser Halbmesser EF in 
der Normale zu E, mithin ist Z TEF 
= 90°; verlängert man also EF bis CL 
nach K, 

so Ist Z.EKT=9QP-tt 


oder 


tga = - cot (1 80° - EKT) = - cot (Z EKL) = 


- 1 



tg EKT = cot tt = 



und 


Gvolnte. 


63 


Evolute. 


If (ItOf’ - ZEKT) = If ZEKL = - eot a = - ^ 

& 


Da nun ^ = >f ZEKL Ut, «o bald Bodens einer Evolute iat = dem Unter- 
em. J. J « »chiod beider au den Endpunkten dea- 

Fk die Tangente in k an der Curve OFH gelben gehörenden Krümmungghalbmesser 
“t. »o wt mit^ ^ der Evolvente. 

^ 5 — Sind wieder a und t die Coordinaten für 

einen Punkt P der Evolute, FE der au- 
VÖx/ gehörige Krümmungahalameaaer p für den 

bewieaen, dafa BK in F an der Evolute Punkt £ der Evolvente, ao hat man au 
Tangente ist. Oleichnng 1 und 2 aus Bd. II., pag. IBS, 

!>, Zweiter Sata. Die Länge eines Formel 9 noch die dritte 


elf 


Differenairt man diese Qleichung mit x, so erhält man 
oder redneirt 


Die aweite Klammergröfse des ersten 
Summand wird nach Gleichung 2 = 0, Dx'Sx/ 

mithin reducirt sich die Qleichung auf fii ” ' 

Nach Gleichung 1 ist (y— = « - X, “» *• 

. . * Ox 84 8i Öa 

daher 8~ ~ 8x ' 8' 

r ^ = - (»— 41— -(a- xl ^ ^ Ans Gleichung 3 endlich 

8x ^ ’Bx *■ -'8x 8x * 8« 

und folglich mit Hälfe toq Gl. 3 

••g-=-(»-*)gi-(x-a)^ (6) g- 

Setat man in Gl. IS den Werth von P**“ ^ Werthe in Gleichung 
(x — a) aus Gl. 1, so hat man entsteht ai a a 


84 _ 8^ 8a 
8x 8x 8x 
Ans Gleichung 3 endlich 

8 y _ öx _ 8a 
Ux~~S}~~Bi 
8x 

Diese 3 Werthe in Qleichung 7 gesetat 
entsteht 

84 ^ 8a 8a 
8r 8a 8a 8x 8x 84 


8x 8x 


yroraua y - 4 = 


J 8x _ 
8y 

8x 8x 8x 


V'-*©’ 


und mitg- dividirt, sodann Zähler und 


Aua 01. b ist 

daher aus den beiden letaten Gleichungen 
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Excentrischer Krei». 


woraus 


-/i'-e: 


Oa + C 


Diese Formel ist die Rectificationsfor- 
inei (Hd. II., png. 191): 


wenn h statt y die Ordinate und a statt 
j die Abscisse ist, und dieser Rogen einer 
Kvolute ist also = dem Krümmungshalb- 
messer r für die Evolvente -f- einer Con- 
stante. 

Hezoichnet man daher den Anfangs- 
punkt der Evolute GFH (Fig. 616) für 
den Anfangspunkt C der Abscissen mit 
J, so ist der Bogen JGF= l = dem Krüm- 
mungshalbmesser FE -f einer Constante 
C, welche der Gleichung y = y-r für die 
Evolvente, also auch der Gleichung b=: fa 
für die Evolute entspricht und somit für 
alle Krümmungshalbmesser und Bogen 
derselben Kvolute dieselbe bleibt. Folg- 
lich ist der Bogen JGFH— A' = dem Krüm- 
mungshalbmesser r’, der von dem Punkt 
// aus zur Evolvente AEB gehört -|- der- 
selben Constante V. 


Aus - r C 
und ;.' = r'-|-C 
folgt aber FU = l' — X = r' — r 
womit der Satz erwiesen ist. 


.Evolation, s. v. w. Abwickelung: 
analytische Evolution s. v. w. Ent- 
wickelung einer Function in eine Reihe. 


Rectiücation (Bd. II., pag. 191) die Länge 
des Bogens über (? bis F = 

Dieser Bogen X ist nun gleich der in 
F an der Curve GFH gezeiconeten Tan- 
gente FE und es ist bereits der Bogen 
AE der Evolvente abgewickelt. 

Fällt man die Normale El) auf CL, 
setzt CD = x, ED=:y, so hat mau aus 
der gegebenen Gleichung b = ya für E 
die rechtwinklige Coorainatengleichuug 
zu entwickeln. 

Verlängert man die Tangente EF bis 
K in die Abschssenlinie CL so ist (Bd. II., 
pag. 185, Formel 2) 

woraus z_EKC=a gefunden wird. Man 
hat also 

CD = CM - D» 

oder EFcot a = a- Xco$ n (I) 

Ferner 

El) — y — b-^ EF iin rc = 6 -f 2 «tH <r (2) 
womit die Gleichung zwischen y und t 
gegeben ist. 

Die Entwickelung aller für die Evol- 
vente wisseuswürdigon Formeln aus der 
gefundeneu Coordinateugleichuug y = Fx 
s. Curvenlehre. 

ETOlvIrendfl Linie, s. v. w. Evol- 
vente. • 


Evolvente. Die Erklärung dieser Curve 
•‘i.'it in dem Art.: Abwickelung und in 
dem Art.: Evolute No. 1 und 2 gege- 
ben worden. Es wird diejenige Curve 
verstanden, welche durch unmittelbare 
Abwickelung einer biegsamen mathema- 
tischen Linie von einer gegebenen Curve, 
der Evolute hervorgeht. 

Ist (Fig. 616) GFH die gegebene Evo- 
lute; i.st nämlich CL die Abscissenlinie, 
C der Anfangspunkt der Abscissen, Fein 
Punkt der Evolute, a de.s.sen Abscisse, 
b de.ssen Ordinate und die Gleichung ge- 
geben b = tf.a 

Ist ferner von der Curve die in H oder 
rechts von H befestigte biegsajue Linie 
bis F abgewickolt, so findet man durch 


EzC6ntrlcltät ist bei der Ellipse der 
Abstand des Mittelpunkts von jedem der 
beiden Brennpunkte. 

Excentrisch ist jeder Punkt innerhalb 
eines Kreises, der nicht in dessen Mittel- 
punkt liegt. 

Ezcentrlsche Anomalie, s. u. Ano- 
malie. 

Ezcentrlscher KreU einer Ellipse ist 
der ans dem Mittelpunkt derselben mit 
deren halben grofsen Axe beschriebene 
Kreis, der also die Ellipse in den End- 
punkten der grofsen Axe tangirt. 

In dem Art.: Ellipse hat man For- 
mel 58 in Beziehung auf Fig. 609 die 
Ebene AJF — 



a — x 


\/‘2ax ~ X* ~ Are • sin 
z z 


in (- 



t 

Setzt man c = a so erhält man die 
Ebene* AJH. Folglich ist 


Ebene AJH : Ebene AJF = AC \ CD = aic 


Desgleichen nach Formel 59. 

Der Halbkreis AEBider halben Ellipse 
ADB = a:c. • ’ . 


Excentriflcher Kreis. 
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Demnach schneidet jede anf der 
fsen Axe genommene rechtwinklige Or- 
dinate von dem excentrischen Kreis und 
der Ellipse 2 Segmente ab, die wie die 
grofse Axe zur kleinen Axe sich vcr- 

ExhaOStiOD (Ausschuptiin^) ist ilas Ver- 
fahren, eine unbekannte beständige Crrifse 
dadurch anfznfinden, dafs man sie in eine 
Anzahl Theile zerlegt und Jeden dersel- 
ben mit 2bekannten (irörsen vergleicht, 
von denen die eine immer nüfser, die 
andere immer kleiner bleibt als der ihnen 
zugehörige Theil der Unhckunnten, so 
dafs mit der Vermehrnng der Theile die 
bekannten eiuschliersenden Theile den 
Unbekannten immer näher nml näher 
kommen ond von jenen als ihre Gren- 
zen begriflen und zusammengesetzt (aus- 
geschupft) werden. 

Ein Beispiel von diesem Verfahren 
gibt Bd, I., pag. 352 mit Fig. 224: 

Wege sind Prodnete aus Zeit und Ge- 
schwindigkeit; werden beide letzten als 
Linien dargestelll, so erscheint der Weg 
als Fläche. Ist nun die Zeit T in An- 
zahl Seennden durch die Linie AH in 
Anzahl Längen -Einheiten und die End- 
geschwindigkeit C in Anzahl Fufsen durch 
die normal auf AH genommene Linie 
BC in Längen-Einheiton ausgcdrückt, so 
ist offenbar das Rechteck A.X'HC die bild- 
liche Darstellung des Products L'xT. 

Nun wird zuerst bewiesen, duis für 
jeden von A ab in AB genommenen Zeit- 
T 

theil — durch die mit BC Parallele bis 

fl 

zur Diagonale AC gezogene gerade Linie 
die zugehörige Endgeschwindigkeit im 
Verbältnifs zu der Lange BC aitsdrückt. 

Um nun den den Gröfsen T mul C zu- 
gehörigen Weg 5 zu fiudeu ist folgendes 
(Exhaustions-) Vorfahren eingeschlagcn 
worden : 

Die Länge AB ist in gleiche Theile 
Aa f ab^ bä... yB getheilt. Für jeden 
dieser Theile sind die zugehörigen End- 
geschwindigkeiten aa\ bb\ dd' . . . ytc wie 
ßC verzeiennet. Es ist also für den Zeit- 
tbejl Aa die Anfangsgeschwindigkeit der 
Punkt A = 0, die Endgeschwindigkeit 
= oa'; aa' die Anfangs-, 66' die Endge- 
schwindigkeit für den Zeittheil ab u. s. w. 
Nun wird angenommen, dafs für jeden 
Zeittheil der Weg mit gleichförmiger Ge- 
schwindigkeit durchlaufen wird, einmal 
mit der Anfangsgeschwindigkeit und ein 
zweites Mal mit der Endgeschwindigkeit; 
der erste Weg ist jedesmal zu kleiu, der 
zweite jedesmal za grofs. Als den ersten 

lU. 


Weg erhält man für den Zeittheil An 
den Punkt A (als Fläche =0), als den 
zweiten Weg das Rechteck An x aa' = 
dem Rechteck na; der Weg 0 ist zu klein, 
das Rechteck «n als Weg zu grufk. So 
ist für den Zeittheil ab das Rechteck ba* 
als Weg zu klein, das Rechteck 6,4 als 
Weg zu grofs u. s. w. bis zu dem Zeit- 
theil yBf für welchen das Rechteck Btr 
als Weg zu kleiu, das Rechteck yC zu 
grofs ist. 

Nun ist die Summe der kleineren Hecbt- 
ecke kleiner als das AAfiC’, die Summe 
der grölsoren Rechtecke gröfser als das 
A.4ÄC. Man kann aber mit beliebiger 
Vermehtiing der Zeittheile in AB beide 
Summen dem beliebig nahe brin- 

gen, so <lafs der Unterschied beider Rocht- 
eckssummen kleiner wird als jede noch 
so kleine endliche Gröfse, ohne dafs beide 
Summen die Grofse des C^ABC je er- 
reichen. Demnach ist die Grenze 

zwischen beiden Kechteckssummen. 

Beide Summen der Rechtecke geben 
nun bildlich den Weg an, welcher in 
der Zeit T mit der Endgeschwindigkeit 
C durchlaufen wird; einmal diesen Weg 
zu kleiu und zum zweiten M.il zu grofs, 
folglich gibt das^.lÄf’das Bild für den 
wirklich zuruckgelcgten W’eg in Ver- 
hältnifs zu dem Rectangel AA'BC^ wel- 
che.« den Weg C’xT bildlich darstellt. 
Wie also t^AHC zu dem Rectangel AA'BC 
sich verhält, so inurs auch der wirkliche 
Weg zu dem Wege L'x T sich verlialteii 
und es ist daher der wirklich zurückge- 
legto Weg = |fT. 

F.in zweites Bei^piel dorsellien Art gibt 
Bd. II., pag. 211, No. 7 für die Ermitte- 
lung der Gröfso des geraden Cylinder- 
mantels. 

Ein an.iiytisches Beispiel gibt Bd. I.. 
pag. 280, Art.: „Bahn einer Masse“ 
u. s. w., in welcher die Endgeschwindig- 
keit V für einen gegebenen Weg » bei 
ungleichfömiig beschTounigter Bewegung 
ermittelt wird. Man findet mit Bezug 
anf Fig. 177 die Dllferenz der Quadrate 
zweier Geschwindigkeiten r’ — zwi- 
schen 2 Gröfsen eingc.«chtnsseu ; nämlich 


- r * < 


4i 


„ ()• + ;'! + J'i + -"3'„_i) 


4 z 

>“(>'! + )»+?'* +•••)'«) 

da nun der Unterschied beider einschlie- 
fsenden Gröfsen 

mit Vermehrnng von n beliebig klein 


Rxhaustion. 


or, 


Rxpofu*ntia1rf»o4inunj5. 


wenlen kann, so «ürJe eine andere be> 
kannte Grofse, melcbe ebenfalls zwi- 
schen denselben Grenzen be^rifTen ist» 
der Grofne ifleich und somit die 

Unbekannte r* — oder vielmehr da 
r^ = 0 ist, die verlangte Geschwindigkeit 
V gefunden sein. 


Man findet aber die Gröfse 4g* ( ^ —\ 

zwischen denselben Grenzen begriffen 
folglich bi 


(,T« -;r;) ='*»’, 7(a-. 


Kin ganz ühiiliches Beispiel ist in dem* 
selben Art.: No. 6 durchgefubrt. 


EzpaDsibel, s. u. Aggregntzustand und 
AenMiynainik. 


auch die Stellenzablen geouieiriscber Rei- 
ben Kxponenten genannt Aus demsel- 
ben Grunde werden auch die Logarith- 
men als Exponenten angesehen, sie zei- 
gen auch wirklich an, zu welcher Potenz 
die Basis erhol>en worden mufs um den 
Numerus zu gol^n. 

ExpOneoti&lcorTe ist eine solche Curve, 
in deren Gleichung die Abscisse x ab 
Potenzexponent vorkounut, z. B. 

Exponeatlalformel ist eine P'nnuet, 
in welcher veranderlicho Gröfsen ab Po- 
tenzexponenten Vorkommen. 

g = ä'; & = 

EzpÖ&eiltUlfaDCtlOII ist ein« Function, 
in welcher veränderliche Gröfsen als Po- 
tonzexponeiiten verkommen. 


ExpaftSion, s. Ausdehnung, Expa n* 
sion. 

ExpansUkraft, s. n. Aerodynami- 
sche Gesetze. 

Experlntant, s. v. w. Versuch, s. u. 
Beo hac ht un g. 

Exponefit ist immer eine ahstract« Zahl 
und entweder ein Factor oder die An- 
zahl gleicher Factoren. E. einer geome- 
metrbcheii Reihe ist die cnii.'^tante Zahl, 
welche ent.stebt wenn man ein ntes Glied 
durch ein (m— l)tes dividirt. Z. B. in 
der Reihe 

n • ne • ne* • ne* .... ne^ 
ist e der Exponent. Aus diesem Grunde 
nennt man auch den Quotient aus dem 
Iteii Giiede in das 2te Glied eines geo- 
metrischen Verbältnisses den Exponent 
des Verhältnisses: In dem Vorbält- 

uifs aib ist - der Exponent. 

Bei Potenzen und Wurzelu zeigt der 
E. die Anzahl der gleichen Factoren aus 
welchen die Potenz besteht. 

In a** = >4 ist n die Zahl , welche aii- 
zeigt, wie oft a mit sich seihst roultipli- 
cirt werden mufs um die Zahl A zu ge- 
ben; n ist der Potenzexpouent. 

M 

lu po = 6 zeigt n die Anzahl der glei- 
chen Factoren b aus deren Product die 
Zahl a besteht; n ist der Wurzelex- 
ponent. 


In der Reihe 



kÖDueu die Exponenten als Stellenzablen 
... -2- - 1 . 0. 1 . 2 -3 ... 
betrachtet werden, und es werden daher 


Exponentialgleichang ist eine Glei- 
chung, in welcher unbekannte Gröfsen 
als Potenzexpoiienten Vorkommen. 

ExpOH6ntialgrÖft6 ist eine Gröfse, in 
der eine uuhekanntc oder eine veränder- 
liche Gröfse ab Potenz vorkommt, die 
Wurzel kann veränderlich und unverän- 
derlich .sein, als: 



Expone&tialrechnang ist das Kntwicke- - 
Inngsverfahren für gegebene Exponential- 
gleichungen. K.h geschieht dies entweder 
durch Verwandlung der Exponentialglei- 
chung in eine logarithmische wie 

in iog ysx • log a 

wo nun für jeden Werth von t der Werth 
von y gefunden werden kann; oder durch 
Entwickelung in eine Reihe mit Uulfe 
des Mac-Lauritrschen oder Taylur'scheii 
Satzes. 

Die Function y ~ a" labt sich nach 
der Mac-Laurinbehen Reihe (Bd. II., pag. 
289) in eine Reihe entwickeln, die nacn 
ganzen positiven Potenzen von x fort- 
schreitet. Es ist nämlich nach Difforen- 
zialfuriuel 82 und 161 : 


hy 

0.r“ 

Ox* 


= • logn n 

= a''^ (ln n)* 






= ay 


f)Zs 

hx" 


= a'(lHo)" 


Für ar = 0 wirda^=l. 
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Extpnsion. 


Mithin nach der Mac-I,aurin’schen Reibe 

J = = 1 + a-tn/H 1 7^73 ' ")’ + •••• 

X In a (x/nny 

+ - Y“ ■ 1 T 2 " I . 2 -'s I •'2...(iir-T) 


I-2...(i«-l) 


Ch af 


Nun ist nach lid. II., iiag. 2!t.'! da.s Er- 
fiäniuii|;s|;lied 


= r.-2:.- 


Jr 


(la$i fol^eiuic Kr<;änziing:*glieit für 
das (n -f- !)te (ilied der Keihe 

= t.2...(nt.)^''‘ 

Also = dem ersten KrgäiuiingsgUede iiml> 

X 

tiplicirt mit In u 

M + 1 


Es kann aber n so grofs genommen 
werden, dafs 11 + I • wird als x!n n, folg- 
lich werden die nachfolgenden Glieder 
mit der Vergröfseruiig von n immer klei- 
ner und die Reihe convergirt. 

Für n = e = 2, 7182818. . ht logn a = I 
und 


u = e = I + — 4 4 4 

" 1 ^ 1.2^ 1-2.3^ 1.2...n 


ExUnsiOD, s. Ausdehnung (Rd. I., pag. 
186). 


6 
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Facit ist das Resultat der Ausroebuung 
eines in Ziüerzablcu gegebenen Exempels. 

Fftctor ist der gemeinscbaflliche Name 
Tou Multiplicandus und Multiplicator und 
überhaupt jede der zwei uder mehreren 
Zahlen, die mit einander multiplicirt 
werden sollen. 

FftCtQlD eine seltenere Bezeichnung für 
Product, dem Resultat aus einer Hut* 
tiplication. 

FacQlUt ist ein Pro<luct, dessen Fac- 
toren in arithmetischer Reihe fortschreiten- 
ox(flf 6)x(a+26)x(ö+36)x...,x[a+Cii-I)&] 
ist eine F. Ton n Factoren; a ist die Ba- 
sis, b der Unterschied oder die Pifferenz, 
die Anzahl der Factoren n der Exponent. 
Die Schreibweise der F. ist Terscnie<ien ; 
Klügel schlägt vor zu schreiben 
o"'* . 

Die einfachste K. , welche häufig vor- 
koniint und unter andern in den Rinn- 
mialcoefficienten deren Nenner ausmacht 
ist die Facultät 

1-2.3-4-ä ...» 

Man bezeichnet sie mit («) oder n! 

Demnach ist 

(2) oder 2! = 1 • 2 

(3) oder 3! = 1 •2-3 

(4) oder 4! = 1 • 2 . 3 . 4 

n. s. w. 

Fadendrcleck, ein Inslrnment zu Fest- 
stelluu^ einer l>estimmten Kiebtung, s. u. 
Culmination, Bd. II., pag. ItiO. 

Fadenkrenx. Bei jedem Fernrohr ist 
es für die genaue Messung von Winkeln 


von Wichtigkeit (s. den Art. .Astro- 
nomisches Fernrohr* mit Fig. 31), 
dafs der beohachtete Gegenstand N genau 
mit der Aze Cc des Fernrohrs Zusam- 
menfalle, and iler Gegenstand JV, wel- 
cher in der Ebene Ctr )des beiden Glä- 
sern AB und DE gemeinschaftlichen 
Brennpunkts r' als Luftbild erscheint, 
soll genau in den Punkt c' fallen. Da- 
mit dies iinn wirklich geschehe, wird in 
das Rohr innerhalb der Ebene CC" ein 
Metallring eingelegt, über welchen zwei 
oder mehrere Fäden dergestallt ausge- 
spannt werden, dafs sie sich in dem Mit- 
telpunkt überkreuzen, dafs dieser Kreuz- 
punkt also in den Axonpunkt c' fällt, 
und das Fernrohr wird auf den Gegen- 
stand so gerichtet, dafs er vor dom Ocu- 
lar AC mit dem Kreuzpnnkt c' in einerlei 
Punkt gesehen wird. 

Da das in die Ebene CC" fallende 
Luftbild durch das Glas AB vergrüfsert 
erscheint, so werden auch die Fäden in 
grüfserer Stärke als sie wirklich beträgt 
gesehen; daher mü.ssen die Fäden mög- 
lichst fein sein und es werden feine Me- 
tallfäden, am besten Spinneweben dazu 
genommen. 

Fall, ist Rewe^an^ eines Körpers ee- 
ßen einen anderen Körper in Folge der 
Anziehung (der Attraction, Grari- 
tation. Schwere), welche der zweite 
Körper anf den ersten äufsert. Ist kein 
Uindernifs der Bewegung Torbanden, so 
geschieht der Fall in gerader Linie ( 9 . 
Anziehung und Attraction). 

Im 2ten Art. No. 4 ist die Centrifural- 
kraft als das weise angeordnete Hinaer- 
nifs uaebgewiesen, dals die Weltkorper 
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in geraden Linien nicht auf einander 
fallen, und dafs beide Kräfte, die Schwere 
und die Centrifugalkraft vereinigt, al.e 
alleinige Ursachen für die Erhaltung der 
Weltsysteme mittelst gegenseitiger um- 
kreisender Bewegung wirksam sind. 

FaU, fIrelerFaU. Im gemeinen Leben 
versteht man unter Fall die Erschei- 
nung, dafs ein Kürj>er in der Luft frei- 
gelassen in gerader senkrechter Linie zur 
Erde sich bewegt; nämlich nach dem 
Mittelpunkt der Erde hin , weil dieser als 
Mittelpunkt der anziehenden Erdmasse 
zugleich der Mittelpunkt deren Schwer- 
kraft ist. Ein solcher ohne Hindernifs 
in gerader Linie statt habender Fall heifst 
freier Fall. 

Der Art. ,Attraetion* No. 9 weist 
nach, dals leichte und schwere Kötper 

§ leich schnell auf die Erde fallen; dafs 
ies in Wirklichkeit nicht geschieht, liegt 
in dem Widerstand der atmosphärischen 
Luft, welche schwere Körper wenig, leichte 
Körper mehr hindert, und da die Luft 
jedem Körper ohne Ausnahme beim Fall 
einen Widerstand verursacht, so gibt es 
auf unserer Erdoberfläche streng genom- 
men keinen freien Fall. 

2. Eine Theorie des freien Falls, ganz 
allgemein und mit veränderlicher Be- 
schleunigung betrachtet gibt der Art.: 
,Bahn einer Masse* etc., Bd. L, pag. 
380 mit Beispielen No. 4 über den Fall 
des Mondes auf die Erde wenn die Cen- 
trifngalkraft zu wirken aufhörte, und No. 5 
den Fall desselben durch die Erde wenn 
ein Durchmesser derselben mit geeigne- 
ter cylindrischer DnrchlafsöShung umge- 
ben wäre; ferner No. 10 und 11 dessen 
wiederholter (pendulirender) Fall durch 
die Erde. Endlich gibt der .Art. Bewe- 
gt! ng.gleichförmigbescbleiinigte, 
pag. 352, die Theorie des freien Falls in 
der Nähe unserer Erdoberfläche, also bei 
constanter Be.«chleunigung (ohne Rück- 
sicht auf den AViderstand der atmosphä- 
rischen LiiA). 

3. Aus den pag. 353, No 4 angegebe- 
nen Formeln gehen folgende Gesetze für 
den freien Fall hervor: 

C:c= T:t 

d. h. Boi 2 frei fallenden Körpern ver- 
halten sich die von der Ruhe ah erlang- 
ten Endgeschwindigkeiten (C, c) wie die 
von Anfang ab verflossenen Zeiten (T, (). 
Und gegenseitig: die hei 3 frei fallenden 
Körpern von der Ruhe ab verflossenen 
Zeiten verhalten sich wie die von ihnen 
erlangten Endgeschwindigkeiten. 

S : s = : c> = r’ : t* 


D. h. wenn 2 Körper von der Ruhe ab 
fallen, so verhalten sich die von ihnen 
durchlaufenen Fallhöhen wie die Qua- 
drate der erlangten Endgeschwindigkei- 
ten oder wie die Quadrate der während 
des Fallcns verflossenen Zeiten. 


4. Der Art.: .Bewegung in oinem 
widerstehenden Mittel*, pag. 361, 
gibt pag. 363 in Formel 7 : 



in Formel 8 


< = - 


41 G.4 


lojn ■ 


/A 

(j 


und in Formel 6 


I -I- e J 


* I ® 


alle 3 Formeln für den Fall auf die Erde 
mit Berucksichtifung dea Widerstandes 
der atmosphärischen Luft, wenn die Be- 
wegung (der Fall) mit der Geschwindig- 
keit 0 anfangt. Es bedeuten 
V die Endgeschwindigkeit. 

I der Weg oder die Fallhohe. 
t die Zeit des Falles in Secunden 
nnd aofserdem 

0 die Beschleunigung beim freien Fall' 
= 151 preuis. Fufs. 

A ein Versuchs-Coefficient für den Luft- 
widerstand, 

e die Basis der natürlichen Logarithmen. 


Fall, beschr&ttkter Fall. Jeder Fall, 
d. b. jede Bewegung, welche die Anzie- 
hung eines Körpers auf einen anderen 
Körper zu jenem bin TeranlaCst, wird be- 
schränkt, wenn die Bewegung auch 
noch anderen Einflüssen unterworfen ist, 
wie im Iten Art. Fall tou der Centn- 
fiigalkrafl gesagt worden. 

Die Kraft der Schwere wirkt auf jedes 
einzelne Massenelement gleich stark nnd 
der Art, dafs es in der ersten Seciinde 
in unserer Gegend 1 öl preufs. Fnfs. (Be- 
schleunigmig g) fällt. Bezeichnet man 
das Mas.senolement mit m so ist sein 
Effect io der ersten Secunde beim freien 
Fall = Masse mal Wetr = g • m. Hat ein© 
andere Masse (.1/) n Masscnelemente, ist 
also = und bezeichnet man die 

Beschleunigung von J/ mit G so ist 
BG = « • m • j 

, ^ n . « Jf 

al.0 C= = 


Beim beschränkten Fall wird mm die- 
ser für alle Maasen conatant bleibenden 
Schwerkraft entgegenwirkt; entweder di- 
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rect ln gerader Linie senkrecht anfwärls 
oder nach Seitenricbtungen , von denen 
ein Theii der Kraft in die Richtung senk- 
recht aufwärts reducirt wird. 

Der beschränkte Fall bt also so anzu- 
sehen, dafs mit einer Masse M, welche 
fallen will, eine andere kleinere Masse 
M' das Bestreben hat zu steigen. Daher 
ist die nach der Richtung senkrecht ab- 
wärts wirkende Masse M — M’ und deren 
Effect in der ersten Secunde 
Mg - M'g = (,M-M’)g 

Nun wirkt aber die Schwerkraft senk- 
recht aliwärts auf beide Massen M und 
M', also auf M -t- M' nach der Richtung 
senkrecht abwärts. Bezeichnet man da- 
her die summarische Beschleunigung bei- 
der Massen senkrecht al>wärls mit G, so 
ist deren Effect 

^(,M + M’)G 

Man hat also 

(,M - M") g = (.M + .«') G 
woraus die Beschleunigung für den be- 
schränkten Fall 

„ M-M’ 

M + M'^ 

MassenßröfseD sind uns nnlickannt, d.v 
gegen verhalten sich dioclhen vie deren 
liowiebte. 8iiul diese und Q', so hat 
man 

^ (?+ c’ 

Es sollen hier fulgende Fälle betrach- 
tet werden. 

A. Der Fall im Wasser. 

Wenn ein Körper o l’fnnd wiegt und 
ein ihm gleiches Volum Wasser wiegt 
o' Pfund, so verdrängt der Körper in 
Wasser gesenkt o' Pfund Wasser, wel- 
ches den von dem Körper cingenumme- 
nen Raum von unten nach oben wieder 
ausznfüllen strebt. Mit a l’fund Uewicht 
will der Körper fallen, mit «’ Pfund 
strebt das Wasser ihn zu heben; ist a >a 
so wird der Körper mit der Kraft a — a 
in die Höhe getneben, ist a> a so sinkt 
er, d. h. er fällt mit der L’eberwucht 
\a-a) (s. beschleunigende Kraft); 
seine Masse ist a, fol^li^ die beschleu- 
nigende Kraft = — ~ 

die Beschleunigung = g. 

zeichnet man das specifische Gewicht des 
Körpers mit « so ist j = «, folglich die 


70 Fall, beschränkter Fall. 

Der Körper fällt also in l Secunden 
um die Tiefe s = gl' 

erlangt die Geschwindigkeit c = 2 gi 

Wird er im Wasser mit der Geschwin* 
digkeit r hioabgestoD$en, so erlangt er in < 
Secunden 

die Tiefe S = rl + ^ ~ gt* 
a 

und die Endgeschwindigkeit 

C = e d" 2 gl 

ft 

An merk. Dafs hier die Hasse a des 
Körpers und nicht lüe des Körners + der 
des Wassers a-\-a' in den Nenner ge* 
setzt wird liegt darin, dafs der einge- 
senkte Körper im Wasser das Ge1^u•ht 
a' verliert; er wiegt nur noch ) 

Pfund, hierzu das Gewicht des verdräng- 
ten Wassers = a' gibt a — d + a' = o Pfund. 
U. Fall um eine feste Kelle. 

1. Ohne Rücksicht auf Reibung. 
Geber einer festen Rolle 
hangen an einem Faden Fig 017. 

2 Gewichte Q, »So tief 
das gröfsc re Gewicht (> sinkt 
so hoch steigt das kleinere 
Gewicht 9. Uio Ttdier- 
wucht ist 0 — 9a die Masse 
auf welche die Schwere 
wirkt ist (J i g und die Be- 
schleunigung (i = ^ J 9 

Hieraus findet mau wie 
ad A. in t »Secunden die 
Höhe des Falls von Q und 
der Steigung von 9 

Q + g . 

die Endgeschwindigkeit beider Gewichte 



Be- 


2. Mit Berücksichtigung der Reibung 
zwischen dem Zapfen der Rolle und dem 
Lager, wenn das Gewicht der Rolle mit 
10, der Halbmesser der Rolle mit H ♦ der 
Halbmesser des Zapfens mit r und der 
Reibungscoeflicient mit ,« bezeichnet wird, 
hat man das Reibungshindernifs in das 
rechts für 0 betindliche Fadcuende re* 
cliicirt 

(() + 9 + w) it 
mithin die l'eberwucbt 


Beschleunigung “ = ^ - 9 — (0 + 9 + «■) - 
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und die Be.schleunignng 

0 - ? - (P + 9 + «’) -ß- /* 

= 0 + 9 ’ 

C. Der Fall auf der schiefen 
Ebene. 

I. Ohne Rücksicht auf Reibung. 

Auf der schiefen Ebene AH liert ein 
Körper A Tom Gewicht 0; die Schwere 
strebt, ihn nach der lotbrechten Riok- 
tnng AD herab zu bewegen, die Wan- 
dung AB der schiefen Ebene hindert dies, 

Fig. CI 8. 


Daher wie in A und B. 

Die Endgeschwindigkeit C = 2gltina 
der Weg S 

oder wenn man die Länge AB der schie- 
fen Ebene mit /, deren Höhe AC mit k 
bezeichnet, 


C = 2g. 
S = g- 


l 



die Bewegung kann nur nach der Rich- 
tung AB geschehen und das Gewicht 0 
übt dabei einen Druck nach AE lothrecht 
anf AB aus. 

Stellt -IF als Länge das Gewicht 0 
Tor, so entsteht ans dieser als Mittelkraft 
das Parallelogramm AEFG der Kräfte. 

Es ist AE= AE cos EAE = AE cos ii 
also der Normaldruck nach AE = 0 cos o, 
welche Ton der festen Wandung AB 
aufgehoben wird. 

Es bleibt daher nur für den Fall die 
zweite Seitenkraft 

AG = 0 sin n 
als bewegende Kraft. 

Die Masse anf welche die Schwere wirkt 
ist 0, folglich die beschleunigende Kraft 
0 sin n 

unabhängig von dem Gewicht des Kör- 
pers, und die Beschleunigung 0 ist = 

g liw n. 


Für den Fall anf der schiefen Ebene 
ergeben sich einige interessante Gesetze: 

1. Beim freien Fall ist C = 2gT 
Hilf der schiefen Ebene c = 2j -j- < 

Bei T=l ist also 
C:c = h.h = AB:AC = AD:AB 

D. h. Wenn TO n zweien Körpern 
der eine senkrecht nach ,4D, der 
andere längs AB fällt, so geben 
beide Linien AB und AC oder AD 
und AB das Verbältnirs der in 
gleichen Zeiten erlangten End- 
geschwindigkeiten. 

2. Ist C = c so hat man 

T.t = k:l=AC.AB 
d. h. wenn 2 Körper, TOn denen 
der eine senkrecht nach AD herab, 
der andere längs /!// fällt, gleiche 

Geschwindigkeiten erlangthaben, 

so geben die beiden Linien AC und 
AB das Verhältnifs der Ton ihnen 
diirchlanfenen Fallzeiten. 

3. Beim freien Fall ist S = gT‘ 
auf der schiefen Ebene s = g- — i* 


Bei gleichen Fallzeiten T nnd l ist 
S-.s = l:h = AD:AB 
d. h. wenn 2 Körper nach AD und 


AB fallen, so 
und AB das 


reben die Linien AD 


I geben 

Verhültnirs der Ton 
bnen gleichzeitig durchlaufenen 
Wege. 

4. Da /_ABD ein Rechter ist, so lie- 
gen die 3 Punkte A, Bt D in der Pe- 
ripherie eines Halbkreises, AD ist der 
Durchmesser, AB eine .Sehne. Es folgt 
also aus No. 3, dafs alle Ton dem 
obersten Punkt eines senkrehten 
Dnrehmessera gezogene Sehnen 
des Kreises Ton einem Körper 
gleichzeitig durchlaufen werden. 

C* 

5. Beim freien Fall ist * = ^ 
anf der schiefen Ebene Ist s = r- 
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Bei gleichen Endge.schwindigkeiten ist 
daher 

S\t = hil = AC-.AB 
d. h. 2 Körper, die nach der Höhe 
und der I.ä n ee der er hi efe n Ebene 
fallen, erhalten an der Basis BC 
gleiche Endgeschwindigkeiten. 

II. Mit Kücksicht anf Reihung. 

Wegen der Reibung iwisrhen dem Kör- 
per TOm Gewicht Q und der Wandung 
AB widersteht diese jetst nicht in der 
lothrechten Linie AE, .sondern nach einer 
Richtung AE', welche mit AE den Rei- 
bungswinkel I bildet 

Demnach entsteht ein Parallelogramm 
AE'FG, und es ist: 


Fig. 619. 



hieraus 


AF : AE ' : AG = sin AEF-.tin AFE : sin EAF 

= sin (90” + r) : sin (90° — n) : sin (« - i) 

AG = AF = AF 

sin (90° + 1 ) cos r 


Es ist also die bewegende Kraft 
_ sin (n ^ 

cos r 

die .Schwere wirkt anf die Ha.sse Q 
mithin die beschleunigende Kraft 
_ sin (n — j) Q ^ sin (« — f) 
cos r Q cot t 

und die Beschleunigung = j 

. D. Fall durch einen Kreisbogen. 

Ein durch die Schwere angegriffener 
Körper bewegt sich durch den senkrecht 
anfgestellten beliebigen Kreisbogen BA-, 

Fig. 020. 



es ist die Zeit zu ermitteln, in welcher 
er von R und ron der Ruhe aus bis zu 
dem tiefsten Punkt A gekommen ist. 

Es sei C der Mittelpunkt des Bogens, 
BD horizontal; nimmt man ein beliebi- 
ges Stück BE des Bogens, zieht EF^BB, 
setzt EF= 9 , l)F=x, so kann man den 
Bogen RE als eine Menge sehr kleiner 
aneinander liegender Polygonseiten oder 
.schiefe Ebenen betrachten. Da nun nach 
No. C, I., 5, ein Körper einerlei Geschwin- 
digkeit erhält, er mag die Höhe der schie- 
fen Ebene frei herab fallen oder längs 
der schiefen Ebene sich bewegen, so er- 
hält der Körper auch dieselbe Geschwin- 
digkeit (vergl. auch No. 4) wenn 
er durch mehrere an einander 
liegende schiefe Ebenen sich 
bewe^. Die Geschwindigkeit 
des Körpers in E ist also = 
0 = 2 \'gx 

Dasselbe Resultat erhält man 
durch die allgemeinen nhoro- 
nomischen Gleichungen, Bd. 1., 
pag. 357 , No, 4. 

Denn liezeichnet i die Zeit 
für den Weg durch den Bo- 
gen BE=i, so ist nach For- 
mel 2 die Beschlennignng in 
£ und zwar nach der Tan- 
gente EH gerichtet 
D'z 


G = i 


01 » 


Diese ist aber offenbar die 
Beschleunigung der Schwere, 
wenn dieselbe nach der Rich- 
tung,£// reducirt wird. D. h. 
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wenn EJ die Beschloanigonge der Schwere „8^» 9f_, §5 

Torstellt und C die nach der Tangente 
EH reducirte Beschlennignng beaeicTinet, , integrirt 

so ist “ 

C:, = EE:EJ (S) = ^ 

Nun ist nach Bd. I., pag. 367, Formel 1 : 

8 < 

8l~* 

folglich hat man 

»’ = 4jx 

oder e = 2pjx (1) 

... .. . 8« indem die Constante fortlällt, weil für 

Multiplicirt man beiderseits mit 4 , ^ = 0 auch c = 0 ist. 

so erhält man Nnn ist nach Formel 4, pag. 358 


« EK 
woraus C = — • J 

£r J 

oder durch die Seiten des sehr kleinen 
Dreiecks ELM aosgedrückt 
\ ^ ML 8x 
EL^~^T>$ 

8’» 8x 


Man hat demnach 

* Ol* 'o* 


c= Abszi /'-i=8s= /irr--|-‘-ö* 

y » J ai/jx J 2 KJX 8x 


,(2) 


Ferner ist EL^=EM’ + ML^ 
oder (8«)> = (8»)’ + (8x)> 


8 _*_ 1/1 , 
8x“ F 


nnd 

also 


2y|{= 2 ('•--) 


8« 


Und wenn man den Halbmesser AC 
mit r, die Höhe AD des Bogens AB mit nnd 
ä beieichnet 


y’ = (*-x)(2r-* + x) 
oder FA = k — x = H gesetzt : 

S> = M (2r - «) 

also »- = — 1 

öx 


8y 8a 8» 

8--8x = »8-* = 

8y _ a — r _ a — r 

8x ~ y “ 7ö 


« — r 

( 6 ) 


(3) hiernach 

(4) 

9* f n(2r-«) |/n(2r-»») 

Folglich Terwaodelt sich Gl. 2 


'=/2 


2 l'j (* - «) l'a (2r - a) 


: 9x 


r — 9u 

~^\gj p'(* - a)(^a'- a*) 


(7) 


(») 


Dieses Integral läfst sieh nnr näherangsweise angeben, indem man es in eine 
Reihe entwickelt. Zu diesem Behuf forme man um 


- 1 


- 1 


V (*- a)(2ra-a») 


die letzte Wurzelgrüfse mit Hülfe des binomüchen I 

— ‘ - 1 _ 1 ) - + - i2L-J . / “ V _ ziiziirJ / • V 

./ ü V ^7 ^ \®7 1 • 2 • 3 ^2r^ 

V ^~ 2 r 




Entwickelt man die letzte Wurzelgrüfse mit Hülfe des binomüchen Satzes, 
so hat man 


-1-1 

+ 




a 


= l+i 


2r 2-4\2r^ 7^2-4-6\2r^ 


+ .. .+ 


l-3*5-7...(2a- I) 


Multiplicirt man daher das 2te Glied 


2. 4.6. 8. ..(2a) 

Gleichung 9 mit jedem einzel- 


l'äa — a> 

neu Gliede dieser Reihe so erhält man die zu integrirende Function: 
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-If, L ' I /“V * _ I 

I 7 r I |Au— u‘ 2-4 * 2 r/ | Ah - h’ 

1 /«y< 1 1 

2 . 4 . G . . . . 2« 1 2r | ‘ ‘ ‘ J 

Leiten und iii integrireii 

V r 

( 2 r)’'+i y,AH-u> 


( 10 ) 

Das allRClaeine (ilietl der entHirkelten und iii integrireiiden Reihe ist demnach 
1 • 3 • 5 ■ ... 2 h - 1 
~2'^4-ti.~ “2iT 

- r -«* 

Schreibt man nun für / ^ 

■' I Aii*-h’ 


[Am— ' \hu — u* » (Am — u* 

so hul man fur .-Viiwendunp die allge- hieraus ist t/’x = (n - 1) 
meine Rediictionsfornid: — h 

/.,a-./a-.Dx=.,a-/jra-Dx-/[v.V//-a-Dx]0* f'’’"" 

Fm mit Hülfe dieser Kyrmel das erste jg jjt 
Integral rechts des lileichheitsicichens 
lu finden, setzt man 


( 11 ) 


7 X = u 

'’üi- H—1 1 Äi--r;r= -y(H - 1) «■'-= i *«-■<■ a« 

(ÄH ~ «•) j 

} Am — 


ffx • dx = <’*« = I Am — «* 

J I Am — m’ 

Mithin 


A}A - 'Qh"-‘_^ 
J I Äh — K* 


I Ah - m- - (h - 1) /*" ' fl« 


= h'-' I Ah 


Au — - (h — I) A / (iu 4 (n — I) j — ftu 

I Am — * I Au — m* 
Diesen Werth in Gleichung 11 gesetzt gibt 

/ •» ,f J* /* »» 

” = I Am — u'-*— (rt — l)A / -rr- Om f (« — 1) / — - Om 

• |ÄM“M= |Au-ii‘ |Am — M* 

I'Ah — h’ 


und reducirt: 

* ) Am — «* J Am — M* 

Dividirt man mit n, so erhält man da.s Integral des allgemeinen Gliedes der 
Ueihe 


: «** * 1 Am — tt* -f (« • 


/- I Ah - H* + A / -L 

'' iAh-u’ " • | Ah— ii’ 


Ob 


(12) 


ln der Reihe 10 ist das erste Glied 

, das zweite / ” u. s. 

I Ab — H* ,' \ Am — II* 

w. und bei demselben Nenner sind die 
Zähler der Integrale der Reihe nach 
ii“, ii', u‘ .... b". Man hat daher in dem 
Integral 12 des allgemeinen Gliedes für 
« nach lind nach die Werthe 0, I, 2, 3 
it. s. w. zu setzen und jedes der ein- 
zelnen Glieder zu integriren. 

Feruer ist zu bemerken, dafs in Bezug 


auf Fig. G20 beim Anfang des Schwun- 
ges X in dom Punkt D = 0 ist und bis 
zur Milte des Schwunges auf die Höhe 
DA^h wächst- Da nun m = A — x, so 
bleibt auch h in den Grenzen zwischen 
0 lind A, es iiuifs daher jedes der obigen 
Integrale zwischen den Grenzen 0 und 
A genommen werden, und dies geschieht 
wenn man bei jedem einzelnen Integral 
das für 0 genommene von dem für A 
genommenen alizicbt. 

Das erste Glied des Integrals: 
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wird für u = k und für usO zu Null e» 
kommt dies Glied aUu in der Reihe nicht 
vor und man hat nur 


f~ *C- - / -^2- Ou (13) 

Bezeichnet man daher das Intef^ral 
/ - ; = /— --L^ . mit Ja 


y 


— mit J . 

|‘'Am — M* 


U. S. w. 



so hat man 


mit 


•/, = S*J. 

J, = i* = 




2 «- 1 

~2»~ 




Diese Werthe in ilie Reihe 10 (feselsl, 
nmt den gemeinschaftlichen Factor J„ 
vorangestellt, gibt das Integral der Reihe 


, / 1 • 3 • 5 .■ ■■ (2ii- 1) '» l "j 

' \2-4-6 .... 2« ) \2r^ ' ‘ ' J 

Ks ist jeUt noch das Integral J„= / — iii bestimmen, lindes ist dies 

• ' r A M — M* 


= — .Ire 


. — A + 2m - 

siM — -f Const. 


Kür M = A wird = — .Ire («n = 1) = — A/r 4- C 
für M = 0 wird J", = — .Are («in = — 1) = + + C 

Das obere J von dem unteren abgezogen gibt das zwischen beiden Grenzen 
genommene Integral — n 

Man hat demnach die integrirto R^ihc vollständig 


und wenn man nach Gleichung 8 dieses Integral mit ninltiplicirt , so erhält 
man die Zeit, in welcher der Körper von B nach A lallt: 

] <■« 


Ist die Höhe AD=zk des Schwingungs- 
bogens gegen den Halbmessers CB = r 
sehr klein, so kann man näherungsweise 
setzen : 


I = — I - 
■3 \ 2g 


(16) 


Der Körper bei dem Fall von B nach 
A erreicht in diesem Punkt eine Ge- 


.schwindigkeit mit welcher er vermöge 
des Bebarriingsstandes die Bewegung 
weiter forlsetzt; beim Aiifsleigen nach 
O hin wird diese Geschwindigkeit immer 
geringer nnd in dem Punkt G = 0, wo 
dann der Körper wieder über A nach B 
znrückschwingt. Beide gleiche Bogen BA 
nnd C.4 beim Fallen und Anuteigen 


werden in der gleichen Zeit t zurückge- 
legt, Bogen BAG ist der Sch w in g u n gv 
bogen, die Bewegung von B nach G 
und die von G nach B boirst eine Schwin- 
gung nnd die Zeit dazu, die Schwin- 
gungszeit ist 


T = 2t nähorniigswei.sc = n 



( 17 ) 


Kine gewichtlos zu denkende Stange 
CB von der Länge r mit einem schwe- 
ren Punkt B versehen, heilst ein ein- 
faches Pendel und wenn die.ses eine 
Schwingung BAG in einer Secundo voll- 
hringt, ein Soenndenpendei. 


Aus der Formel 16 erhält man das Se- 
cundenpendel T, wenn man 21 = 1 setzt: 
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Für j= lüHFiifs also r=0, 1013212x31, 25 
= 3,1662875 pr. Fufs = 37,9995 ... preufs. 
Zoll. 

Fallmascblae, s. Atwood's Fallma- 
schioe. 

Falsch« Wanel einer Gleichung ist 
die ehemals vurcekommene Beteichnung 
für negaÜTe Wurzel. 

Falschrechnanx oder Falslrechnnag 

ist eine indirecte Rechnungsweise, um die 
unbekannte Zahl aus einer Rechnungs- 
anfgabe zu finden, indem man eine will- 
knbrliche (eine falsche) Zahl für die un- 
bekannte annimmt und diese probirt um 
auf die richtige Unbekannte zu kommen. 
Z. B. die Zahl (x) zu finden , welche mit 
4 diridirl, hierzu 5 addirt und diese Summe 
mit 3 multiplicirt die Zahl 30 gibt. An- 
. statt zu rechnen 

5)4 = 20^ 

nimmt man für x, da sie zunächst durch 
4 diridirt werden soli, die Zahl 4 selbst 
und erhält nach den .Tcrlangten Rech- 
nungsoMrationen die Zahl_18 statt 30 
Hiernach rersucht man höhere Zahlen 
bis man auf das richtige x = 20 kommt. 

FsmlUe tob CurT«n, s. Gurren, IV., 
pag. 184. 

Feldmefskunst, s. Baculometrie. 

Fermat's Sitte. Fermat, ein franzö- 
sischer Mathematiker des 17ten Jahrhun- 
derts hat mehrere arithmetische Gesetze 
anfgefunden, deren Richtigkeit noch nicht 
hat angegriffen werden können, ohne dafs 
jedoch der Beweis ihrer Giltigkeit gege- 
ben worden ist, und die unter dem Na- 
men: Fermat’s Sätze oder Fermat’s Lehr- 
sätze bekannt sind. 

I. Die Sätze über die Polygonalzahlen 
lassen sich in folgenden allgemeinen Satz 
zusammenfasscn ; 

Jede ganze Zahl ist entweder eine 
n eckige Zahl oder sie ist ans 2, 3 ... 
Odern fleckigen Zahlen zusammengesetzt. 

Hieraus entspringt der Satz: 

A. Jede ganze Zahl ist entweder eine 
dreieckige Zahl oder sie ist ans 2 oder 3 
dreieckigen Zahlen zusammengesetzt: 

Beispiele ; 

Dreieckige Zahlen sind: 1, 3, 6, 10, 
15, 21, 28, 36, überhaupt Zahlen Ton 
der Form |n (n + 1). 

Die Zahl 30 ist = 3 -t- 6 -|- 21 = 15 -b 15 
= 1-1-1-1-28 


die Zahl 31 ist = 3 + 28 

32 , =1 -HO -t- 21 

33 . =3-1- 15-1- 15 = 6 + 6-b21 

34 , =6-1-28 

35 . = 1-1-6 1-28 = 10-1- 10 + 15 

36 , =36 

B. Jede ganze Zahl i.st entweder eine 
viereckige Zahl oder sie ist aus 2 , 3 oder 
4 viereclrigen Zahlen zusammengesetzt. 

Beispiele : 

Viereckige Zahlen sind 1, 4, 9, 16 .... 
überhaupt Zahlen von der Form n*. 

30 =1 + 4 + 9 + 16=1 + 4 + 25 

31 = 1 + 1 + 4 + 25 = 4 + 9 + 9 + 9 

32 = 16 + 16 

33 = 4 + 4 + 25 

34 = 9 + 25 

35 = 1 + 9 + 25 

36 = 36 

C. Jede ganze Zahl ist entweder eine 
fünfeckige Zahl oder sie ist ans 2, 3, 4 
oder 5 fünfeckigen Zahlen zusammenge- 
setzt. 

Beispiele: 

Fünfeckige Zahlen sind 1,5, 12,^ 22, 
35.... überhaupt Zahlen von der Form 
lii(3n- 1). 

30=1 + 5+12 + 12=1 + 1 + 1 + 5 + 22 

31 = 1 + 1 + 5 + 12 + 12 

32 = 5 + 5 + 22 
33=1 + 6 + 5 + 22 

34 = 12 + 22 

35 = 35 

36 = 1 + 35 

Und nach demselben Gesetz für sechs- 
eckige, siebeneckige n. s. w. Zahien. 

II. In jeder Reibe von Potenzen 

a, o*, o*, o‘ — o" 
gibt es ein Glied o” von der Beschaffen- 
heit, dafs 1 durch eine gegebene 
Primzahl f theilbar ist, wenn zugleich 
p — 1 durch m ohne Rest getheilt wird. 

Z. B. in 4*- 1 = 728 geht die Prim- 
zahl 13 auf, weil 6 ein Theiler von 
13-1 = 12 ist: Es ist 728 = 13 X 56. 

Die Primzahlen 31, 37 u. s. w. «hen 
nicht in 728 auf, wenngleich 6 ein Thei- 
1er von 31 - 1 = 30 und von 37 - 1 = 36 
ist. Nur noch die Primzahl 7 genügt 
und 728 ist = 7 X 104. 

III. Ist a" - 1 dnreh f theilbar, so ist 
auch jede Potenz a"*" - 1 durch p theilbar. 

Z. B. 2* — 1 = 15 ist durch 5 theilbar 
und 4 ist ein Theiler von 5 — 1 = 4. Da- 
her ist auch 2* • ’ — 1 = 4095 durch 5 
theilbar. 

IV. Der Satz II. ist von Euler und Gauss 
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in folgenden Satz umgeändert worden, 
der aber dennoch zu Fermat's Sätzen ge- 
rechnet wird: 

Ea ist ot'— ' — I durch p tbeilbar, wenn 
p eine Primzahl und a nicht durch p 
tbeilbar ist. 

Z. B. 2'® — 1 = 1023 ist durch 11 theil- 
bar: Es ist 1023 - 1 1 X 93. 

V. Jede Primzahl ?on der Form 4 m + 1 
ist die Summe zweier Quadrate. Z. B. 

17 = 4x4-1-1; 17 = 1+4» 

29 = 4x7 + 1; 29 = 2»+i» 
f 89 = 4 X 22 + 1 ; 89 = 5’ + 8» 

Fentglu, ein Glas durch welches mit- 
telst Brechung der Lichtstrahlen ferne 
Gegenstände als Bilder dem Auge näher 
geruckt und dadurch deutlicher gesehen 
werden. Die Form und Wirkung der 
Gläser siehe in dem Art.: Brille, B, 
Brille für die Ferne, pag. 433. 

Fernrohr ist ein optisches Instrument 
zu dem gleichen Behuf mit Fernglas (s. 
astronomisches Fernrohr mit Fig. 91). Die 
Yon einem fernen Gegen.stande IVA' aus- 
gehenden Lichtstrahlen werden von einem 
Glase DE, dem vordersten im Rohre, 
dem Objectiv glase aufgefangen, durch- 
gelassen, zugleich in ihrer Richtung ab- 
gelenkt und wieder von einem zweiten 
Glase oder auch von mehreren Gläsern 
hintereinander aiifgefangen, dnrchgelassen 
und dem Auge dergestallt zugeführt, dafs 
der Gegenstand Tergröfsert erscheint. 

Von der hierbei stattfindenden Brechung, 
Reflraction der Lichtstrahlen wird das 
Fernrohr auch Refractor genannt; denn 
man hat auch Fernröhre, welche mittelst 
Spiegelung, also durch Zurückwerfung 
oder Reflection der Lichtstrahlen Gegen- 
stände Tergröfsern und .welche daher Re- 
flectoren, Teleskope, Spiegelte- 
leskope beUsen. Erstere Fernrühre sind 
dioptrisebe, letztere katoptrisebo 
Fernröhre; von den Ersteren ist hier die 
Rede. 

Sämmtlicbe Fernröhre kommen darin 
überein, dafs sie ein biconvexes Objectiv 
wie DE haben, und deren Systeme un- 
terscheiden sich nur in der Form des 
Oculars Aß und dafs statt eines auch 
mehrere Ocnlargläser zwischen Aß und 
DE eingelegt werden. Sämmtlicbe Glä- 
ser liegen mit einander in einer und der- 
selben Axe und .sind znr Abhaltung des 
Seitenlichts mit einem undurchsichtigen 
Rohre umschlossen. 

Da jedes Fernrohr ohne Ausnahme ein 
biconvexes Objectir DE bat, so gilt auch 
für all« Fernröhre die Betrachtung der 


Erscheinungen, welche mit Hülfe des 
Glases DE herrorgehen, wie sie in dem 
Art. : AstronomischesFernrohr bis 
pag. 145 Torgetragen sind; und zwar bis 
zur Gestaltung des Luftbildes in der El>ene 
C'C”; wobei noch zu bemerken ist dafs 
dieses Bild nur dann als wirkliches Bild 
dem Auge erscheint, wenn man die Ebene 
C'C" mit weifsem Papier oder mit einer 
sonst hellfarbigen Ebene belegt, dafs es 
aber auch ohne selbstständig sichtbar zu 
sein, in seinen einzelnen Strablenpunk- 
ten als Bild von dem Ocular Aß aufge- 
fangen und zu einem dem Auge nun 
sichtbaren Bilde gesammelt wird. 

Von diesem Luftbilde ab nach dem 
Ocular hin fängt das Fernrohr an ein 
Keppler'sches Fernrohr zu sein , indem 
Eeppler es so wie es Fig. 91 zeigt, con- 
struirt bat, und der zu dieser Figur ge- 
hörige Artikel gibt Beschreibung und 
Theorie desselben. 

2. Das Galileische oder das hol- 
ländische Fernrohr, welches früher 
als das a<l 1 gedachte astronomische Fern- 
rohr erfunden worden ist, hat dasselbe 
Objectiv DE (Fig. 91), dessen Brennpunkt 
sei M (Fig. G2I), so würde in derselben 
Ebene C’C" da.sselbe Luftbild wie in Fig. 
91 entstehen, wenn nicht ein Glas GH 
zwischen gelegt wäre. Ea würde also 
der aus dem .sehr fernen Punkt flf her- 
rührende Strahl NC ungebrochen gerad- 
linig nach n hin fortgehen und alle von 
iV 4: mit A’C auf die Fläche CD fallen- 
den Strahlen werden wie der Strahl N'D 
in den Strahl Dn nach M hin gebrochen 
werden und sich sämmtlieh in n ver- 
einigen. 

Ferner würde der aus dem sehr fernen 
Punkt M ausgehende Strahl H°C gerad- 
linig nach m fortgehen und alle von M 
4: mit ItPC auf die Fläche CD fallenden 
Strahlen würden wie der Strahl M'D in 
den Strahl Dm nach m hin gebrochen 
werden und sich sämmtlieh in m vereini- 
gen. Es würde also wie bei den» astro- 
nomischen Fernrohr von dom fernen Ge- 
genstände NM das verkehrte Luftbild nm 
in C'C" entstehen. Diese Strahlen aber, 
welche das Luftbild hervorbringen sollen, 
werden von einem zwischen gelegten bi- 
concaven Glase unterbrachen, dessen 
hohle nach dem Brennpunkt n hin ge- 
richtete Fläche GH diesen Punkt n zu- 
gleich zum Zerstreuungspunkt hat (s. 
Brille, B, pag. 433 mit Fig. 265). Die 
hohle Fläche G’H' fängt die durch DE 
gebrochenen Lichtstrahlen auf und leitet 
sie dnreh. 

Der Strahl On z. B. wird in p aufge- 
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fanpen ; er geht aber nicht wie hi<?r ge- 
zeichnet ist, geradlinig durch, soiulern 
wie der Art.: „ A 1)1 e n k u n g de.s Licht- 
.strahls“ mit Fig. 8 angiht, nach dem 
Kinfallsloth hin geneigt. . I.st pp' diese.«« 
Einfallsloth für den Punkt p, .««o fällt der 
gebrochene fortgesetzte Strahl über pn 
hinaus, der Austrittspunkt dos Strahls 
liegt oberhalb n , so dafs das wirklich 
entstehende Luftbild nm um ein Gerinn 
ges von rt über in verlängert wird. Von 
diesem beiläutigcii und geringfügigen Um- 
.stande ist bei der Zeichnung abgesehen 
worden. 

Fig. 265 zeigt aber, dafs wenn mit der 
Axe parallele Strahlen aA, bB ... auf ein 
Hohlglas fallen, dieselben durch das Glas 
hindurch nach Aa, Bh' .... hin und zwar 
so gebrochen werden, als wenn sie aus 
einem vor dem Glase befindlichen Punkt 
• N, dem Zerstreuungspunkt unge- 
brochen ausgegangen wären. Nun findet 
in Fig. 621 der umgekehrte Fall statt: 
sämmtlichc 4= mit der Axe auf DK fal- 
lende und daselbst gebrochene Strahlen 
vereinigen sich ungebrochen in «; nun 
ist dies dieselbe Erscheinung, als wenn 
Lichtstrahlen von nm aus 4= der Axe 
auf die Glasfläche O'/f fielen, folglich wer- 
den die von /V herkommeuden Strahlen, 
indem sie aus 0'// heraustreten , 4: mit 
der Axe gebrochen; der Strahl Dn' also 
in die mit ii"n parallele Richtung n'n,. 

Desgleichen vereinigen sich alle unter 
dem Z. auf 1)E fallenden und da- 

selbst gebrochenen Strahlen ungebrochen 
in IW, dieselben .scheinen aber von der 
bohlen Oberfläche GH herzukommen; 
'-.folglich werden diese Strahlen, indem sie 
aus GH heraustreten, in Richtungen ge- 
brochen, die mit d' sind, wie z. B. 
der Strahl Dm in die Richtung in’ifi, ; 
der Strahl Cm in die EUebtung tnVo. 


■ 'üi 

Die.ser letzte Satz stimmt auch voll- 
kommen überein mit dom letzten Satz- 
des Art. , Brille“ zu Fig. 266: Es wird , 
hier von dem Gegenstand ab, welcher , 
in nur geringer Entfernung von dem 
Glase AB sich befindet, das dem Glase 
näher gerückte Bild n'b' construirt. In 
Fig. 621 ist nm das Bild, und der Ge- 
genstand NH, welcher in Wirklichkeit 
jenseits dos Glases GH liegt, übt durch * 
die Brechung der Lichtstrahlen eine Wir- 
kung auf das Auge, als wenn es dies- ‘ 
seits des Glases GH, weit über nm hinaus 
sich befände. - 

In Fig. 266 sind die beiden Strahlen 
Aa* und Ca\ welche das Bild o’ hervor- 
bringen, nach de.ssen Gegenstand a ge- 
richtet ; je weiter a von AB entfernt ist, 
desto kleiner wird für eine un- 

endliche Entfernung wird die.ser Winkel ‘ 
= 0 und die Strahlen An, Ca werden h 
mit einander. Dies i.st aber Fig. 621 der - 
Fall, weil NM als Gestirn in einer so . 
grofsen Entfernung .sich befindet, dafs ' 
n°m und m^m„, welche rückwärts verlän-T 
gert in M zusammen trefTen sollen, als ’ 
4- erscheinen. \ 

.'iS a > _ 'if 

Wenn das Auge dicht vor die Fläche 
Gll gebracht wird, so empfängt es alle 
Strahlen, die von dem Gegenstand NM 
auf DE fallen, und derselbe erscheint 
in einem Bilde nm, und da dieses Bild 
auf der Netzhaut verkehrt sich abspie- 
gelt, so wird es durch die Vernunft wie- 
der zurück ahso verkehrt aus dem Auge 
hinausgeworfen und man .sieht es wie der 
Gegenstand in Wirklichkeit ist, während 
bei dem Kepuler'schcn Fernrohr der Ge- 
genstand verkehrt erscheint. 

In Betretr der Vergröfserung hat man 
den natürlichen Sehewinkel für den Ge- 
genstand NM den Z^I°CN = ZnCm, der 
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durch Brechung der Lichtstrahlon entste- 
hende Sehwinkel ist der z ««“««• 

Nun ist 

nm = Ch • lg nCnt - mm“ lg mm“/m 
mithin 

lg / mC’/m : lg nn^m = «n® : Cn 

Die Tanirenten beider Winkel, und 
mit diesen die Hüben des Gegenstandes, 
wie sie natürlich und vergrülscrt gese- 
hen werden, verhalten sich also wie 
die Brennweiten m“m iiml Cn beuler 
Gläser und die Vergrörscrung beträgt das 

fache. 

«“m 

3. Diese beiden einfachsten Fernrührc, 
das zweite älteste, welches Galilei nach 
einem in Holland erfundenen Uohr con- 
struirte und das erste, welches Kepler 
erfunden hat, geben die Uauptprincipien 
dersell)en an. Sie haben zugleich die 
meiste Helligkeit, weil nur 2 Gläser dazu 

.gehören, deren Anzahl die Lichtstärke 
vermindert. Zu astronomischen Beob- 
achtungen wird nur noch das Kepler’.scho 
Fernrohr angewendet. 

4. Die Fernröhro für Beobachtung ent- 
legener inlischer Gegenstände, die Krd- 
fer 11 röhre müssen die Gegenstände in 
ihrer natürlichen Lage darstellen. Das 
Theaterperspectiv hat ein Ociilar in 
einem verschiebbaren Einsatz. Es ist 
dies also ein biconcaves Glas und nach 
Galileischem Princip. 

Die längeren verschiebbaren Röhre ha- 
ben entweder 2 oder 3 biconve.\e Ocu- 
lare in Einsätzen, die das innere ver- 
kehrte Luftbild wieder aufrichteu. 

Wird nämlich durch das Objcctiv ,I)E 
innerhalb des Rohrs das verkehrte Luft- 
bild nm erzeugt, so wird zuerst ein bi- 


Fig. 622. 



convexes Glas Cd in einer gröfseren Ent- 
fernung von Hin eingesetzt als de.s.sen 
Brennweite betrügt. xMsdann brechen 
sich die Strahlen von nm durch l’d niul 
erzeugen ein aufrechtes Bild m’/m', indem 
dieses Glas in Beziehung auf tun dieselbe 
Wirkung hat als das Glas DK in Bezie- 
hung AM/ (s. auch Brille, N«i. ö mit Fig. 
204, >ag. 433). Von n'm' nun gehen die 
Strah en nach dem zweiten Ocular AB, 
und ( a n'm' in dessen Brennweite .steht, 
so hat AB in Beziehung auf n'm' dieselbe 
Wirkung wie das Ocnlar AB (Fig. SH) 
des Keplerschen Fernrohrs. 

Wird Fig. 623 das biconvexe Glas KG 
so eingelegt^ dafs /VC de.s.sen Brennweite 
ist, so ist KDKG ein Keplerschcs Fern- 
rohr: die Strahlen hinter KG, die von 
m kommen, laufen -h der Axo, die von 
m kommen , mit mC. Werden diese 
nun von dem zweiten biconvexen (Ha.se 
IIJ aufgefangen, so entsteht aus dem 
verkehrten Luftbilde nm ein aufrechtes 
Bild n'm' in der Brennweite Cn', wie 
durch DK ein verkehrtes Bild nm von 
dem aufrechten Gegenstand NM in <ler, 
Brennweite von DE entstanden i.st; und 
wird ein drittes Ocular AB .so eingestellt, 
dafs n' gleichfalls de.ssen Brennweite ist, 
.so hat AB, Fig. 623 mit AB Fig. 91 den- 
selben Eintlnfs: das Bild mW, also der 
Gegenstand N3I wird aufrecht gesehen. 
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Fsruichtig, s. Auge, No. 6, pag. 184. 

Feste Fonkte in der Feldmefskunst 
sind Punkte, welche die Natur oder die 
Kunst entweder durch Form oder I.age 
in die Augen springend berTorgebracot 
oder ausgeieichnet hat, so dafs dieselben 
als Fundamentalpnnkte einer Vermessung, 
als Ecken grufser Dreiecke zu einem Netz 
gewählt werden, als Bergkuppen, hohe 
und starke Baume, Thürme, ferner Aus- 
gänge oder Endpunkte von einem durch 
Sumpfboden geführten Damm , an welche 
als feste Punkte Vermessungen geknüpft 
werden. 

Am Hebel wird auch der Drehpunkt 
oder der Aufbängepuiikt fester Punkt 
genannt. 

Festigkeit ist der Widerstand gegen 
Trennung und besteht l>ei einem Körper 
in der Gröfse der Kraft, welche die Co- 
hütion der Massentbeile desselben, wenn 
sie angegriffen wird, zu entwickeln rer- 
niag, bevor die Trennung erfolgt. 

Die Trennung geschieht auf fünferlei 
Weise: 

1. Durch Zerreifsen, wenn in dem 
Körper die Uassentbeile mit einer auf 
ihn wirkenden Zugkraft in einerlei Rich- 
tung getrennt werden. 

2. Durch Zerbrechen, wenn in dem 
Körper die Massentbeile durch Hebelwir- 
kung, also auf die Richtung der Kraft 
rechtwinklig gerichtet getreilnt werden. 

3. Durch Zerquetschen, .wenn in 
dem Körper die Massentbeile dadurch, 
dafs sie zusammengedrückt werden, recht- 
winklig mit der Richtung der Druckkraft 
von einander sich trennen. 

4. Durch Zerknicken, wenn der 
Körper durch eine auf ihn wirkende Druck- 
kraft in Folge seiner grofseren Höhe nach 
der Richtung dieser Kraft einbiegt und 
wie ad 2 zerbricht. 

5. Durch Verdrehen, wenn in dem 
Körper die Massentbeile durch zwei in 
veisebiedenen Ebenen beflndliche_ entge- 
gengesetzt wirkende Tangentialkräfte von 
anfsen nach innen tun eine sich selbst 
bildend« mittlere Längenaxe von einan- 
der verschoben und endlich an einem 
zwischen beiden Kräften liegenden Ort 
dadurch von einander getrennt werden. 

So viele Arten von Trennungen es 
gibt, so viele Arten von Festigkeiten un- 
terscheidet man auch; die Festigkeit ge- 
gen das Zerreifsen heifst die absolute 
Festigkeit; die gegen das Zerbrechen 
heifst die respective oder relative 
F.; die F. gegen das Zerquetschen und 


Zerknicken ist die rückwirkende F., 
die dann auf beide Wirkungen untersucht 
wird; die F. gegen das Verdrehen end- 
lich heifst die Torsionsfestigkeit. 

Die Cohäsionskraft oder die Festigkeit 
ist je nach Beschaffenheit des Staffs, aus 
dem der Körper besteht verschieden und 
man hat aus Versuchen die Festigkeiten 
verschiedener Stoffe ermittelt und tabel- 
larisch geordnet; es sind dies die Ta- 
bellen über die Festigkeit der Ma- 
terialien. 

3. In allen diesen Tabellen ist die 
Festigkeit als das Maximum des natür- 
lichen Zusammenhanges der Molecüle 
eines Stoffes (Eisen, Messing, Holz u. s. 
w.) angegeben; also als Oröfse der Kraft 
oder des Gewichts unter welchem gerade 
die Trennung der einzelnen Theile des 
Körpers von gewisser Oröfse und Form 
erfolgt. 

Für die theoretische Betrachtung und 
Untersuchung der Festigkeiten muls vor- 
ausgesetzt werden: 

1. Dafs einfache Molecüle derselben 
Art einerlei Festigkeit haben. 

2. Dafs jeder Körper, welcher seiner 
Form nach auf F. untersucht wird , von 
durchaus gleichartigem und durchweg 
gleicher Art zusammen gefügtem Stoff 
besteht 

Beiden Annahmen widerspricht die Er- 
fahrung, dafs die Festigkeit eines Stoffes 
den Versuchen gemäfs verschieden ge- 
funden worden ist. Es bat diese Er- 
scheinung darin seinen Grund, dafs einerlei 
Stoff in verschiedenen Körpern unter ver- 
schiedenen Bedingungen zusammengesetzt 
ist So z. B. hat man verschiedene Sor- 
ten Schmiedeeisen von verschiedenen 
Festigkeiten. Dasselbe findet bekannt- 
lich bei einerlei Holz statt, selbst wenn 
man von Rissen, Aesten und anderen 
Dngleichartigkeiten absieht. 

A. Absolute Festigkeit. 

Die absolute Festigkeit kommt zur Er- 
scheinung, wenn ein Körper in seinem 
oberen Querschnitt frei aufgebängt und 
in seinem unteren Querschnitt durch eine 
Zugkraft so stark belastet wird, dafs er 
zerreifst. 

Je gröfser der Querschnitt des Kör- 
pers ist, desto mehr Molecüle sind der 
Länge nach mit einander vereinigt und 
die absoluten Festigkeiten zweier prisma- 
tischen Körper desselben Stoffs verhalten 
sich also wie deren Querschnitte, wobei 
die Form des Querschnitts in beiden ver- 
schieden, M dem einen z, B. rund bei 
dem anderen eckig sein kann. 
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Jeder prisnatieebe Körper lerreifst in 
seinem obersten (jiiorschnitte, veil für 
diesen das (iewirht des ganzen Körpers 
zur Belastung hinzutritt, und der oberste 
Querschnitt also immer die gröfste Be- 
lastung erhält. 

Ist ein Körper auf seine Länge von 
verschiedenen Querschnitten, so zerroifst 
er in seinem kleinsten Querschnitt und 
zwar bei derjenigen Belastung, welche 
der absoluten Festigkeit des Körpers in 
diesem Querschnitt zukommt. 

Wird ein Körper successive oder auf 
einmal mit dem seiner absoluten Festig- 
keit gleich grofsen Gewicht belastet, so 
zerreulit er nicht augenblicklich, sondern 
er verlängert sich zuerst. Das Gesetz, 
nach welchem diese Verlängerung vor sich 
geht, findet sich in dem Art. Elastici- 
tät No. 1 bis 9. No. 10 gibt die tabel- 
larische Zusammenstellung der absoluten 
Festigkeiten und der Klasticitätsmodel 
verschiedener Stoffe. Nun ist No. 7, For- 
mel 10. 



d. h. l ist die Länge, um welche ein pris- 
matischer Körper von der Länge L, dem 
Querschnitt k und dem Elasticitätsmo- 
dul E durch die Belastung P als Zug- 
kraft ausgedehnt wird. Setzt man den 
Querschnitt ä = 1, so hat man: 



c Nimmt man nun für P die absolute 
Festigkeit, so hat man in l die Länge, 
um welche ein Körper sich verlängert 
bevor er zerreifst. In der genannten Ta- 
belle i.st 

für Akazie E = 1200 000 
P= 14 000 


Mithin ist vor dem Zerreifsen bei 14000 
Pfund Belastung die Verlängerung 


_ _14W_ , _ L t 
- 12ÖO OOO *"■ 85,7 


wofür in der 4ten Columne die ganze 
Zahl 86 steht. 


Die Angaben der absoluten Festigkeiten 
beziehen sich in jedem Lande auf die 
dort üblichen Maafs- und Gewichtsein- 
heiten: in Frankreich für IDCentimeter 
Querschnitt die Belastung in Kilogram- 
men; in Preufsen für 1 □Zoll Quer- 
schnitt, die Belastung bis jetzt noch in 
alten preuls. Pfunden. 

Nach der Tabelle pag. 24 zerreifst also 
ein Stab von Akazienholz von 1 GZolI 
Querschnitt bei einer Belastung von 14000 
Pfund. Hat der Stab l □Linie Quer- 


III. 


schnitt, so zerreifst er bei einer Belastung 

14000 

von Pfund = 97} Pfund. 

144 

Ein Stab von 3 Linien Breite, 2 Linien 
Höhe zerreifst bei einer Belastung von 
2x3x97} Pfund = 583* Pftind. 

In dem Art.: Brechungscoefficient, 
pag. 403 nnd 404 finden sich die abso- 
luten Festigkeiten der gebräuchlichsten 
Stoffe in' alten preufs. Pfunden alphabe- 
tisch angegeben. Hier folgt dieselM Ta- 
belle in ZoUpfunden. 

Die Kraft gegen die absolute Festig- 
keit, d. h. fur's Zerreiben des Körpers 
durch Zugkraft nach dessen Lauge, wenn 
der Querschnitt 1 preufs. GZoII beträgt 
in Zollpfunden. 


Ahorn 

Akazie 

Apfelbaum 

Basalt 

Birke 

Bimbanm 

Blei, gegossen . . . 
Blei, gewalzt .... 
Bleidraht (Eytelwein) . 
Bronze, gegossen . . 
Bucb.sbaum (Eytelwein) 
engl. (Barlow) . . . 
Ebennolz 


. . . 15900 
. . . 13100 
9360 bis 14030 
. . . 1030 

. . . 14030 
9350 bis 10300 
. 842 bis 1780 
. . . 1870 

. . . 3650 

. . . 2980 

. . 14780 

. . . 18710 
. . . 12630 


Eichenholz 

Sommereichen, Kern, (Eytelwein) 24320 
zwischen Kern und Splint (ders ) 20520 


Splint (ders.) 13810 

Steineichen (ders.) .... 20670 
englisch (Barlow) . . 9350 bis 10290 


Eisen, deutsches, gegossen (Eytelw.) 65850 
englbch, gegossenes (Rennie) . 89520 
englisch (Hosely, Scheffler) . 17770 
schlesisches, geschmiedet(EyteIw.) 72960 
gewöhnliches, geschmiedet . . 71650 

englisch, geschmiedet (Tredgold) 66415 
englisch, geschmiedet (Uosely, 


Scheffler) 61740 

Eisondraht (Eytelwein) .... 56500 
englbcher (Mosely, Scheffler) . 84190 

französischer 87930 

englischer 'in Seilen .... 41160 

Elfennein 15900 

Erle (Eytelwein) 25415 

englische (Barlow) ..... 14030 

Esche (Evtelwein) 20110 

engliscbe (Barlow) 16370 

Fichte, Rothtanne (Eytelwein) . 10290 

englische 11225 

FiscAein 7480 

Flieder 11225 

Glas 2620 bu 2806 

Gold, gegossen 19640 

Golddraht . 62670 

Granadillenholz 15900 
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(iui^kholz 11225 bis 13470 

Hagedorn 10290 

Hainbuche 18710 

Hanfseile, neue .... 7480 bis 9260 

alte 5610 

neue engUscbe 5240 

Hasel 16840 

Hollunder 9820 

Horn Ton Ochsen 8420 

Kalkstein von Portland . . . 842 

zum litho^pbiren 421 

uolitbiscber 187 

Kampferbaum ....... 15300 

Kastanienbaum 11225 

Ketten, eiserne mit ovalen (iliedern 32740 
mit fremden verholzten Gliedern 43960 
Kiefernholz, stärkstes .... 2OO20 

schwächstes 11690 

eiielUcbes 11225 

Kirscobaum, wild 13100 

Kiavierdraht . • . . 1 17300 bis 127600 

Kuocbeii von Ochsen .... 4677 

Kupfer, i^cgosseu, englisch . . 18710 

uesgl. japanisches 19550 

desgl. spanisches 20390 

desgl. ungarisches 30490 

desgl. schwedisches .... 36390 
geschmiedet, englisches . . . 32740 
uesgl. scbw^Ucoes .... 36390 
desgl französisches .... 31800 

Kupferdrabt .... 37420 bis 65480 

Lerche 9354 

Linde 13000 

englische 16840 

Mahagoni (Barlow) 8280 

spanisches 13100 

Marmor, weiter (Tredguld) . . 1743 

Mauerziegel (ders.) 26.5 

Messing 16840 

Messiitfdraht .... 45370 bis 66480 

Mispelbaum 11225 

Möriel 47 

hydraulischer 94 

Nulabaum 13380 

Olivenbaum 11785 

Pappel 5612 

Pfliumenbaum 11225 

Platane 11225 

Rohr, spaiüscbes 1612 

Rothbucbe (Kytelweiu) .... 20920 

(Barlow) 10730 

Sackerdanhülz 21310 

Sandelbaum 9475 

Sandstein, stärkster . . . . . 700 

Schiefer, itali#Discber .... 1 1040 

vou Westmureiand .... 7580 

schottischer 9237 

Silber, feines, gegossenes . . . 39290 

Silberdrabt . 439C5 

Spiefsglanz, gegossenes .... 1864 

Stahl zu Scbeermessern . . . 148000 

zu gewöbnlicbon Messern . . 133200 


Stahl, miUelmäisig biegsamer . . 122350 


l)estcr biegsamer 117400 

bester gehärtet 110470 

englischer . . . 102900 bis 125070 

Teak, indische Eiche .... 14125 

rime 13845 

Wallnufsbaum 7480 

Weide 14030 

Weifsbuche 19080 

Woifsdorn 17120 

Weifstanne • 11500 bis 14400 

Wismuth, gegossen 2990 

Zeder*. II22& 

Zink, gewalzt 6830 

gego.«sen 8230 

Zinn, englisch, gegossen . . . 4116 

Zuckerkistenholz V7590 


B. Respective oder relative 
Festigkeit. 

1. l>ie respective Fe.stigkeit kommt zur 
Eracbeinnng wenn in einem unverrück- 
baren Körper mit einer Rndebeiie E ein 
Körper beiestigt ist, um eine Länge her- 
vorragi und an dem Ende durch eine 
mit E parallele Kraft P belastet wird, 
so dafs dann eine Trennung der Tbeile 
quer durch die Länge des Körpers her- 
vorgebt. 

ln Figur 624 ist zu diesem Körper die 
einfachste Form, ein rechtwinkliges Pa- 
rallelepipeduiu gewählt, dessen letzter 
befestigter Querschnitt, weicher mit der 
lothrechten Ebene E zusammenfällt, ist 
ABCD^ dessen Höhe /4C, des.sen Breite 
AB und in dem lothrechten Endouer- 
schnitt EOHJ im Abstand AF von E in 
dessen lothrechten Mittellinien das Ge- 
wicht P aufgebängt. 

Man orsielit, dafs eine Trennung der 
Theile des belasteten Köroers quer gegen 
die Wchtung der Kraft r erfolgen wml. 

Ueber den Vorgang dieser Trennung, 
Bruch genannt, nat man jetzt wohl all- 
gemein eine Ansicht, nämlich die, welche 
in tlem Art. Bruch (Dynamik) pag. 437 
vorgetrageii ist und welche von Ber- 
iioully herrührt. D.igegen .solleu hier 
der VülUtändigkeit wegen die früher dar- 
über slattgehahten Ansichten und die 
daraus hervorgegangenen Resultate auf- 
geführt werden. 

2. Die älto.sfe Hypothese vou Galilei 
ist offeubar unter der Annahme aufge- 
stellt, dafs der zu zerbrechende Körper 
nicht die geringste Elasticität be.sifzt, 
sondern durchaus hart ist, denu er sagt: 
die Tbeile des Körpers werden vor dem 
Zerbrechen nicht ausgedehnt, der Körper 
wird also nicht gebogen; der Querschnitt, 
in welchem Brucn erfolgt, setzt in jedem 
seiher Theile dem Bruch einen gleich 
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grofsen Widerstand ontfregen und dieser 
ist gleich der absoluten Festigkeit. Da- 
gegen ist deren Wirkung gegen die beim 
Zerreilsen der Länge nach dailurch rer- 
schioilen , dafs sie für das Zerbrechen mit 
Hebclsarinen um Axen drehbar dem Zer- 
reifsen der Theile des Kürpors widersteht. 


Fig. G24. 



Aus dieser Hypothese entspringt fei- 
ende Theorie für die respectire Kestig- 
eit: 

Ks sei in dem Parallelepipedum, Fig. 
624 die Breite CD = i, die Höhe AV = A, 
die Länge Ah’—l', dann wird bei der Ein- 
wirkung von /* die Linie CD zur Dreh- 
aie, nämlich zu der Axe, um welche der 
Körper im Augenblick des Bruchs sich 
drehen würde. Bezeichnet man den Co- 
efScient der absoluten Festigkeit, d. fa. 
die Kraft durch welche der Körper von 
der Flächeneinheit als Querschnitt zer- 
reifst mit k, so ist die absolute F. des 
Körpers ^ kbk. 

Nun ist die absolute F. auf den Quer- 
schnitt gleichmäfsig vertheilt, also kann 
dieselbe in dem Hcbwerpunkt .S allein 
tbätig gesetzt werden; ilie.'-er liegt auf 
der halben Höhe Sl, = )A, es wirkt also 
der Widerstand kbk an dem Hebelsarm 
^ k und dessen statisches Moment ist = 
lAML Die Kraft D wirkt am Hebelsarui 
I, lolglich Ut für's Oleichgewicht : 
P.l=ikbk' 

woraus " = 1 f k 

3. Die zweite Hypothese vou Leibnitz 
und Mariotte nimmt gleichfalls au, dais 


bei der Aufserung der respectiven Festig- 
keit sich eine Drebaxe CD bildet, ferner 
dafs die Theile eines festen Körpers als 
ausdehnbar betrachtet werden müssen und 
dals die in dem Befestigungsqnerscbuitt 
ABCD betindUchen Körpertheile in dem 
Verhältuifs ihrer Entfernung von der 
Drebaxe sich ausdebnen. 

Nun winl vorausgesetzt, dafs der Kör- 

} >er zerbricht, wenn die der Drebaxe ent- 
ernte.sten Theile des Befestigungsquer- 
schnitts diejenige Ausdehnung eäalten, 
mit welcher sie beim AngrifT ihrer ab- 
soluten Festigkeit zerreifsen würden. 

Ans die.ser Hypothese entspring fol- 
gende Theorie für die respective Festig- 
keit : 

Gesetzt es sei AN = BT, Fig. 624, die 
.Ausdehnung der von der Drebaxe CD 
um AC = k entfernten auf der Linie AB 
befmdlicheu Körpertheile, bei welcher 

diese nach den Richtungen AN BT 

zerreilsen mü.ssen, so ist deren Wider- 
stand = b ■ k und deren Moment = bk-k. 
Die in der Entfernung CO = x von der 
Drebaxe befindlichen Körpertheile haben 

die Ausdehnung OJt = -^ AN, lolglich ist 
deren Widerstand gegen das Zeneifaeu 
nach dar Richtung OB ^ bk und de- 

X bk 

ren Moment = — = (1) 

Folglich haben sämmtlicbe auf die Höhe 
CO in dem befestigten Querschnitt be- 
lindlicbeu Körpertheile CUOV das Mo- 
ment; 



wo die Constaute fottfilU weil für a- = o 
das Moment ebenlbUa = 0 wird. Also 

ilas Moment auf CO = 


Für x^k erhält man das Moment der 
absoluten Festigkeit für die Körpertheile 
des ganzen Querschnitts AtiCD = 

htk^k (3) 

Nun ist das Moment der Kraft P=IP 
folglich fürs Gleichgewicht 
IP= iiAU 
bk' 

woraus P = J ^ * . ( 4 ) 

4. Die dritte Hypothese von Bernoully 
sagt, dafs bei der Einwirkung einer Kran 
P auf Zerbrechen der Körper gebogen 
wird und dafs sämmtlicbe Molecule des 
Körpers zum Tbeil ausgedehnt, zum Theil 

6 * 


Fcfltigkoif. 


84 - 


Festigkeit. 


znsatnmen gedrückt werden’. Diese Theile 
werden bei einem prismatischen Körper 
durch eine Ebene geschieden, welche in 
der Mitte des Körpers mit den liängen- 
l^nten parallel läuft. 

Ist MOUQ diese Ebene, so werden die 
Theile des über derselben befindlichen 
Körpers VAHQ ausgedehnt, die des un- 
ter derselben Ebene befindlichen Körpers 
OCJQ zusammengedrückt, die in der 
Ebene ItlOUQ befindlichen Theile blei- 
ben unverändert und die mit OU und 
MQ ^>arallelen Linien in derselben bilden 
für die dazu gehörenden normalen Quer- 
schnitte die Drehaxen. 

Aus dieser Hypothese entspringt nun 
folgende Theorie für die respective Festig- 
keit: 

Es sei in dem Körper AFGC, Fig. 625, 
OM die unverändert bleibende (die neu- 
trale) Ebene kCf7, HD ein beliebiger 
normaler Querschnitt, so wird dieser durch 
die Bela.stnng mit P die Lage NH an- 
uehmen. 


Fig. 625. 





genausdehnung, und da man hier E als 
Drehaxe annenmen mufs, so hat man 
das Moment der absoluten Festigkeit 
nach No. 3 in Beziehung auf E 

Oder wenn man HE - m • BD = mh 
setzt, 

( 1 ) 

Die Zu.sammendrückuug der Theile in 
CG auf die Länge DR sei von der Art, 
dafs wenn dieselbe auf sämmtliche Theile 
einer Flächeneinheit stattfände, dazu eine 
Kraft k' erforderlich wäre. Man hat so- 
dann das Moment 911’ für .die Zusam- 
mendrückung der Theile des Querschnitts 
von der Höne DE in Beziehung auf E 
eben so wie W 

W = \b {DE)* k’ = J (1 - ,«)* bh* Ä’ (2) 
Also für’s Gleichgewicht mit P 

lP=\bk*[m*k + (\-m)*k’] (3> 

Von diesen beiden Momenten sind die 
durch die Dreiecksflächen BEN und DER 
bildlich dargestellten Widerstände 
\RN.HE und \DR • DE 
also die wirklichen Widerstände 

^tnlfb’k und J(1 — »i)A* (4) 

und deren Ilebelsamic in Beziehung auf 
E die Entfernungen der Dreiecksschwer- 
punkte von der Axe OM, nämlich 
JEE und DE oder Jm/i und |(1 — m)h (5) 
Beide wirken einander 4= und entge- 
gengesetzt gerichtet und können folglich 
in der Axe OM wirksam angenommen •' 
werden. Da nun aus beiden entgegen-* 
ge.sefzten Wirkungen keine Wirkung auf 
die Axe erfolgt, so sind beide Wider- 
stände einander gleich, also 

\mkbk = ^ (1 — m) kbk! 


woraus 


1 — m 


( 6 ) 


hör den Bruch ist BN die dom Zer- Diesen Werth in die obige Momenteu- 
reifsen unmittelbar vorangehende Län- gleichung gesetzt, gibt 


IP= i i/i* [iM>Ä + (1 -m)* = im W* * 


( 7 ) 


woraus P= If— • mk (8) 

5. Deu 3 Hypothesen nach hat man 
also die respcctivo Festigkeit des Balkens 
Fig. 624, wenn er an einem Endo be- 
festigt und an dem anderen belastet wird: 

bh* 

uach Galilei P=\ -j-* 

bh* 

□ach Leibnitz undMariotte P = i — k 


bh* 

nach Bernoulli P= i — • mk 

bh* 


In allen dreien sind und der Co- 

efficient k der absoluten Festigkeit über- 
einstimmende Factoren; aber der aliquote 

bh* 

Theil, welcher 'von dem Product * ge- 
nommen werden mufis, um die respective' 
Festigkeit zu finden, ist verschieden. 



Festigkeit. 


85 


Festigkeit. 


Setzt man 6 = A = / = 1 Zoll , so erhält 
man analog der absoluten Festigkeit den 
Coefficient der respectiven Festigkeit 

entweder JA 
oder JA 
oder jmA 

wo m einen noch nnbokannten ächten 
Bruch bedeutet. 

Dieser Verschiedenheit wegen drückt 
man den Coefficient n der respectiven 
Festigkeit nicht als aliquoten Tneil des 
Coefficient A aus, sondern man er- 
mittelt ihn direct aus Versuchen. 

Das Moment der respectiven Festig- 
keit eines vierkantig rechtwinkligen 
Körpers ist dann tr = nbh '* , wo n 
der Coefficient der respectiven Festig- 
keit ist. In dom Art. Brechungs- 
coefficient unter No. 2 , pag. 404 sind 
die Coefficienten der respectiven F. 
für mehrere Stoffe angegeben. 

Diese sind aber für die Formel 
(Mosely-Scheffler, Formel 648, pag. 
bc * 

268) P= \e — angenommen, so dafs 


keit eines prismatischen Körpers von be- 
liebig begrenztem Querschnitt. 

Es sei Fig. 626 der Querschnitt des 
Körpers an der Befestigungsebene , die- 
selbe vertical und normal auf der cen- 
trischen Linie des Körpers, die also ho- 
rizontal ist Sämmtliche diesem Quor- 
.schnitt parallele Querschnitte sind ein- 
ander congruent und in der Entfernung 

-Fig. 626. 


--r = H ist. 
O 


Deshalb mnfs von den 



dortigen Zahlen der 6to Theil genom- 
men werden um « in alten prenfsischen 
Pfunden zu erhalten, und diese auf Zoll- 
pfund reducirt ergeben folgende Tabelle. 

Die Kraft gegen die respective Festig- 
keit, d. h. gegen das Zerbrechen des Kör- 
pers, dessen Querschnitt 1" breit, 1" hoch 
ist, durch Einwirkung normal auf die 
Länge in l" Entfernung von^der Dreh- 
axe, in Zollpfund: 


Ahorn 1528 

Akazie 1715 

Birke 1481 

Eiche 1715 

Eisen, Gufseiscn 6236 

Schmiedeeisen 10290 

Erle 1560 

Esche 1715 


Kiefer 1560 

Lerche, grün 811 

trocken 1107 

Mahagoni, spanisch 1216 

Mauerziegel 47 

Pappel, italienische 936 

Portlandkalk 156 

Rothbuche 1715 

' Rothtanne 1560 

Sandstein 109 

Thebabaum 1927 

TTlme 1185 

Wallnufsbaum 1388 

Weide 1045 

Weifstanne 1637 

Zeder von Canada 1185 


6. Ermittelung der respectiven Festig- 


/ von diesem'Qnerschnitt i.st ein Gewicht 
P aufgehäiigt , welches mit der rospecti- 
ven Festigkeit des Körpers im Gleichge- 
wicht ist. 

Zieht man durch den untersten Punkt 
T der Begrenzung die waagerechte Be- 
rührungslinie CD, so wird diese Linie 
zur Drehaxe des Querschnitts. Die Be- 
^enzung sei durch eine rechtwinklige 
Coordinatcngleichung gegeben, es sei CD 
die Abscissenlinie, C der Anfangspunkt 
der Abscissen, so ist jede Ordinate y wie 
die in E eine zweiförinigo Function von 
X, weil sie die Be^enzung in 2 Punk-, 
ten F und G schneidet. 

Ist nun B der höchste Punkt in dem 
Querschnitt, .so findet bei B die gröCste 
Spannung statt, welche die Theile er- 
leiden können ohne zu zerreifsen. Ist 
also der Coefficient der absoluten Festig- 
keit = A, so ist die Spannung der Theile 
im Punkt B gleich der Spannung der 
Theile eines Körpers vom Querschnitt 
= 1 , der die summari.scho Spannung A 
hat. W’ird die Ordinate AB des Punkts 
B — h, die Ordinate EG=:y, die EF=y' 

f gesetzt, so verhält sich, wenn man vor- . 
äufig von einer Zusammendrückung von 
Theilen absieht, die Spannung in B zu 
der in G und in F wie h : y : y’ (s. Leib- 
nitz Hypothese No. 2). 

Werden die Spannungen in G And in 
F auf sämmtliche Theile einer Flächen- 
Einheit bezogen, so ist diese für die 
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Flächeneinheit bei G = -^ k und die für 

die Flächeneinheit bei F=^k. 

h 

Das Moment mit dom das Stück JGF 
dem Zerbrechen widersteht, sei 9Ä. Läfst 
man CE = x um die sehr kleine Länge 
FK = .wachsen , so ist das Moment 
der ^annnng des Flächenstücks FING 
= A3R. 

• Zeichnet mau die mit der Abscisse 
Parallelen GO, FP so ist das Moment 
der Spannung des Flächenstücks FGOP 
-{y-y')tSx offenbar kleiner als (das 
der Fläche GFLIS ) nnd denkt man 
, sich Ton L und N auf EG Parallelen 
gezogen, so ist das Moment des nun ent- 
stehenden Flächenstücks L N x A ^ = 

• [y + Ay - (y' + A yO] A X g'röfser als A®1. 
Nun ist das Moment des Rcchteckts 


FGOP — dem Moment des Rechtecks * 
EGOK — dem Moment des Rechtecks 
EFPK. Da nun EK für beide Rechtecke 
die Drehaxe ist, so hat man die Momente 
der Spannung in beiden Rechtecken wenn 
die Spannung einmal in G, das andere 
Mal in F für die Flächeneinheit = k ist, • 
nach No. 3 Formel 3 

A EK . £G* • * und * EK • EF^k 
nach No. 4, Formel 7 

liEK • EG* • mk und J£A' • EF* • mk 
Also ist das Moment des Rechtecks' 
von der Grundlinie EK und der Höhe 
FG nach No. 4: 

iftnk • Ax y* — imk • Ax (y')* 

Die Spannung in G ist aber nicht k 

sondern ~ k nnd in F= ~ k folglich hat 
h h 

man das Moment für das Rechteck FGOP 


3Ä’= Am* • Ax» y’- im* • A* • (y’)* = A y * Ax[y®- (y')*3 (1) 

Setzt man in diesen Ausdruck y-l-Ay für y und y'-|-Ay’ für y' so erhält man 
das Moment der respectivon Festigkeit des Rechtecks von der Grundlinie EK—/^x 
und der Höhe LN 

* Ax [(y + Ay)’ - (y' + Ay)^ (2) 

Das Moment 9Jl' ist kleiner, das Moment ist gröfser als A 9^. Man hat also 
die Vergleichung 

MS AM 

A -^ * Ax [y* - (y')*,] < A 9W < A * Ax [(y + Ay)® - (y' + Ay')®] (3) 

\ 

% 

Dividirt man mit Ax, so wird das mitt- 

A 

lere Glied der Znwachsquotient des 

/\sc 

Moments 92 und das erste Glied ist der 
Grenzwerth des dritten Gliedes, demnach 
* hat man auf die Differenziale übergehend 

woraus 

’3J2 = i ^ */[y» - (y')’] 8x + C. 

Für A"»*. den Coeflicient n der respec- 
tiven Festigkeit gesetzt gibt Moment des Fläch enstnek.s • 

92 = -^/[y» - (y’)»J 8x -p C. (6) ABNF. 

Beispiel. Es sei der Balken ein Cy- 9Ji' = ^^/(y* - (y')*J Ox 4 C. 
linder von dem Halbmesser = r; nach . — 

• Fig. 627 sind die Ab.sci.ssen vom loth- ris ist KN — y = r -\ \ r — x (1) 

reenten Durchmesser AG ab genommen, KF = y' = r — \'r* - x^ (2) 

* AK=x gesetzt und k= AB = 2r. Man mithin 

92'= ^/I(r-p - (r- 9-^ + C- ' («> 

M f* 



Fig. 627. 
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Nun 


( 5 ) 


ist 4r y”t'r>-i> = 4r + y _ 

e= 2rx l/r* - X* + 2r* Are li» 

Für das iweile IntcKral No. 4 hat man die Reduclionsformel 

/’x” (a + ex’)’ 8x = — - ’ , [(o + ex»)"-*-' . x"-* - (m- 1) a/(a + ex*)“ x”-^ ] 

c t/i» + m + l; 

Hier ist a = r’, c = — 1, n = J-, i» = 2 
Also 

/t'i^x’ -x’ dx = - i [(r> - x>)* X - r’/(r’ - x>)^] 

= - lx(r> - x>)rr*-x* + Jr> ^Jx | r> + y Are sm 

— ^ \ r’^’x’ ax = -JrxlV>-x> + i y \/ t '- x ’ + | r* Are »iay 

Mithin den Ansdruck 6 von dem No. 6 nbgesogen gibt 

/17r>x-2x* . — , , 15 , - . *\ 

®* = "l 8r I + T t) 


and 


( 6 ) 


wo die Constante fortfällt, weil für x = 0 
auch Ul = 0 wird. 

Für X = r entsteht das Moment des 
Halbkreises. 

Das erste tslied fallt fort , y ~ 1 folg- 
lich Are (sia = f) = -^ und 
®l = ||ar.» 

Für den ganzen Cylinder<|uerschnitt 
erhält man 


schnitt zerbricht 


t=l/2»A 

r 3 


®| = n r* » 


( 7 ) 


7. Ein Tierkantiger Balken Ton den 
Abmessungen f, h, i ist an einem Ende 
in horizontaler Lage befestigt, so flndet 
man das anf das andere Ende anznbrin- 
gende Gewicht P dnreh welches er zer- 
bricht, wenn sein eigenes Gewicht mit 
berücksichtigt wird wie folgt: 

Ist j das Gewicht der Körpereinheil, 
so ist das Gewicht des Balkens =lthf-, 
dieses ist in seinem Schwerpunkt, also 
auf der Hälfte seiner Län^ wirksam, 
mithin sein Moment in Beziehnng anf 
den Befestigiingsiinerschnitt = (ääf'o, 
das Moment des Gewichts P ist = f • P, 
daher hat man die Momentengleichung 
IQ + \bkl’g = « 44 * 

worans Q = — j lAa/j 

Für P = 0 hat man in I die Länge, bei 
welcher der Balken vermöge seines eige- 
nen Gewichts io dem Berastigungsquer- 


8. Ein vierkantiger Balken von den 
Abmessnngen f, 4, 4 ist in horizontaler 
Lage an seinen Enden unterstützt und 
zwischen beiden Unterstütznngspnnkten 
in Entfernung o von dem einen Ende 
mit einem Gewicht Q belastet, so fiodet 
man das Maximum von P, bei welchem 
also der Balken zerbricht , wenn auf das 
Ciewicht des Balken keine Rücksicht ge- 
nommen wird, durch folgendes Verfahren. 

Das Gewicht P hat zur Gegenwirkung 
den Druck des Balkens anf beiden Un- 
terstützungen in A und B. Der Druck 
auf A sei P, so kann man die Stütze A 
hinweg nn:l ilafür lothrecht aufwärts eine 

Fig. «28. 



KraB P angebracht denken , so dafs das 
Ülfichgowicot hergostoHt bloibt. Duich 
diese Abänderung ist nun der Balken / 
zum Hebel mit dism festen Drehpunkt B 
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S eworden and man hat in Beziehang anf 
en Punkt B die Momentengleichung 
P.l=Q(l-a) 
woraus der Druck auf A = 


P=ö* 


/ — a 

1 “ 


Diese Kraft P hat nun das Bestreben, 
'den Balken in C zu zerbrechen, deren 
Hebelsarm ist a, folglich ist aP= dem 
Moment der respectiyen Festigkeit, oder 

aP= aQ . 

woraus die Last in C, welche den Bal- 
ken in C zerbricht 


Q = 


b- l-k» 


a(f-a)" 

denselben Werth für Q erhält man für 
Annahme eines Drucks P auf den Punkt B. 


■ Das Gewicht Q wird am geringsten, 
wenn der Nenner a (/ — a) am grolsten 
wird und da für jeden Werth die Summe 
der Factoren =/ ist, so ist der Nenner 
ein Maximum für a = U. Mithin wird 
der Balken durch das Ueinste Gewicht 
zerbrochen, wenn es in seiner Mitte auf- 
gehängt wird und ist 


Ein Balken auf beiden Enden unter- 
- stützt und in der Mitte belastet trägt 
also die 4 fache Last von der wenn er 
an einem Ende befestigt und an dem 
andern belastet wird. 


9. Ein vierkantiger Balken von den 
Abmessungen b, h, / ist in horizontaler 
Lage an beiden Enden unterstützt und 
eine Belastung auf denselben gleichmä- 
fsig vertheilt. Man bestimmt (Se Gröfse 
derselben für das Gleichgewicht mit der 
respectiven Festigkeit folgender Art. 

Es sei Fig. 629 die Belastung = ^, so 
erleidet jede Unterstützung in A und B 
den Druck und auf jeden Fuls Länge 

des Balkens wirkt die Last Bringt 

man daher statt der Unterstützung in A 
die lothrecht aufwärts wirkende Kraft 
\Q an, so verbleibt das Gleichgewicht. 
Diese Kraft hat nun das Bestreben den 
Balken zu zerbrechen und es ist zu nn- 
tersnehon, in welchem Querschnitt des 
Balkens der Bruch erfolgt, in welchem 
Querschnitt nämlich die grolste Span- 
nung zum Zerbrechen statt findet. 

Demnach sei C dieser Querschnitt in 
dem Abstand a von A, so ist auf diese 

Länge a.die Belastung Q gleich ver- 


theilt und man kann daher dieselbe in 
der Mitte von AC allein wirkend anneh- 
men. Man hat also in dem Querschnitt 
C das Moment der Spannung 

« • 0 


Die Gröfse der Spannung ist also in 
den verschiedenen Querschnitten verschie- 
den und sie wird in demjenigen Quer- 
schnitt am gröfsten, für welchen a{l — a) 
ein Maximum ist , also für a = ^l. Mit- 
hin erfolgt der Bruch in der Mitte des 
Balkens. In diesem Querschnitt ist nun 
das Moment der Spannung 




2 




l 


Q = kiQ 


mit diesem im Gleichgewicht soll die re- 
spective Festigkeit sein, d. h. 
i^lQ = nbk* 

woraus Q = Bn-^ 


Eine auf einen in beiden Endpunkten 
unterstützten Balken gleich vertheilte 
Last Q kann also das uoppelte von der 
betragen, mit welcher man allein die 
Mitte des Balkens belastet und das Sfache 
von der, mit welcher der mit einem Ende 
befestigte Balken an dem anderen Ende 
belastet werden kann. 

10. Ein vierkantiger Balken von den 
Abmessungen ö, A, / ist in horizontaler 
Lago an beiden Enden A, B unterstützt, 
eine Belastung Q anf denselben gleich- 
mäfsig verthoilt und aufserdem in einem 
Querschnitt Czwi.schen denUiiter.stützungs- 
punkten im Abstand a von A noch mit 


Fig. G29. 



einem Gevricht q belastet. Das Gleich- 
gewicht für die respective Festigkeit und 
der Ort des Bruchs wird folgender Art 
bestimmt. 

Denkt man sich die Unterstützung in 
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A fortgenommen und eine senkrecht 
aufwärts wirkende Kraft P dafür eesetat, 
so erhält man diese durch die Nomen- 
teneieichung in Beziehung auf den End- 
punkt B 

Pt = ,.{l-a) + Q.il 
P = ‘^1+iQ ( 1 ) 

Auch hier sind die Spannungen für 
den Bruch in den Querschnitten verschie- 
den. Nimmt man den Querschnitt D in 
der beliebigen Entfernung x von A zur 
Untersuchung, so hat man für die Span- 
nung in D 

Erstens die Kraft P, welche den Theil 
AD des Balkens nm D aufwärts zu dre- 
hen strebt, deren Moment also P • x 

Zweitens die Kraft f für die Drehung 
senkrecht abwärts mit dem Uebelsarm 
CD = w — a 

Drittens die Belastung des auf AD fal- 
lenden Theils von (? = (?, die in der 

Mitte Ton ADy also in Entfernung 
Ton D allein thätig gedacht, den Balken 
um D gleichfalls niederwärts drehen will. 

Das Moment der Spannung im Quer- 
schnitt D ist demnach 




I =xP— (x ■ 


Dies Moment ist mit x Teränderlich 
und wird ein Maximum wenn das Pro- 
duct der zwei ersten Factoren des ersten 
Summand ein Maximum ist. 

Da hier wieder die Summe der Facto- 
ren constant bleibt, so entsteht das Ma- 
ximum für 



und wenn man für P seinen Werth setzt. 


(4) 

Das Moment s (-2) ist unter der Be- 
dingung ansgedrückt, dafs der Querschnitt 
D zwischen C und B liegt, es ist also 
erforderlich die Bedingung 


x = If- 


1 - 


( 5 ) 


Für das Gleichheitszeichen, also für 
= a erfolgt der Bruch in C und es ist 

- = (6) 

/ — 2o - 

» = -2^-0 (r 


In beiden Fällen, für x ^ a erhält man 
das Moment der grüfsten Spannung, wenn 
man in dem Ausdruck 2, für x den Ha- 

ximalwerth No. 3, = p— f setzt, also 
Und ans 1 den Werth von P gesetzt 


, I [l-a 

■ = i p 1 + 


40 -»]’ 


+ aq = 


(IQ + 2<i9)> 
SIQ 


( 9 ) 


Dieses Uonient mufs also fürs Gleichgewicht dem Mumciit der resnecliven 
Festigkeit gleich sein, also 

/. k Lii \ 

( 11 ) 


ov=(2«u=/(?- = j/)p 


Soll nnn der Bruch zwischen C und B 
oder in C erfolgen, so ist die Bedingung 
No. 5 zu erfüllen 
woraus 

und für atf den Werth aus 11 gesetzt: 
/i/'2nbkH 

(1 - p--l<)0£(4(-‘<)0 

l/2«4A’f^ 

worans y — - — i / - u 

und (12) 

Ist die auf den Balken Ton der Lange 
i gleich vertheilte Last Q gröCier als der 


rechts stehende nur Ton den Dimensio- 
nen des Balkens und der Orofse der 
Festigkeit seines Stofis abhängige Aus- 
druck, so kommt auf einen Querschnitt 
zwischen C and B die gröfstc Spannung 
und man findet bei bekanntem ans 
Gl. 11 die Belastung f in C mit welcher 
der Balken zerbricht; den Ort des Bruchs 
in dem Abstande Ton A gibt dann Glei- 
chung 4. 

Ist Q ~ dem rechts befindlichen Aus- 
druck in 12, so ist die grofste Spannung 
in C; man findet q für den Bruch ent- 
weder aus 11 oder ans 4, wenn man 
X = a seUt. 
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Aus 4 ersieht man ferner» dals die 
gröfste Spannnniir nicht jenseits der hal- 
ben Kalkenlänge fallen kann; soll die 
gröfst« Spannung in der Mitte des Bal- 
kens sein, so mufs f = 0 «erden und der 
Kalken darf keine andere Belastung er* 
halten als das gleich Tertheilte 0- 

Ist Q kleiner als der rechts hefindliche 
Ausdruck in 12, und findet eine Bela- 
stung 9 in C statt, so ist auch in C die 
gröiste Spannung und zwischen A und C 
kann sie niemals fallen« 

Man hat dann statt des Ausdrucks 4 
das Maximum von « = die Spannung 
in C erhält man, wenn man C zum Dreh- 
punkt nimmt, wo dann P mit dem He- 
belsarm a aufwärts, die Belastung Q 

über a mit dem Hebelsarm \a abwärts 
wirkt = 


P--,^Q 


nhk^ 


füT P den Werth aus 1 gesetzt: 
. or .«, , = -**^-,0 


(13) 


Beispiel. Bin kieferner Balken, der 
10 Fufs frei Hegt, hat die Breite ä = |0 
Zoll, die Höhe A = 10 Zoll, in einem Ab- 
stande 2’ 6" = 30 Zoll Toii dem einen 
Ende soll er mit dem Gewicht g und 
aufserdem noch mit einem gleichförmig 
vertheilten Gewicht Q belastet werden. 

Der Balken selbst hat, wenn man den 
i'ubikfufs Kiefernholz 48 Pfund setzt, ein 
Gewicht von 10 • 1} • ff *48 Pfund = 
330 Pfand. 

Nach No. 9 kann derselbe bevor er zer- 
bricht eine gleich vertheilte Last erhalten 

= 8« ^ 

10000 

Es ist n= - = 1G66 Pfund, wofür 

D 

1650 Pfund genommen wenlen soll, also 
die ((leichTertbeilte Last 
10 - 10 ’ 

P = 8 • 1650- 330 = 109670 Pfd., 

bei welcher er zerbrechen würde. 

Würde der Halken in Entfernung 40 
Zoll Ton einem Ende .4 allein belastet, 
so würde er nach No. 8 zerbrechen durch 
die Last 


10-120.10* --o.,.,nr 1 

o = — j r M = — — — „„ — • lb50 = (3333 Pfund 

* «y-a) 30-90 


2 • 10 • . 1650 = 48888 Pfund 

90* 


Nun ist Formel 12 
•2ikU 
y-a)’* 

Hiervon das (.iewicht des Balkens 330 Pfund bleibt 48558 Pfund Belastung; 

Es kann aber sein 48888 Pfand. 

1. Nimmt man 0 = 80000 Pfund, so hat man nach Gleichung 11 

30 • J = ( \/‘ — - Gü) 80000 Pfund= 10,35625 x 80000 = 828500 

V ' 80fKK) ' 


woraus 9 = 27817 Pfund. 

Nach No. 4 erhält man nun den Ort 
den Bruchs 

= 60 - 30 • = 49J Zoll von dom 

80000 

Ende A oder 19J Zoll von C, dem Ort 
des Gewichts 9. 

Eine Prühing gewährt Formel 10, welche 
mit dem Resultat üboreinstimmt. 

2. Nimmt man Q = 48558 Pfnnd , so 
hat man für Gleichung 4 weil x = a = 30 
ist, und das Gewicht des Balkens mit 
330 Pfnnd hinzukommt; 


irorans 


30 = 60 - 30 • 


_ ? 
48888 


9 = 0 = 48868 


3. Nimmt man 0 kleiner, z. B. 25000 
Pfund, so hat man nach Formel 13 
10- IO» • 120-1650 , 

30-9» 

= 60833 Pfnnd. 


In allen 3 Fällen sind die ermittelten 
Werthe für 9 diejenigen, bei welchen der 
Balken so eben zerbricht. 

II. Ein vierkantiger Balken von den 
Abmessungen 5, A, / ist in horizontaler 
Lage mit dem einen Ende frei aufliegend, 
mit dem anderen Ende nnbeweglich be- 
festigt (z. B. eingeraauert) und zwischen 
beiden Enden in der bintfernung a von 
dem befeetigten Ende mit einem Ge- 
wicht 0 belastet, so findet man die Gröfse 
^eses Gewicht« für da« Gleichgewicht 
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mit der . respectiven Festigkeit folgen- 
der Art: 

Das (iewicht Q zerbricht den Balken 
in dem Querschnitt C, und da der Bal- 
ken in A nicht nachgeben kann, auch in 
dem Befostigungsquersclinitt A. Mithin 

Fig. G30. 



ist das Gewicht Q aus 2 Theilen beste- 
hend zu denken, in den einen Q\ wel- 
cher den Balken in C, und in den an- 
deren Theii Q" t welcher ihn in A zer- 
bricht. 

Wenn Q' für den Bruch des Balkens 
in r wirkt, so entsteht in A senkrecht 
aufwärts ein Widerstand P, und P zum 
Momentenpunkt genommen ist 

Pl=Q'(l~a) (1) 

woraus P = Q' (2) 

.und da C Drehpunkt ist, das Moment 
Pa = dem Moment der respectiven Festig- 
keit in C = nbh\ 


Folglich Pa — — — aQ' = nbk'* 


woraus 


(?’ = 


/ 

nbhU 


(3) 

(4) 


a{l-a) 

(Vergleiche No. 8 mit Fig. 628.) 

Für den Bruch in A wirkt die Kraft 
Q" mit dem Hcbelsarm «, mithin ist nach 
No. 7 das Moment 

aQ" = nbh* (5) 

Q" = ^ ( 6 ) 


woraus 


hieraus 


oder 


a{l~a) a 
nbh*{2l - a) 

^ a(l-a) 


Die Gröfse des \Jewicht«; Q für den 
Bruch in A und C ist also von dom Ab- 
stand a abhängig; es entsteht für a = l 
und a = 0, also für die Punkte B und 
A anstatt C, für Q der Werth », folg- 
lich mufs zwischen A und B ein Ort C 
sein, für welchen Q ein Minimum wird. 


lind dieser ergibt sich aus dem Minimum 

21- a 
von — , — r 

Man erhält aus Bd. 11., pag. 300, No. 4 
am Schlufs dieses Minimum für die Glei- 
chung rt*-4a/+2/* = 0 
woraus n = (2 - j 2) / 
und das Minimum von Q 

= (3 + 2|2)^^’=M284...i^’' 

Wird Q in die Mitte des Balkens gehängt, 
so ist rt = und 

• »_«ÄA*(2/-tO ,.nbh^ 

12. Die grülstc Last Q zu bestimmen, 
die der Balken ad 1 1 tragen kann, wenn 
Q auf den Balken gleichmäfsig vertheilt 
wird. 

Da eine gleichförmige Belastung auf 
Bruch eines horizontalen Balkens gerade 
so wirkt wie eine auf den brechenden 
Querschnitt direct wirkende Last (s. No. 9) 
so mufs auch hier wie in No. 11 für den 
Fall des Bruchs der Balken in dem Be- 
festigungs<iuerschnitt A und in einer 
Stelle zwischen A und B zerbrechen. 
Der ^egen die Festigkeit schwächste Quer- 
schnitt C hat nach No. 11 von A eine 
Entfernung « = ( 2 - 12 )/ und es wird 
folglich auch bei ^leichmäfsiger Be- 
lastung der Bruch in diesem Querschnitt 
erfolgen. 

Es sei nun auch hier von der auf den 
Balkon gleichmäfsig vertheilten Last Q 
der Theii, welcher den Balken in C zer- 
bricht = Q’ und der welcher ihn in A 
zerbricht = Q". • 

Die gleichförmig vertheilte Lhst Q ver- 
anlafst in A und B die gleichen Druck- 
wirkungen IQ, die eben.so in * 0' + iQ" 
zu theilen sind. Für den Bruch in C 
erhält man nun die Spannung daselbst, 
wenn C als Drehpunkt genommen wird 
entweder aus den Wirkungen links von 
C oder rechts von C. Links von C wirkt 
mit dem Hebelsarm AC und die auf 
A C 

AC vertheilte Lasf-^-- 0’ mit dem He- 
A B 

belsarm \AC, also das Moment 

iQ'.a-jQ'.la=ia~Q' 

Rechts von C wirkt kQ’ mit dem He- 
belsarni BC und die auf BC gleich ver- 
ß(J 

theille Last Q' Hebelsarm 

j[BC, also das Moment 
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das Moment der Spannung ist für den 
Eintritt des Bruchs — dem der respec- 
tiven Festigkeit, also 


ia‘-j^Q' = nbk* 


Q' = 


inbk'l 


a(l-a) 

Es ist diese Last das doppelte Q' (So. 
II, Gl. 4), welches direct anf C wirkend 
Bmch erzengt. ' 


Für den Bruch in A hat man das Ge- 
wicht Q" in der Mitte von AB, also in 
Entfernung von A wirksam in denken. 
Es ist also das Moment 


woraus 


P” 

0" 


• it = nbk* 

- E"**’ 

" / 


Es ist also dieses Q" in dem No. 11, 
Gl. 6 bei directer Belastung in C = a ; )/. 
Man hat nnn 


e’ + p"= 


Q 


2nbk>l 


2nbk* , -h fl/— a* 

— = 2«4A’ 7, - 

{ al(l ~ o) 


Für a den Werth (2 - | 8) / gesetzt und 
redncirt : 

0 = 3(2 

13. Ein vierkantiger Balken von den 
Abmessungen b, k, I ist mit seinen bei- 
den Enden A , B unbeweglich befesUgt 
(eingemauert) und zwischen denselben 
in Entfernung a von A mit einem Ge- 
wicht Q belastet, die Gröfse von Q für 
das Gleichgewicht mit der respectiven 
Festigkeit zu finden unter der Bedin- 


gung, dab ein Bruch in den 3 Stellen 
A, B, C erfolgt. 

Es ist hier die Last 0 >n 3 Theilen 
bestehend zu denken; Q' welcher den 
Bruch in A, ()' welcher den Bruch in B 
nnd Q‘" welcher den Bruch in C hervor- 
bringt, wobei man sich vorznstellen hat, 
dab jedes einzelne Gewicht unabhängig 
von den beiden anderen Gewichten wirkt. 

Das Gewicht Q' wirkt also anf Bruch 
in A mit tiem Hebelsarm a und es ist 



Fig. 631. 



Desgleichen Q " auf Bruch in B mit 
dem Uebelsarm / - a , woher 

Das Gewicht Q'" wirkt auf Broch in 
C, so als wenn, da zugleich Bruch in A 
nnd B erfolgt, der Balken in A und B 
frei anflige. Also ist nach No. 8 


hieraus 


0(1 -«) 


0 ' + (?" + (?’" 


nbk- nbk^ ’n bk’ l _ 
= (? = _— H-j—+a(,_„j 


2nbkU 

a(t~a) 


Der Balken kann also eine doppelt so 
robe Last tragen als wenn er an hei- 
en Enden blob unterstützt wäre. 

Ist o = so ist Q die kleinste Last, 
die der Balken je zu tragen vermag 
_ bnbk’ 

~ ~r 

Ist folglich die Last Q auf die ganze 
Länge gleichmäbig vertheilt, dann ist 
• 16»4^ 

^ / 

C. Rückwirkende Festigkeit. 

Die rückwirkende Festigkeit kommt zur 


Erscheinung, wenn ein Körper auf eine 
feste Ebene gestellt und anf seinem obe- 
ren Querschnitt so lange belastet wird, 
bis die einzelnen Theile des Körpers von 
allen Seiten sich verbreitern , während 
um so viel die Höhe sich vermindert; 
oder auch , wenn die Höhe gegen die 
kleinste Qnerschnitt^imension etwa das 
Funfzehnfache beträgt, dab der Körper 
einbiegt nnd endlich zerbricht. Die erste 
Erscheinung heibt das Zerquetschen, 
die zweite das Zerknicken. Es ist 
also dieser Angriff der Festigkeit eines 
Körpers dem der absoluten Festigkeit 
durch Zerreiben gerade entgegengesetzt 
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und die erforderliche Kraft für das Zer- 
qnetschen and das Zerdrücken eines Kör- 
pers stächst eben so stie für das Zer- 
reifsen mit dessen (jnerschnitt. 

Es existiren mehrere stissenschaftiiehe 
Untersuchungen über die rückwirkende 
Festigkeit in Beiiehnng auf ihr Verhal- 
ten bei verschiedenen Dimensionen des- 
seiben Stoffs, aliein afle stimmen mehr 
oder weniger mit den Erfahrungen nicht 
überein und man mufs auf dieselben vor- 
liuüg noch verzichten 

Unter den stenigen Versuchen, welche 
nur existiren werden die von Hodgkinson 
angestellten für die zuverlässigsten ge- 
halten. 

Mosely, übersetzt von Scheffler, II., 
Mg. 295 hat aus Hodgkinsons Versuchen 
folgende Resultate aufgefübrt: 

Runde Säulen, deren I.änge = 15 mal 
dem Durchmesser, die an beiden Enden 
abgerundet sind, zerknicken durch eine 
Belastung IE in prenls Pfunden, wenn 
L die Lange in preufs. Fufsen, d und d" 
äufsere und innere Durchmesser in preufs. 
Zollen bedeuten: 

1. Eine volle cyliiidrische Säule aus 

Onfseisen IE = 343581 ^ 

(in Zollpfund 32139)PtU 

2. Eine hohle desgl. 

IE = 290771 
(in Zollpfd. = 28040/ 

3. Eine volle cylindri.scbe Säule aus 

Schmiedeeisen 

IE = 978301 d*'® 

(in Zollpfd. = 91512/ ^ |,* 

Wenn die beiden Kndflicben eben sind, 
wo dann die Länge L das dOfacbe des 
Durebmessers d betragen kann: 

1. Eine Tolle cylindriscbe Saale von 
Gufseisen IV = 1012541 

(in Zollpfd. = 94715/ 

2. Eine hohle cylindrische Säule von 

Gufseisen IE =1016181 d^” - d,^” 

(in Zollpfd. = 95053/ 

3. Eine volle cylindrische Säule von 

Schmiedeeisen lE = 303847 1 d’’''“ 

(in Zollpfd. = 28422/ 

4. Eine Tolle qaadratisebe Saute von 
Datuiger Eicbenbolz trocken (Seite = d) 

W= 252051 d^ 

(in Zollpfd. = 23577 j ^ i» 

5. Eine volle quadratische Säule von 
Fichtenholz (trocken) 

IE= 179771 ^ 

(in Zollpfd. = 16816/ i * 


Sänlen an einem Ende eben , an dem 
anderen abgerundet, zeigten eine Stärke 
gleich dem arithmetischen Mittel zwischen 
Säulen mit 2 ebenen und Säulen mit 2 
abgerundeten Endflächen. 

In dem Art.: BrechungscoefRcient No. 3, 
pag. 404 sind die Coefficienten für blofses 
Zerquetschen zusammengestellt. Bei Pris- 
men von einer Höhe die unter 30 und 
15 mal der kleinsten Querschnittsdimen 
siou liegt, geschieht der Brach theils 
durch Zerknicken , theils durch Zerquet- 
schen; nun soll das Gewicht P für den 
wirklich erfolgenden Bruch zwi.schen dem 
durch Versuche ermittelten IE und dem 
durch Zerquetschen IV’ liegen und zwar 
soll sein (Mo.sely pag. 296, Formel 693) 
lEx IE" 

""'W+llE' 

Diese Formel, welche auch in andere 
technische Bücher übergegangen gibt aber 
Resultate, die aufser der Wanrscheinlich- 
keit liegen, z. B. 

Ein Pfeiler von Kiefernholz lOQ" stark 
10' hoch hat nach Formel 5 die Kraft 
für's Zerknicken: 

IDOOO 

IE = 17977 X = 1797700 Pfund. 

Der Coefficient für’s Zerdrücken ist 
6300 daher die Kraft zum Zerdrücken 
IE’ = 630000 Pfd. 

Nun ist 

ll’.ir 1797700.630000 
“ lE+llE'“ 1797700 4472000 

= 499000 Pfd. 

also noch geringer als der einfache Co- 
efticient der Zerdrückung die Kraft P 
ergibt. 

Nachstehend sind die Coeflicienten für 
rückwirkende Festigkeit (Bd. 1., pag. 405) 
auf Zollpfund reducirt. 

Die Kraft gegen die rückwirkende 
Festigkeit, und zwar für Zerquetschen 
allein, von einem Körper, des.sen (Quer- 
schnitt 1 OZoll preufs. beträgt, in Zoll- 
pfunden. 


Apfelbaum 

. . 6267 

Basalt 

. . 27130 

Birke, 

. . 4400 

„ trocken .... 

. . 6174 

Birnbaum 

. . 6548 

Buchsbanm, trocken . . 

. . 9822 

Eicbe, (^rün 

. . 4303 

, trocken .... 

. . 9167 

Eisen, Gufseisen . . . 

. . 1.30960 

„ 8cbmiedeei.sen 

. . 84190 

Erle 

. . 6640 

Esche 

. . 8700 

Flieder 

. . 8138 
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liraait 

. 4677 bia 9364 

Hainbuche .... 


Kalkstein .... 


Kiefer 


Lerche, grün . . . 

. . . . 3090 

trocken . . 


Mahagoni 


Marmor 

. 3740 bis 10290 

Maueixie(;el .... 

. 4677 bis 1871 

ilürtel 

. . . . 4677 

, hydraulUrher . 


Pappel, grün . . * 


, trocken . . 


Pflaumbaum, grün 

. . . . 3555 

, trocken 

. . . . 89.S0 

Portlaudkulk . . . 


Rothbiicbe, grün . . 
, trocken . 


. . . . 8960 

Rotlitaniie .... 


Sand.steiii , stärkster . 

. . . . 9354 

l'luic ...... 


Wallnulkbauui . . . 


Zeder 



Schiebung jedes äufsereii Hassenelenients 
= so ist die Länge deren Verschie- 
bung in der Schicht HJ = HM und die 
der Schicht KL = KN. 

2. Der Vorgang bei dieser Torsions- 
wirkung «ird nun fulgeudor Art erklärt 
(Mosely-Scheffler II., pag. 297): 

Zwei Massentheilchen ar, die neben 
einander gezeichnet sind, sollen über ein- 
ander liegend gedacht werden. Das untere 


Fig. G33. 



D. Torsionsfestigkeit. 

1. I.st ein cylindriscber Körper mit 
einem Kndijuersrhiiitt AB unverrückbar 
bofe.ntigt und wirkt an dem anderen Knde 
EÜ in Kiitfernuiig C'C=ii an der l'eri- 

S herie eine Tangentialkraft i\ so worden 
io Massentheile von AB bis DE von 
der festbleibendeil Cylinderaxe ab um 
dieselbe als Drehaxe in Form von Schrau- 
ben Windungen verdreht, und zwar ist die 
Orufse der Verdrehung in den einzelnen 
von ab nach DE hin genommenen 
Schichten proportional ihren Abständen 
▼ou AB^ und von der Axe ab nach der 
Oberdäcbe hin in jedem einzelnen Quer- 
schnitt proportional ihren Halbmessern. 

Wenn man daher die Schraubenlinie 
der Cylinder-Oberdäcbe in einer Kbene 

Fig. G32. 


Theilcheu ah >»ird fe»tgehalten, auf das 
andere wirkt eine Kraft p, dutch welche 
ilas Tbeilchen ac nach de gerückt winl. 
Sind A und B die Mittelpunkte der Tbeil- 
eben, ist B um die Länge BC = ß nach 
C gezogen worden und bezeichnet man 
eine Kralt, durch welche die Verrückung 
BC = BA = « wird, mit I .so ist 


also 




(I) 



Bestehen die Flächen und nc jede 
ans einer Schicht von n Massentheilchen, 
90 sei r, np = /*, und so ist dann 

T (2) 

f* 

Liegen nun m* solcher 
Schichten übereinander und 
man bringt an die oberste 
eine Kraft P an, so soll diese 
Kraft P eine Spannung P 
auf die zunächst untere, die.se 
wieder eine Spannung P auf 
die ihr folgende und so fort 
eine Spannung P bis auf 
die unterste Schicht erzeu- 
gen, so dafs in allen Schich- 
ten einerlei Spannung = P 
statt findet, wäre demnach 
die (iosamnithohe der Schich- 
ten - Ä so würde P = ~ T 

.sein, und setzt man ß = h 
so ist P=T (3) 

Hiernach ist die Länge eines Körpers 


abwickelt, so erhält man für dieselbe eiue 

f ’erade Linie AE. Ist die in der Kreis- für die Torsionswirkuog auf denselben 
inie der Schicht DE gemessene Vei> ganz gleichgültig. Ob also Fig. 632 in 
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D oder in fl dieselbe Kraft F angebracht 
wird, die Wirkung bleibt dieselbe; für 
ß=n und für ß = h bleibt also P=T, 
und wenn jede Schicht ein OZoll Gröfse 
hat und sämmtliche Schichten zusam- 
men ein Prisma von der beliebigen Höhe 
k und 1 GZoll Querschnitt ausmachen, 
so wird die für die V'erdrehung dieses 
Prisma um die beliebige Länge h erfor- 
derliche Kraft T, der Torsionsmodul 
genannt, der eine für jedes Material con- 
stante Gröfse ist. 

Mit diesem Vortrag kann man sich 
nicht einverstanden erklären. Denn ge- 
setzt es wären nur die beiden in der um 
die Peripherie gewundenen Linie AF be- 
findlichen Mülecüle N und F zu verdre- 
hen gewe.sen, so ist klar, dals eine viel 
geringere Kraft dazu gehört, das Mole- 
cül N auf die Länge KN als das ihm 
gleiche Molecül F auf die gröfsere Länge 
DF fortzubewegen; um so mehr Kraft 
also für die Bewegung sämmtlicher auf 
die Linie AF vertheilten Molecüle um 
die Längen H9f, KN .... DF. 

In dieser Theorie wird auch der Win- 
kel', der in einem Querschnitt von den 
Endpunkten des Yerdrehungsbogens mit 
den Radien gebildet wird, der Torsions- 
winkel genannt: also für den Querschnitt 
LK der Winkel, den die Endpunkte K, N , 
des Verdrehungsbogens KN mit den Ra- 
dien des Cylinders bilden. 

Ist ^DAF=a, AH = l, A D = l, so ist 

der Torsionswinkel in — in DF. 

r 

l 

= — rt. 

. r 

Ist A'D” der Querschnitt des Cylin- 
ders, so ist nach der obigen Bezeichnung 

P=TK^ (4) 

a 

Ist ABDE (Fig. 632) ein sehr dünner 
Cylinderraantel, dessen innerer Halbmes- 
ser = p, die Dicke des Mantels = Ap, 
also der ^Querschnitt A' = 2;ipAp; ist 
der Bogen des Torsiouswinkel.s in DE 
für den Halbmesser = 1, also der Bogen 
selbst = ntf, die Länge CC = /, so ist die 
Kraft für die Verdrehung nach Formel 4 : 

P=r.2'j«Ae^j = 2/i T-^p’-'A» (5) 


und das Moment dieser Kraft in Bezie- 
hung auf die Axe des Cylinders 

/*p = 27rr*-^p^Ap W 

Ist der Cylinder voll und man denkt 
sich denselben aus lauter concentrischen 
Scheiben von der unendlich kleinen Dicke 
Ap bestehend, so erhält man das Mo- 
ment des Cylinderquerschnitts für die 
Torsion 

Pr = 2rt T 

= (7) 

3. Denselben Vorgang der Torsions- 
wirkung erkläre ich folgendermaafsen : 

Der Winkel (Fig. 632) Ü.\F =. u um 
welche die Verschiebung sämmtlicher auf 
dem Cylindermantel benndlicben Massen- 
elemente geschehen ist, sei der Tor- 
sions w i n ke I , und unter dt>m Maximum 
dieses Winkels, welches von der jedes- 
maligen Festigkeit des Materials abhängt, 
geschieht der Bruch, d h. die Ablösung 
der äufseren Molecüle von den zunächst 
unteren, oder wenn man statt des vollen 
Cylinders einen äufserst dünnen Cyliii- 
dermantel sich vorstellt, eine Trennung 
des ganzen Körpers innerhalb eines Quer- 
schnitts. 

Denkt man sich den sehr dünnen C^- 
lindermantel ABDE von der Länge / in 
N gleich hohe Schichten getheilt, i.st HJ 

die erste Schicht im Ab.stand — l von 

» 

2 

AB, KL die zweite in Entfernung — / von 

AB \x. s. w. , ist in dem Umkreise HJ 
die Kraft p erforderlich um desseir Mas- 

sentheile um die Länge HM = ~ DF ge- 
gen die des Querschnitts AB zu ver- 
schieben, so machen die von HJ bis DE 
mit HJ zusammenhängenden Theile diese 
Verschiebung ebenfalls mit, ohne jedoch 
unter .sich verschoben zu wenlen. Sollen 
nuu die Massentheile in der Schicht KL 
ebenfalls um die Länge HM gegen die 
in HJ befindlichen Massentheile, also um 
die Länge 2HM = KN gegen die Mas.sen- 
theile in AB verschoben werden, so ist 
noch eine Tangentialkraft p in KL er- 
forderlich, oder eine Kraft = 2p in KL 
allein thätig. So fortgeschlosseu ergibt 
für die Verschiebung der Massentheile iu 
l)E um die Länge DF = n • HM eine 
Kraft P-np tangential iu DE, mit wel- 
cher allein thätigen Kraft die Ver- 
drehungen sämmtliclier Massentheile des 
Mautels von AB bis DE geschehen 
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Um also in dem Material des Quer- 
schnitts AH die Spannung berrorzubrin- 
gen, welche mit der Verdrebong der dar- 
über befindlichen Massentheile um einen 
Torsionswinkel u yerlmnden ist, bleibt 

es gleich ob man im Abstand — / die 

Krall ^ P oder in dem Abstande / die 

n 

KraA P wirken läfst. 

Ist p die KraA in //J fürs Maximum 
von ri und also zugleich die Spannung 
y* in AH för den Bruch, und wirken auf 
die weitere Lange des Cylinders keine 
anderen KräAe, so wird wie schon oben 
gesagt, der Cylinder auf diese weitere 
Länge DH mit um den z. << gedreht ohne 
irgend eine Spannung zu erleiden. Soll 
nun in KL eine Dr^iung um den Zn 
geschehen, so mufs notbwendig in KL 
ebenfalls eine TangcntialkraA p ange- 
bracht werden, von welcher wiederum der 
Cylinder von K bis D nicht afficirt wird. 
Dagegen übt diese KraA p auf den Quer- 
schnitt HJ eine Spannung p' auf Bruch, 
und dasselbe ge.scniebt wenn in HJ die 
KraA p furtgenommen und in KL eine 
KraA 2p angebracht wird. 

Ist somit auf der mten Schicht das al- 
leinige Gewicht mp tbätig und man bringt 
auf die (m -t- l)te Schiebt noch das Ge- 
wicht p, so nehmen die ersten (m -b 1) 
Schichten Thetl an der Torsion und jede 
einzelne Schicht bis zur mten erhält die 


fsert als die Fortpflanzung der KraA P 
bis zu AB geschient, und der Bruch er- 
folgt zwischen AB und DB nnd diesem 
Querschnitt um so näher, je schneller die 
Vergröfserung der KraA erfolgt. 

Die Festigkeit gegen die Torsion ist 
von der Elasticität des Materials abbän- 

f ig, erfordert eine ähnliche Wissenschaft- 
iche Behandlung; mau bat daher auch 
für dieselbe einen Modul, den Torsions- 
modul ciugefübrt, und dieser ist dann 
diejenige KraA, welche erforderlich wäre 
die in der Oberfläche von IQ" Quer- 
schnitt befindliche Massentheile einer 
Schicht von der Buhe 1 Zoll um diese Hobe 
1'* zu verschieben, oder um die auf einen 
Quadratzoll einer Cylinderoberfläche von 
einem Zoll Halbmesser vertheilteu Mas- 
seuelemente einen Zoll weit im Umfang 
um die Axe herumzudreben wenn die 
Elasticität dies znliefse. 

4. Nach diesem Vortrage (3) hat man 
nnn nachstehende Folgerungen. 

Wenn in dem Cylindermantel ABDE 
von einer unendlich geringen Dicke und 


Spannung p' für den Hmcb; dasselbe ge- 
schieht wenn man die KraA m» von der 
mten auf die m-\- Ite Schiebt Imngt, so 
dals dort (m-f-l)p allein wirken. 

Es hat also seine vollkommene Ricb- 
tichkeit, dafs die Welle bei jeder belie- 
lugen Länge, sobald das eine Ende der 
selben bc&stigt und das andere Ende 
von einer TangentialkraA P angegriffen 
wird in allen Querschnitten einerlei Span- 
nung zum Bruch erhält; dagegen ist lede 
einzelne Spannung der freie Ueherscoufs 
der KraA aus der Spannung dos Quer- 
schnitts gegen die Spannung des unmit- 
telbar vorhergehenden Querschnitts. Die 
zu Hervorbringung aller der Spannungen 
erforderliche Arafl selbst aber wä^st 
mit der Länge der Welle. 

Wird die KraA P in DE allmählich 
bis znm Maximum vermehrt, so pflanzt 
sich deren Wirkung bis znm Befestigungs- 
onerschnitt AB fort, und da nun hier 
aas Material elastisch nicht naebgeben 
kann, so erfolgt auch der Bmch in AB. 
Durch augenoUckliche starke Ver- 
gröfserung von P dagegen wird der z « 
lu der ^be von DE schneller vergrü- 


AC = 1 Zoll Halbmesser die Länge AH 
= AC = 1 Zoll und der Z <• = 45 , also 
//M = AH = I Zoll ist, SU hat man in der 
in HJ angebrachten Taneeutialkraft f, 
nm einen in dem Quers^nitt JH des 
Mantels befindlichen Flicbenraum von 
1 □Zoll auf die Itogenlän^e HM von 1 
Zoll in verdrehenden Torsionsmodul T. 

Die Toreionsfeatigkeit wirkt nnn senk- 
recht um eine Drenaxe wie die rcspec- 
tive Festigkeit, nnd daher kann mau 
schliefagi, dafs der Torsionsmodul in dem 
Elasticinitsmodul sieb verhalte wie der 
Coefficient der respectiven Festigkeit in 
dem der absolnten Festigkeit in Heiie- 
hdng auf einerlei Hateriai. 

Dieser Torsionsmodul wird aber eben 
so wenig in irgend einem Material er- 
reicht als der Elasticitätsmodul, der Bruch 
erfolgt schon hei einem kleineren Win- 
kel o. 

Für diesen Z ist dann nach Obigem 
die Kraft in H 

( 8 ) 

In U ist dann die Kraft 

P= — IT (9) 

7t 

Ist der Halbmesser AC des Ojlinder- 
mantels = r, so geschieht beim Torsjons- 
winkel o die r/ache Verdrehungslänge, 
folglich ist die Kraft in H 

p = *"rT (10) 
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und (Uo Kraft in D 

P = — rlT (11) 

n 

Für die Verdrehune einer Fläche von 
A'DZoll gehört in allen vorigen Fällen 
die Kfarhe Kraft. 

Hat, wie ad 3 betrachtet worden, der 
hohle Cylinder den inneren Halbmesser 
(I, die Hantetdicke A", so ist in Formel &: 

A'=2npAp und in H die Krait 

p = — p - 2;rp Ap T =: 4n p* A? 7 (12) 

und deren Moment statt Formel C 

pp = 4«p’Ap7 (13) 

Für die Kraft in ß mnf» in den For- 
meln 12 und 13 das Ifache genommen 
werden. 

Ist der Cylinder vom Halbmesser r 
voll, so hat man das Moment der Kraft 
in D statt Formel 7 

Pr = inlT fr» hr ^ i,r*lT (14) 

und wenn P an einem Stirnrade oder 
einer Scheibe vom Halbmesser R in Ent- 
fernung t vom ßefestigungsqnerschnitt 
angebracht ist 

PR=i,r*lT (15) 

5. So wie man aus versuchsweiser Ver- 
längerung von Stäben verschiedener Di- 
mensionen durch angehängte Gewichte 
den F.lasticitätsmodul findet (s. Elastici- 
tät No. 8) so flndet man aus Versuchen 
mit Wellen den Torsionsmodul; 


Aus Gleichung 15 hat man nämlich 


T = 


P-R 

II Ir* 


(16) 


Hat man nun durch einen sor^ltigeu 
Versuch für eine Kraft P an dem He- 
belsarm ÄZoll die Verdrehung eines raar- 
kirten Punkts D in der Peripherie der 
Wellenstirnfläche DE vom Halbmesser 
Cß = r Zoll = einem Bogen flf'=6Zoll 
gefunden, so ist der Bogen daselbst für 
ßF* b 

den Halbmesser = 1 Zoll = ^ = — . 

DC T 

Dieser Bogen gehört nun zugleich zu einem 
Kreis von dom Halbmesser CC = I Zoll, 
und wenn man CA = AH = l Zo\l setzt, 
von dem Mittelpunkt A. Es ist mithin 
der Bogen HH = 

5 


und 



kr* 


(17) 


Uebrigens wird der ad 4 gedachte Zu- 
tammennang zwischen dem Torsionsmo- 


dul und dem Elasticitätsmodul allgemein 
mit Cauchy festgestellt, dafs für jedes 
Material T = \E, d. h. der Torsionsmo- 
dul ist - J des Elasticitätsmoduls. 

6. Der Coeflicient für den Bruch durch 
Torsion ist, wie ad 4 schon bemerkt, klei- , 
ner als der Torsionsmodul und hat wie 
dieser denselben ad 4 gedachten Zusam- 
menhang mit dem Coefficienten der re- 
spectiven Festigkeit. Ans diesem Grande 
ist dem Torsionsbrechungscoefficient r 
der Coefficieut a der respectiven Festig- 
keit zu Grande gelegt und man nimmt 
nach Cauchy i = Ja. 

Es ist hier r die Kraft, welche im Stande 
ist eine Schicht von 1 □Zoll Fläche über 
die zunächst untere Schicht so weit zu 
verschieben, dafs Bruch erfolgt. 

Gesetzt der Querschnitt AB, Fig. 632, 
erhalte die Spannung für den Bruch, so 
beginnt dieser an der Oberfläche um die 
Axe und pflanzt sich nach und nach bis 
zur Axe fort. Es ist demnach in dem 
Umfange für ein GZoll Oberfläche die 
Spannung = r, in der Entfernung p von 

der Axe augenblicklich = -^ r und wenn 

der Umfang vom Halbmesser p die sehr 
kleine Höhe Ap hat, also die Fläche 
2vpAp enthält, so ist die Spannung in 
diesem Umfang 

2/rp Ap ■ r = 2.7 — A"> 

r r 

und deren Moment in Beziehung auf die 
Axe 

9JI =2n — Ap' 

r 

das Moment der Kreisebene vom Halb- 
messer fl daher 

' T I.* 

SJ = 2 7 ■ — /fl’ 0 fl = J n — I 
r ' ' r 

und das Moment'der Spannung für deu_ 
Bruch beim Halbmesser r: 

OT = ifiir» 

Bezeichnet p die Kraft in HJ in Ent- 
fernung BJ = I Zoll an dem Halbmesser 
R so ist das Moment der Kraft gleich 
dem des Torsionswiderstandes 
pR = in I r’ 

und wenn die Kraft in D ange- 

bracht ist 

-p Ä = in I r* 

Fi(pir ist eine begrenzte Fläche, die 
Grenzen sind Linien und heifsen Seiten 
der Figur. Ist die Fläche eine Ebene, 
so heilst die Figur eine ebene Figur, 
ist sie eine u nebene Fläche, eine unebene 


in. 
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oder krummflächig« Figur. Von 
den ieUteren Figuren werden nur diej^ 
nigen betrachtet, welche auf der Kugel- 
oberfläcbe Ton Kreialinien als Seiten ein- 
geschloasen wenien. Zwei lusammen- 
treffende Seiten bilden einen Umfangs- 
winkel; iedo Figur hat also so siele Lni- 
fangswinkel als Beiten, die Scheitelpunkte 
der Umfaugswinkel heilseo Ecken. 

Die ebenen Figuren sind geradlinige, 
wenn sie son lauter geraden Linien, 
krummlinige wenn sie son lauter 

krummen Linien, ge mi sch tl in ige, wenn 

>ie theils von geraden, theils von krnm- 
men Linien begrenat werden. 

Krummlinige Figuren siiid_ der 
Kreis, die Ellipse und die von Kreis- 
und elliptischen Bogen eingeschlosaenen 
Figuren; man kann au ihnen auch die 
dureh Tollstäudige einmalige Abwicke- 
lung einer Epicycloide und einer Hypo- 
cysloido auf ihren Grundkreisen hegrena- 
ten Ebenen rechnen 

Gemischtlinige Figuren sind alle 
Segmente und Sectoren von Kreisen, 
Ellipsen und anderen Curven. 

Die geradlinigen Figuren werden 
nach der Anaahl der sie liegrenaenden 
Seiten beaeichnet mit dreiseitige, 
vierseitig^e u. s. w. Figuren, die 
mehr als 4 Seiten habenden Figuren wer- 
den mit dem gemeinschaftlichen Namen: 
vielseitige Figuren belegt. Da jede 
Figur so viele rmfangswinkel als ein- 
scliliefseiide Seiten hat, so nennt man 
Kie nach der Anaahl der mit den Seiten 
gleich vielen Ecken küraer: Dreiecke, 
Vierecke, Fünfecke .. . Vielecke. 

Figuren sind gleichseitig, wenn 
sie lauter gleiche Seiten haben, wie der 
Khombus, das Quadrat ; g I e i c h w i n k 1 i g , 
wenn «« lauter gleiche l'infangswinkel 
haben, wie •l.'is Quadrat, das Rechtex-k. 
Gleichseitige und gleichwinklige Figuren 
heifseii regelmäfsige Figuren 

Figuren, auch von verschieden vie- 
len Seiten, die einen gleichen Flächen 
Inhalt einnehmen sindeinandergleich. 
Eine Figur constmiren, die einer gege- 
benen anderen von mehreren Seifen oder 
von überhaupt anderer Form gleich ist, 
beifst die gegebene Figur verwandeln, 
ln dem Art.: Co n strnc t in n on aus 
der Elementarge ome tri e finden sich 
mehrere Beispiele davon 

Figuren sind einander ähnlich, 
wenn sie durch gleichliegende Diagona- 
len in gleichliegende ähnliche Dreiecke 
aerlegt werden können. 

. Figuren sind einander coiigrueiit. 


wenn die eine F. in eine solche Lage 
gebracht werden kann, dafs sie mit ihrer 
Begrenzung die der ersten Figur in allen 
Punkten deckt. 

Flgarirte Zahlen sind Zahlenreihen, 
deren Gesetz für die Fortschrcitung im- 
mer eine gerade regelmäfsige Figur (ein 
Polygon), oder ein regelniätsiger Körper 
(ein Polyeder) zu Gründe liegt und die 
nach der Anzahl der Ecken dieser Flä- 
chen und Körper ihren Namen erhalten. 

Den dreieckigen Zahlen liegt das 
Dreieck, den viereckigen Zahlen das 
Viereck, überhaupt den aeckigon Zah- 
len das Afeck zu Grunde und diese Zah- 
len heifsen deshalb auch vieleckige 
Zahlen, Polygonalzahlen. Dieje- 
nigen figurirten Zahlen, denen ein regel- 
mäfsiges Polyeder zu Grunde gelegt wird, 
werden gewöhnlich Polyedralzahleu 
genannt. 

1. Die Polygonal- oder violecki- 
gen Zahlen 

l. Es sei ABC ein regelmäfsiges Drei- 
eck, deren Seiten AB = AC = BC = 1 -sind ; 
die Anzahl der Eckpunkte A, B, C 
bildet die Gmndzahl der dreieckigen Zah- 
len. Um die folgende dreieckige Zahl 

Fig. 635. 



zu erhallen verläiiuert man die Seiten 
AH, AC um die Längen HI) — CK= I, 
zieht DK, so ist AD= aR= DK = 2. Nun 
sollen die für die zweite Zahl neu hiu- 
zukommenden Punkto den gleichen Ab- 
stand = 1 von einander erhalten , folglich 
ist in DK=‘i noch ein mittlerer Punkt 
F zu setzen, hierzu die Punkto D, K, 
gibt die folgende dreieckige Zahl = 3 + 3=6. 

Verlängert man wieder die Seilen AD 
und AK um die Längen /)C=A//=t, . 
zieht GH , so ist GH = 3 ; es sind dem- 
nach in GH die beiden Punkte J, K in 
gleichen Abständen = 1 einzusetzen, zu 
den vorigen G Punkten kommen die 4 
Punkte G, J, K, H hinzu und die fol- 
gende dreieckige Zahl ist C -F 4 = 10. So 
wird die nächstfolgende 10 -f 5 = 15, die 
uäcbstkommeude 15 -f 6 = 21 u. s w. 


Di ■ ^ ;K 
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Für die Rildaog der TolUtändigen Zah- 
lenreihe stellt man sich Tor, dals die bei- 
den Seiten AB und AC nach A bin im- 
mer mehr abnebmen , so dafs beide Punte 
B, C endlich in dem einen Punkt A ver- 
schwinden , und somit ist die erste drei- 
eckige Zahl und überhaupt jede erste 
n eckige Zahl = 1. 

Die Reihe der dreieckigen Zahlen ist 
demnach 

l . 3 - 6 . 10. 15 - 21 

Man siebt, wie auch aus der Bildungs- 
weise der auf einander folgenden Zahlen 
herrorgeht, dafs diese Reihe eine arith- 


metische Reihe der sweiten Ordnung lat 
(s. Arithmetische Reihe, pag. 122, 
mit der Bezeichnung). Deren DilTeren- 
zenreiben sind 

2.3>4-5 


1 1 1 

Es ist also hier B = 1, A = 3, d=l 
daher nach der Formel 

+ (,) 

das nie Glied der Reihe = * ^ 

Nach der Formel (pag. 128, rechts) 



, n • (n - 1) _ , n . (n - 1) (» - 2) 

+ 1 - 2 "■ + “T .1“ . “3~ *• 


( 2 ) 


wo <i=ß=l; <i,=,4 = 2; = l 

ist die Summe der ersten n Glieder der 
dreieckigen Zahlen 

».(«-H)(n + 2) 

* 1-2.3 

2. Es sei ABCD ein regelmäfsiges Vier- 
eck (Quadrat) von den Seiten AH=AD 
— BC ~ CI) = 1 ; die Erken desselben lie- 
fern 4 Punkte als Grundzahl 4 der vier- 
eckigen Zahlen ; das durch Verlängerung 
der Seiten AB und AD um BE - OG — 1 
entstehende zweite Quadrat AEh'G lie- 
fert zur 2ten Zahl noch die 5 Puiikle in 


Fig. G36. 




EE, FO und die 2te viereckige Zahl ist 
4 -f 5 = 9. Die dritte Zahl erhält in IIJ, 
JK noch 7 Punkto und es ist die 3te 
viereckige Zahl = 9 -f- 7 = 16 u. s. w. 
Die erste Zahl ist wie bei den dreiecki- 
gen Zahlen = 1 also wird die nie Zahl 
= n’. Die .Summe der ersten n Zahlen 
wird nach Formel 2, wo 
o=B=lj a, = A-= 3-, a,=il=2 ist 
^_ n(n-|- 1) (2«-H ) 

* 1.2-3 

3. Es sei ABC DE ein regelmäfsiges 
Fünfeck, die & Eckrankte liefern die 
Grundzahl b für die fünfeckigen Zahlen; 


Fig. 637. 



zur fulgendeu Zahl liefern die Seiten 
FG, GH, IIJ noch 7 Punkte, zur näch- 
sten die .Seilen HL, LH, JUV wieder 10 
Punkte; die folgenden vierten nicht ge- 
zeichneten 3 Seiten liefern 4 Eckpunkte 
-f 3 X 3 Seitenpunkte — 13 Punkte, die 
fünften 3 Seiten liefern 4 Eckpunkte 
-13x4 Seitenpunkte = 16 Punkte n. s. w. 

Die Ilten 3 Seiten liefern 4 Eckpunkte 
-^3x(l«- I) Seitenpunkte =3it-H 1 Punkte; 
die Reihe der fünfeckigen Zahlen ist also ' 
1 • 5 - 12 - 22 • 3ä . 51 ... 

Das nte Glied ist nach Formel 1, wo 
«=1. A = 4, d=3ist=!^l^’ 

Die Summe der ersten n Glieder 
S = iM’(n 1) 

4. Auf dieselbe Weise findet man di# 

6, 7, 8, 9 M eckigen Zahlen. Bd. I., 

pag. 252 sind die lOeckigen oder Deea 
gonalzableu aus Fig. 556 abgeleitet. 

Die allen Polygonalzahlen gemein- 
schaftliche Reibe ist 

I-2-l^<f -3-|-3d.4-l-6<f.5-|-10d 

Das allgemeine wte Glied ist 
B -b Jw (« - 1) d = « [l-b 

7* 
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Die Summe der ersten h Glieder ist 

(« + 1) + 1« (« + 1) (n - 1) d = [l + "”3-'^] 

Für d = 1 entstehen die dreieckigen Zahlen 
für d s 2 , , viereckigen , 


fürd = « — 2, , n eckigen , 

Die vieleckigen Zahlenreihen zusauimengesiellt, ergeben demnach; 

. . .. a • (" + I) (" + 2) 

dreieckig 1 • 3 • 6-10 (a + 1); .S 2 ~ . 3 

, a-(a+ l)(2a+l) 

" ’ ■ 1 . 2~’ • 3 

, Ja (3a - 1); S= + 1) 


viereckig 1 • 4 • 9-16 

fünfeckig 1 • 5 • 12 • 22 . 

isech.«erkig 1 • (j • 15 • 28 . 


,, .. a.(a+l)(4a I) 

b(2m- 1); .S- - 2~ _ 3— 


»iebeneckig 1 ' 


f • 18 • 34 )a (5a - 3); .S = " j 3- 


achteckig 1 • 8 • 21 • 40 a (3a - 2); .S - }a (a + 1) (2* ~ 0 

a • (a + lK"a - 4) 

neuneckig l • 9 • 24 • 46 Ja (7a — 5); .S = — 1 ~ r~2 — • — ~3~ 

a-(a l)(8a-5) 

zehneckig 1 • 10 • 27 • 52 a (4a — 3); .S = 


1 . 2 


3 


Fig. 638. .. 



Band 11., pag. 321 liefindet sich 
noch ein kurzer Artikel über die 
zwölfeckige oder Dodckagonalzabl. 

II. Die Pol yed ralzahl e n. 

Es sind diejenigen figurirlen Zah- 
len, denen uie regelmäfsigen Po- 
lyeder zu Grunde hegen und zwar 
in derselben Weise durch die Sum- 
mimng der Eckpnnkte, welche mit 
der ein- und mehrmaligen Verlän- 
gerung der Polyederseiten von Neuem 
hervortrelen. 

Es gibt nur 5 regolmäfsige Po- 
lyeder und deinuach auch nur ö 
verschiedene Polyedralzahlen. 

1. Die Tetraedralzahlen. 

2. Die Octaedralzahlen. 

3. Die Icosaedralzahlen. 

4. Die Hexaedralzahlcn. 

5. Die Dudvkaedralzahlen. 

Die erste jeder Polyedralzahlen ist wie 

die erste jeder Polygonalzahl und aus 
dem dort angeführten Grunde — 1 ; die 
zweite ist die Anzahl der dem betreffen- 
den Polyeder zugehörigen Ecken. 

1. Die Tetraedralzahlen. Das Te- 
traeder wird begrenzt durch 4 Dreiecks- 
flächeu mit 6 Kanten und 4 Ecken, von 
denen jede 3 Dreiecksflächen begreift. 

Es sei ahed ein Tetraeder, dessen Sei- 
tfO oder Kauten ae^ oW, W, Är, cd 
^ 1 sind, so bilden die 4 Ecken a, 6, r, d 
£e 4 Punkte für die Grundzahl 4. 


Yerlin(;ert man mm die 3 Kauten abf 
Ac, ad um die gieicben Langen = 1, so 
dafs sammtliche 6 Kanten ae, a/*, ag^ efy 
tg^ fg = 2 werden , so erfordern die letz- 
ten 3 Kanten noch jede einen Punkt a 
in ihrer Mitte. Ks sind als<» zu der drit- 
ten Tetraedralzahl binzugokomroen 3 Eck- 
pnnkte e, 3 Kanteupunkte o; mithiu 
ist die Zahl = 4 + 2 x 3 = 10. 

Verlängert man die 3 Kanten wieder 
um die Länge 1, so dafs die Kanten dä, 
dl, ak, Ai, AA, iA = 3 werden, so erfor- 
dern die 3 letzten Kanten jede 2 mittlere 
Punkte ß; es sind also zur 4ten Tetrae- 
dralzaÜ hinzngekommen 3 Eckpunkte A, 
f, A und 3 X 2 = C Kanteupunkte ß. 
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Jede der drei sichtbaren Dreiecksebenen 
hat nun 4 Reihen Punkte, z. B. die Ebene 
oAi; die Reihe a mit 1 Punkt, die Reihe 
ic mit 2 Punkten, die Reihe ef mit 3 
Punkten und die Reihe *i mit 4 Punk- 
ten. Die untere, nur in den 3 Kanten 
Ai, hk, ik sichtbare Ebene hat in der 
obersten Reibe h einen Pnnkt, die zweite 
Reihe ßß mit 2 Punkten, die dritte Reibe 
ß'ß" nur mit 2 Punkten, die Reihe ik 
wieder mit 4 Punkten; es fehlt also in 
der Mitte zwischen ß'ß' ein Punkt, nnd 
dieser eingesetzt entsteht die 4te Tetrae- 
dralzahl 10 -b 3 3 X 2 + 1 = 20. 

Verlängert man wiederum, zieht lue 
mit *i, ik, kk parallelen Kanten, so kom- 
men hinzu 3 Eckpunkte, in jeder der 
neuen Kante 3 Punkte also 3x3 Kan- 
tenpunkte. In der neiigebildeten unte- 
ren Ebene aber fehlen aufser dem zu ß’ß' 
gehörenden einen mittleren Punkt die in 
der mit ik correspondirenden Reihe die 
beiden mit ß, ß corresi>ondirenden Mit- 
telpunkte. Es sind also zu der 5ten Te- 
traedralzahl an Punkten hinzngekommen: 
* 3 Eckpunkte, 3x3 = 9 Kantenpunkte nnd 
3 Flächenpunkte und diese äte Zahl ist 
20 + 34-9-1- 3 = 35. 

Zur 6ten Tetraedralzahl kommen hinzu 
3 Eckpunkte + 3 x 4 = 12 Kantenpnnkte 


+ (1 + 2 + 3) = 6 Flächenpnnkte und die 
ZaU ist 35 + 3 + 12 + 6 = 56. 

Zur Bildung der Tetraedralzahlenreihe 
kommen zu jeder unmittelbar rorherge- 
henden Zahl 


znr Iten die Zahl 1 

, 2ten , 

« 

3 

, 3ten , 

11 

2X3 = 6 

, 4ten , 

f) 

3x3+1 = 10 

. 6t«n , 

n 

4X3 + (1 + 2)= 15 

, 6ten , 

9 

5x3 + (l + 2 + 3)=21 

. «teil , 

« 

(h- 1)3+K"-2/(«-3) 
= k«(«+ I) 

Diese Zahlen bilden die erste Differen* 
zenreihe : 


1 .3-6 • 10 - 15 -21 la(»+l) 

die zweite Differenzenreihe ist: 
2-3.4-5-6.... 
die letzte: I • 1 • 1 • 1 — 

Die Tetraedralzahlen bilden also eine 
arithmcti.scbe Reihe der 3ten Ordnung, 
und diese ist 

1 • 4 • 10- 20 • 36 t«(n + !)(«+ 2) 

Die Summe der ersten n Glieder ist 
nach der Formel Bd. l., pag. 128. 


H , »-(a - 1)_ 

^T“ + -rT2-''‘ + 


a-(«-l)(a-2) 


1 


a, + 


n-(n-l)(a-2)(n-3) . 

1 . 2 • 3 • 4 


wo 11 = 1; rt,=3; a, = 3; a, = l ist; mithin 
„ _ n ■ O^J) (w + 2) (w + 3) 

* " ■ r . 2 • 3 • 4 

2. Die 0 ct aedralzah le n. Das Oc- 
taeder wird begrenzt durch 8 Dreiecks- 
flächen , 12 Kanten und 6 Ecken , deren 
jede Ton 4 Dreiecksflächen gebildet wird. 

Fig. 639 sei das (halbe) Octaeder mit 
der einen Ecke a in der Mitte, Fig. 640 

Fig. 639. 


die Seitenansicht desselben ,_ mit welcher 
eine Fläche der unteren Hälfte sichtbar 
wird. Das Octaeder abedea' habe die 
Kanten = 1 , so liefern die 6 Ecken die 
zweite Octaedralzahl 6. 

Mit der Verlängerung der Kanten bis 
f, j, A, i um die Länge = 1 entsteht das 

Fig. 640. 
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aene Octaeder aa'\ es kommen also an 
Punkten hiniu & Eckpunkte f, $, k, v a"; 
die 4 Kantenpunkte a in dem Quadrat 
fgki, welches der unteren Pyramide gia" 

S emeinscbaftlich ist; ferner die in den 
anten ga", fa", ka", in" noch erforder- 
lichen 4 Kantenpunkte i', e', d', e', in- 
sammen 3 X4 = 8 Kantenpunkte nnd die 
3te Octaedralzahl ist 

6 + 5 + 8x4=19 ; 

Bei abermaliger Verlängerung der Kan- 
ten nach k, /, n entsteht das dritte 
Octaeder an'". Es kommen hinzu die 5 
Eckpunkte k, /, «i, «, die 8 in dem 
den neiden Pyramiden gemeinschaftlichen 
Quadrat befindlichen Kantenpunkte ß und 
(Üe in den 4 unteren Kanten noch feh- 
lenden mit k und g etc. correspondiren- 
den 8 Kanteimunkte i”, g"; c'\ f'\ d", 
i"; Endlich 4 Flachenpnnkte a' 

in den unteren 4 Dreiecksflächen in den 
Mitten zwischen g", f'\ f", i"; i", k" und 
k", g", welche den oberen 4 Punkten n 
entsprechen nnd mit der Projection yon 
a" (Fig. 640) znsammenfallen. Mithin 
kemmen hinzu: 5 Eckpunkte + 4x4 Kan- 
tenpnnkte +4 Flächenpunkte, und die 
4te Octaedralzahl ist 

19 + 5 + 4X4 1 4 = 44 
Bei nochinalieer Verlängerung kom- 
men hinzu 5 Eckpunkte, 4x3 Kanten- 
pnnkte (>■) in dem neuen gemeinschaft-' 
liehen Quadrat, und die in den unteren 
4 neuen Kanten noch fehlenden , mit 4, 
■J, l correspondirenden 4x3= 18 zusam- 
men 6x4 Kantenpunkte; endlich in den 
4 neuen unteren Dreiecksflächen 4 Punkte 
«".und 8 x 4 = 8 Punkto ,1", zusammen 
3 X 4 = 18 Flächenpunkte, überhaupt also 
6 + 6x4 + 3x4 = 41 Punkte; 
daher die 6te Octaedralzahl =44 + 41 = 86. 

Zur Bildung der Octaedralzahlenreihe 
kommen zu jeder unmittelbar vorherge- 
henden Zahl 
zur Iten die Zahl 1 

, 8ten , . 5 

, 3ten . , 5 + 2x4 = 13 

, 4ten , . 5 + 5x4 = 25 

, 6ten , , 5 + 9x4 = 41 

, 8ten . . 5 + 14x4 = 61 


4- 8 • 12 • 16 • 20.... 
die letzte: 

4*4 ■ 4 • 4 ..... 

Die Octaedralzahlen bilden also eine 
Reihe der 3ten Ordnung nnd diese ist 

1 *6 - 19 •44. 85- 146 1« (2»M 1) 

Die Summe der erste:: » tilieder nach 
der Bd. I., pag. 128 aufgeführten Formel 
für *' = S 

wo 0 = 1; a, = 5; o, =8; o, =4, ist 
mithin 

•S = l» (" + 1) ("’ + " + l) 

3. Die Icosaedralzahlen. Das Ico- 
sae<ler wird begrenzt durch 20 Dreiecks- 
flächen, 30 Kanten nnd 12 Ecken, deren 
jede von 6 Dreiecksflächen gebildet wird. 

Die Qrtindzahl der Icosaedralzahlen ist 
die Anzahl der Ecken = 12. 

Es sei A eine der 12 Ecken mit den 
5 regelmäfsigen Dreiecken Ana, deren 
Seiten oder Kanten Aa und oo = 1 sind. 
Boi der Verlängerung der Kanten .4o bis 
h, so dafs Ab = = 2 wird, entsteht ein 

neues [cusaedor, in welchem nur die eine 0 

Fig. 041. 


nten 


(w-2)(»_M).; 

^ 1-8 



= 2it(»- 1)+1 

Diese Zahlen bilden den Octaedralzah- 
len die erste Differenzenreihe 
1 . 6 . 13 • 25 .41 ■ 61 ....2»(»- 1)+ 1 
Die zweite Differenzenreihe ist 


Ecke A mit dem ersten gemeinschaftlich 
ist, folglich kommen hinzu 12-1=11 
neue Eckpunkte. Von den 30 neuen 
Kanten h^en nur die 5 Kanten Ab einen 
mittleren Punkt a, die übrigen 30-5 = 25 
Kanten erhalten also noch 25 mittlere 
Punkte wie e in bb, mithin kommen für 
die 3te Icosaedralzahl hinzu 11 + 35 = 36 
Punkte und die Zahl ist 12 + 36 = 48. 

Bei einer wiederholten Verlängerung 
der Kauten um bd entsteht ein 3tes Ico- 
saeder, dessen einzige gemeinschaftliche 
Ecke mit dem vorigeu ist A, mithin kom- 
men hinzu 11 neue Eckpunkte. Von den 
neuen Kanten haben nur die 5 verlän- 
gerten Kanten Ad 2 mittlere Punkte o, 
0, folglich kommen hinzu 25 X 8 = 50 
Kantenpunkte e. Endlich haben nur die 
5 Dreiecksflächen den einen mittleren 
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Flächenpnnkt o, mithin kommen hinzu Kanten Ad entsteht ein 4tes Icosaedei; 
noch 20 - 5 = 1 5 Dreiecksflächen jede mit für dieses kommen hinzu 11 Eckpunkte, 
einem Mittelpunkt, sind 1.^ Flächenpnnkte. 25 X 3 = 75 Ksntenpunkte und 15x 3 = 45 
In Siinimä kommen hinzu 11 + 50+ 15 Flächenpnnkte, in Summa 11 + 75 + 45 
76 Funkte und die 4te Icosaedralzahl = 131 und die 5te Icosaedralzahl ist 
ist 4» f 76 = 124. 124 + 131 = 255 n. s. w. 

Bei abermaliger Verlängerung der 5 Die Reihe der leoaaedralzahlen ist 

1 • 12 • 48 • 124 • 255 

11 • 36 • 76 • 131 (Ite Differenzenreihe) 

25 • 40 • 55 (2te Differenzenreihe) 

15 • 15 • 15 (3te Differenzenreihe) ' 

Das ate Olied der Icosaedralzahlen ist nach der Formel Bd. I., pag. 122: 

^ - 1 „ , (a-l)(n-2) , , (a-l)(a-2)(a-3)^ 

c + n + , . 2- ^ + — r~.-^2 ~ ~3~~ ^ 


wo C= 1, B = 11, .4 = 25 und d= 15 ist; 
also Utes Glied = |a (5a’ — 5a + 2) 

Die Summe der ersten a Glieder nach 
der Bd. I , pag. 128 aufgestelten Formel 
*0 0=1, a, = II , o, = 25; a, = 15, ist 
mithin S = j«,b (15a* + 10a’ - 3a + 2) 

^ 4. Die II exaedralzahlen. Das Hexa- 

eder oder der Cubus hat zur Begrenzung 
6 Vierecksflächen, 12 Kanten und 8 Ecken, 
deren jede Ton 3 Viereck.sflächeu gebil- 
det wird Es sei Fig 636, eine 

der Vierecksflächen , deren Seiten = 1 
sind: die im Abstande = I darunter be- 
findliche Fläche sei A'B'C'f)' dann sind 
die 4 Seitenflächen mit welchen diese 
beiden Grundflächen rerbunden werden 
.4.4’, ««'. BO'CC, CC’DW und +.4'00'. 
Die 8 Ecken .4, «, C, D, .4', B', C, D' 
bilden die Grundzahl 8 der Hexaedral- 
zahlen. 

Verlängert man die 3 Kanten AB, AB, 
.4.4' um 1 bis AK, AG, .4.4" und man 
vollendet das dazugehörige Hexaeder 
ARFG A" E' h" G" , so ist mit diesem die 
einzige Ecke A des ersten Hexaeders ge- 
meinschalllich. Zu der 3ten Hexaeder- 
zahl kommen also hinzu 7 Eckpunkte. 
Von den 12 Kanten haben nur die 3 Kan- 
ten AE, AG und AA" schon die Mittel- 
nnkte B, 1), A', folglich erhalten von 
en übrigen 9 Kanten jede einen Punkt 
B und es kommen hinzu 9 Kantenpnnkte. 
Ferner haben nnr 3 Flächen einen Mit- 
telpunkt wie C, nämlich die Fläche AEFG 
den Funkt r, AKA"E" den Funkt B“ 
und die Fläche .4 C/4"C " den Funkt D'; 
folglich erhalten von den übrigen 3 Flä- 


chen noch jede einen Mittelpunkt und es 
kommen hinzu 3 Flächenpnnkte, die 3te 
Uexaedralzahl ist demnach 
8 + 7 + 9 + 3 = 27 

Verlängert man wieder bis All, AK, 
AA"’, so kommen zur 4ten Hexaedralzahl 
hinzu 7 Eckpunkte; 9 Kanten jede mit 
2 Funkten wie d, g, also 9x2 = 18 Kan- 
tenpunkle und 3 Flächen jede mit 4 Flä- 
chenpunkten wie c, n. F, a = 3x4 = 12 
Flächenpunkte, die 4te Hexaedralzahl 
ist also 27 + 7 + 18 + 12= 64 

Die Zahlen, welche den vorangegange- 
nen Hexaedralzahlen zugezählt werden, 
nm die nächstfolgenden zu geben sind 

1) 7 

2) 7 + 9 . 1 + 3 

3) 7 + 9. 2 + 4- 3 

4) 7 + 9. 3 + 9- 3 

n) 7 + 9 (i. - 1) + 3 C« - I)» 

Die Hexaedral- oder Cubikzahlenreihe ist 

1 ■ 8 . 27 - 64 • 125 h* 

und die Summe der ersten n Glieder nach 
der Formel Bd. I., pag. 128 wo o = 1, 
o,=7; o, = 12; a, = 6 ist 
S=i«’(B+ 1)’ 

5. Die Dodekaedralzahlen sind 
Bd. II., pag. 319 mit Fig. 565 abgehan- 
delt. Die Reihe derselben ist 
1 • 20. 84. 210.455.... Jn (9«’ - 9a + 2) 
die Summe derselben findet man nach 
der schon vorher gedachten Formel wo 
0=1; o, = 19; o, = 45 ; a, = 27 ist 


s = -^ (9ii> + 6n’ - 5« - 2) = jii. (» + 1) (3 b + 1) (3it - 2) 

6. Die Polyedralzahlen sind Zahlen der Reihe Ster Ordnung von folgender 
Form: 
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Ites 

Glied 

= 1 

2tes 

9 

= 1 -FA 

3tes 

9 

= 1 + 2.4 + ß 

4tea 


= 1-F3A-F3B+C 

ötes 

9 

= 1 + 4.4 -F 6B + 4C 

6tes 

9 

= 1 -F 5A + lOB -F IOC 


, j , , «-1 . , n-l*n-2 _ 

ntes Glied = 1 + ~ /4+ — j B 

, «— I-n — 2*«-3^ 
“i . 3 

Die äumme der ersten »Glieder ist 


S = - 


1 + 


» • « — l 


>4 + 


1 ' 


3 


1 " ' 1 • 2 ' 1-2 
1 + ist die Antabl der Ecken des Polyeders. 
Für Tetraedralsablen ist A = 3, Ä= 3, C= 1 
für Octaedralsablen ist A= 5, B= 8, C= 4 

für Icosaedralzablen ist /4 = 1I, fi = 2ö, C = 15 

für Hexaedralzablen Ist A = 7, B = 12, C = 6 

für Dodekaedralzablen ist /I = 19, B = 45, C = 27 


1 • a-2 • n-3 ^ 
. 3 • 4 ^ 


Flrmunent (firmus, fest) ist die schein- 
bare hohle Kugeloberfläche des Himmels, 
so genannt weil sie als eine feste Kii- 

eloberfläcbe gedacht wurde, an welcher 

ie Sterne angeheftet sind. 

Fische ( X ) das 6te und letzte Him- 
melszeicben (s. absteigendes Zeichen) der 
südlichen Halbkugel. Es fängt an am 
Endpunkt des Wassermanns, 60° vom 
Winterwendepnnkt und endet am An- 
fangspunkt des Widders, dem Frühlings- 
punkt. 

Fixsterae sind diejenigen Sterne am 
Himmel, die ihren Stand gegen die Erde 
nicht ändern (davon, dafs wahrend eines 
sehr langen Zeitraums kleine Ortsände- 
rungen dieser Sterne entdeckt worden 
sinn vorläufig abgesehen). Dieser feste 
Stand liegt in der grofsen Entfernung 
derselben von unsrem Sonnensystem: Ist 
Bd. I., pag. 31, Fig. 33, S die Sonne, E 
ein Standpunkt der Erde in der Ekliptik 
in irgend einem Augenblick, so ist E' 
deren Stand nach einem halben Jahre 
und die Länge EE‘ , der Durchmesser 
der Ekliptik ist etwa 42 Millionen Mei- 
len. Nun ist ein Fixstern s um die 
Länge tS so weit von der Sonne ent- 
fernt, dafs der ^sE'D von dem /_$ED 
durch noch so scharfe Mefsinstrumente 
an Grüfse nicht unterschieden gefunden 
wird und dafs folglich der Stern s fest- 
ziisteben scheint 

Diese Fixsterne befinden sich in einer 
unzählbaren Menge am Himmel, sie ha- 
ben sämmtlich ein funkelndes Licht und 
unterscheiden sich dadurch von den Pla- 
neten, dafs diese durch Fernröhre be- 
trachtet, in einem ruhigen reflectirten 
Lichte erscheinen. Die Fixsterne sind 
also wie unsere Sonne selbstleuchtend, 


sie sind Sonnen und bilden höchstwahr- 
scheinlich mit den ihnen zugehörenden 
uns unsichtbar bleibenden Planeten selbst- 
ständige Sonnensysteme. 

Die Fixsterne sind von verschiedener 
Lichtstärke und man unterscheidet sie 
danach in Sterne erster, zweiter, dritter 

Qröfse (anstatt Lichtstärke zu 

sagen). Ob diese grüfsere und geringere 
Lichtstärke von ihrem geringeren und 
gröfseren Abstand von der Erde herrührt 
oder von ihren wirklichen gröfseren oder 
geringeren körperlichen Inhalt und ihrem 
Umfang ist nur bei einigen erweislich uns 
näheren Sternen ermittelt. Beides, die 
wirkliche körperliche Gröfse und der Ab- 
stand von uns hat auf deren Lichtstärke 
Einflnfs. 

Man hat 18 Sterne erster, 53 Sterne 
zweiter, 197 Sterne dritter Gröfse; die 
Sterne der nachfolgenden Gröfsen betra- 
gen das etwa 3} fache an Anzahl der 
Sterne der ihnen vorhergehenden Klasse. 

In Folge des Vorrückens der Nacht- 
gleichen unserer Ekliptik um 50,24 Se- 
cunden jedes Jahr seinen alle Sterne 
parallel mit der Ekliptik ebenfalls fort- 
znrücken, so dafs deren Breite dieselbe 
bleibt und nur deren Länge sich ändert. 
So bat Hipparch im J. 128 v. Chr. die 
Länge des isterns Spica in der Jungfrau 
174° gefunden, de la Lande im Jahr 17.50 
dieselbe 200° 21', gibt also in 1878 Jah- 
ren einen Unterschied =26° 21', beträgt 
in einem Jahr 50,5 Secunden. Bei der 
Vorrückung der Nachtgleichen um 50,24 
Secunden würde die .tenderung der Länge 
nur 26,2085° = 26° 12' 30,6" bolrageii 
und Hipparch hätte den Winkel um 8' 
29,4" zu klein angegeben, was bei der 
damaligen Unvollkommenheit der Instrn- 
mente ganz erklärlich ist, so dafs die 
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Spics seit 1878 Jahren ihre Lage gegen 
unser Sonnensystem nicht geändert hat. 

In dem Art. Attraelion ist schon nach- 
geniesen, dafs ein unrerrückt bleibender 
Stand, die absolute Ruhe eines Weltkör- 
pers nicht denkbar ist nnd die Spica ist 
demnach entweder so enorm weit »on 
der Sonne entfernt, dafs ihr Lauf in so 
langen Jahren noch nicht als Hogenlänge 
snr Wahrnehmung gekommen ist, oder 
sie hat mit nnsrem Sonnensystem, wel- 
ches ebenfalls nicht in Ruhe bleiben kann, 
eine fast parallele nnd gleich gerichtete 
Bewegung. 

Es gibt aber auch Fixsterne, deren Be- 
wegung von uns wahrgenommen wird. 
Ein Beispiel hierfür zeigt der Art.: I>op- 
pelsterne. 

Aufser der Unterscheidung der Fixsterne 
nach deren Leuchtvermögen theilt man 
dieselben in Gruppen, deren Sterne zn- 
sammengenommen ein Sternbild aus- 
machen wie z. B. das allgemein bekannte 
nördliche Sternbild; der grofse Bär. 

lizsterntrabant, s. u. Doppcisterne. 

Fläche ist eine Ausdehnung des 2ten 
Grades, eine Ausdehnnng nach 2 llaupt- 
richtungen, der Länge und der Breite; 
sie bildet die Begrenzung einer Ausdeh- 
nnng des dritten Grades, die Begrenzung 
eines Körpers, indem sie kein Theil, kein 
Bestandtheil derselben ist, aberden Cha- 
rakter des Körpers mit ansmacht. 

Die Flächen sind entweder gerade 
oder krumme Flächen. Eine gerade 
Fläche oder Ebene ist eine Fläche, in 
welcher jede beliebig eingezeichnete ge- 
rade Lime mit allen ihren Punkten liegt ; 
oder die in jeder lielicbigen Richtung eine 
gerade Linie ist, oder die mit jeder zwi- 
schen 2 beliebigen in ihr belindlicben 
Punkten verbundenen geraden Linie 
sämmtliche Punkte derselben gemein hat, 
so dafs mit Jedem noch .so kleinen Stück 
einer Ebene deren ganze Ausdehnnng 
gegeben ist nnd durch beliebige Verbrei- 
tung vergröfsert werden kann (s. den 
Art. Ebene). 

Jede Fläche, die nicht Ebene ist, ist 
eine krumme Fläche. Diese ist re- 
gelmäfsig oder unregelmäfsig. Ue- 
geimäfaige Flächen sind die Oberflächen 
von regmmäfsig gebildeten Körpern ; die 
Kugeloberflacnen, die paraboli- 
schen, hyperbolischen, ellipti- 
schen, cylindrischen durch Umdre- 
hung um eine Axe entstehenden Ober- 
flächen. 

Die Durchsohnittsebenen nnd die Grund- 
ebenen von Körpern werden auch Dnrch- 


schnittsflächen, Grundflächen ge- 
nannt. 

Flächen eines Krystalls sind die den 
Krystall einschliefsenden Ebenen; sie sind 
stets geradlinig begrenzt nnd heifsen nach 
der Zahl ihrer Seiten drei-, vier- und 
vielseitig. Ein Krystall hat entweder 
lauter congrnente Flächen (gleiche 
Flächen genannt) oder Flächen von 
verschiedener Form ln diesem Fall hat 
der Krystall von jeder Fläche einer be- 
sonderen t'orm noch eine oder mehrere 
ihr gleiche Flächen und diese in svra- 
motrischcr Anordnung belegen; sie hei- 
fsen unter sich gleichnamig, in Be- 
ziehung auf die Flächen der anderen Form 
ungleichnamig. 

Man unterscheidet Seitenflächen, 
Sc he i to Ifl äche n und Endflächen. 
Seitenflächen sind solche, die mit der 
llaiiptaxe + laufen, wie Fig 303, Bd. II., 
pag. 37, die 4 vierseitigen Flächen; Schei- 
telflächen solche, die mit den Endpnnk 
ten der llaiiptaxe und unter sich in Ecken 
Zusammentreffen, wie dieselbe Fig. die 
8 dreieckigen Flächen, und Endflächen 
solche, deren Mittelpunkte zugleich die 
Endpunkte der Ilauptaxe sind. Wenn 
also in einem Krystall .Scheitelflächen 
sich befinden, so können in demselben 
keine Endflächen sein, und gegenseitig: 
die Einen schliefsen die anderen aus wie 
Fig. 303. ln dem Hexaeder (s. Bd. I., 
pag. 256, Fig. 135) ist jede Fläche zu- 
gleich Endfläche und Seitenfläche, weil 
jede der drei Axen ah, dt, fg als Ilaupt- 
axe betrachtet werden kann. 

Gleichnamige Flächen, die noch 
so weit verlängert, für sich einen Raum 
nicht einschliefsen, heifsen z ii s amnien • 
gehörige F’lächcn; sie können nur 
in zusaniniengesetzteii F'ormen, d. h. in 
demselben Krystall nicht allein, sondern 
nur mit gleichnamigen Flächen anderer 
Art Vorkommen, ln F'ig. 303 sind die 
4 .Seitenflächen zusammengehörige Flä- 
chen; im Würfel Fig. 135 sind alle Flä- 
chen gleichnamig, desgleichen in dem 
Octaeder Fig. 138, in dem Granatoeder 
Fig. 5G4, Bd. I., pag. 319, und daher ha- 
ben diese Kry.stalle keine zusammenge- 
hörigen Flächen. 

Flächeoanilehong, v. w. Adhäsion. 

FUcheneinbeit ist die bestimmte Gröfso 
einer Fläche, in deren Anzahl man die 
Gröfse einer anderen F'läche ansdrückt. 
Sie ist eine Ebene und der Einfachheit 
wegen das Quadrat der Längeneinheit, 
daher auch wie diese in Beziehung auf 
zu messende Längen nach der Gröfse der 
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211 messeoden Fliehe f^rofs nnd klein, 
jedoch so dafs die kleineren Kinheilen 
ali'inote Theile der gröfseren sind Fer- 
ner sind sie in den verschiedenen Län- 
dern verschieden: ln Frankreich hat man 
die Quadratmeter, in anderen Lindern, 
wie in PreuTsen Quadratmeilen , Quadrat- 
rnthen, Quadratfufse u. s. w. (s. Flächen- 
raa afs). 

FUche^nbalt ist die Ansabl der Flä- 
cheneinheiten einer Flache als Grufse der- 
selben. 

FlichenkOrpenahl ist das Product aus 
der Multiplication Ton 6 Zahlen mit ein- 
ander, von welchen 2 Factoren die Flä- 
chenzahl und die anderen 3 Factoren 
die Körperzahl geben. 

Fläch6Qkr&ft, 8. T. w. Fläcbenanzie- 
hnng. 

FlächonmaADl. Jedes Maafs mufs mit 
dem Gegenstand den es mifst gleichartig 
nnd die möglich einfachste Gröfse der- 
selben Art sein. Kin Flächenmaafs mufs 
also eine F'Iäche und zwar die möglich 
einfachste Fläche, also eine Ebene sein 
In keiner begrenzten Ebene sind aber 
die beiden Hauptausdehnungen „Länge 
nnd Breite“ so unmittelbar vor Augen 
liegend als in dem rechtwinkligen I*a- 
rallelogramm, nnd als Maafscinheit des- 
selben das Quadrat der Längeneinheit. 

Es ist aber in den meisten Fällen nicht 
möglich, ein Quadrat als Maalsebene auf 
die zu messende Fläche wiederholt zu 
legen und deren Gröfse direct zu messen, 
wie bei der geraden Linie geschieht. Z. B. 
ist dies bei dem Preieck, jeder vielecki- 
gon Figur, dem Kreise und allen Fign- 
ren mit krummen Begrenzungen nicht 
möglich; noch viel weiiigox bei krummen 
Flächen und aus diesem Grunde müssen 
.solche zu messende Ebenen und krumme 
Flächen in rechtwinklige Parallelogramme 
verwandelt, d. h. solcne angegeben wer- 
den, die mit den zu messenden Flächen 
einerlei Flächeninhalt haben , welches die 
Geometrie lehrt, nnd diese Parallelo- 
gramme werden dann mit der Maafsein- 
heit verglichen. 

Die Elemontargeomotric lehrt nämlich, 
dafs Parallelogramme von gleichen Grund- 
linien sich verhalten wie ihre Höhen und 
Parallelogramme von gleichen Höhen wie 
ihre Grundlinien, .nlso Parallelogramme 
äborbauut wie die Productc aus Grund- 
linie una Höhe Ist also die zu messende 
Fläche in ein Parallelogramm von a Fufs 
Grundlinie und 6 Fufs Höbe umgewan- 
delt, 80 vergleicht sich dessen Flächen- 
inhalt mit aem der Haafseinbeit Ton 1 


Fufs Länge und ein Fufs Hohe, dals m 
a X 6 dieser Einheitsquadrate enthält 

Diese Multiplication von 2 Linien mit 
einander und die Natur des daraus ent- 
stehenden Products läfst sich folgender 
Art veranschaulichen. 

Denkt man sich irgend eine endliche 
gerade Linie, so entsteht aus deren Be- 
wegung nach einer anderen als deren 
Längenrichtnng eine Fläche. Die mög- 
lich einfachste Bewegung der Linie ist, 
dafs jeder Punkt derselben einen glei.- 
chen Weg znrücklegt und dafs dieser 
Weg eine gerade Linie ist. Es entsteht 
dann ein Parallelogramm, und dem oben 
angeführten SaUe geraäfs bei einerlei 
Weg das gröfste wenn dieser Weg nor- 
mal mit der sich bewegenden geraden 
Linie ist 

Hält man mit dieser Bewegung irgend 
wo an , so hat die gerade Linie offenbar 
so viele gleich grolse gerade Linien oder 
Wege zurückgel^ als Punkte in ihr vor- 
handen sind. Weils man die Anzahl 
dieser Punkte, so hat man diese Zahl 
nur mit dem gleich grofsen Weg jedes 
einzelnen Punkts zu multipliciren um 
die summarische Länge der ganzen Be- 
wegung zu erhalten. Da aber die Punkte 
der Linie unendlich nahe an einander 
liegen, so drückt die Länge der ursprüng- 
liclien Linie selbst die Anzahl ihrer Packte 
aus und folglich ist die summarische Be- 
wegung gleich dem Product wenn man 
die bewegte Linie mit der Länge der Be- 
wegung miiltiplicirt. 

Denkt man sich die ursprüngliche Linie 
nach beiden Richtungen unendlich lang 
und deren Bewegung in demselben Sinn 
nach 2 entgegengesetzten Richtungen bis 
in die Unendlichkeit fort, so hat auch 
diese Ebene noch das Vermögen, ihren 
Ort zu änderu und zwar wo sie sich auch 
befinden möge, weil .sie überall in der 
Mitte des unendlichen Raums sich be- 
tindet. Bewegt sich nun die Ebene nach 
beiden Richtungen, so dafs wieder jeder 
einzelne Punkt der Ebene gleich gröfse 
geradlinige Wege normal der Ebene zu- 
rücklegt, so wird nach und nach jeder 
einzelne Punkt des unendlichen Raumes 
durchlaufen und eine weitere Ortsinde- 
ning ist nicht mehr möglich: Zu Lange « 
nnd Breite ist noch eine dritte Normal- 
dimension, die Hoho gekommen und der 
mit diesen drei Dimensionen begriffene 
Raum ist der gesammto Raum, der kör- 
perliche Raum und wird mit dem Kör- 
permaafs gemease n ( v gl . c u bisch es M a afs). 

Flicheftrftui ist die Gröfse einer be- 
grenzten Fläche* 
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FlicheawlDkel ist ein Winkel den zwei 
Ebenen mit einander bilden, die Neigung 
zweier Ebenen zu einander, wie die Nei- 
gung zweier geraden Linien ebener 
Winkel oder sehleehtweg Winkel ge- 
nannt wird. Iler F. wird gemessen durch 
den Neigungswinkel der beiden Ebenen, 
welche den F. bilden (s. Ebene No 21) 
nnd der Neigungswinkel der Klienen wird 
auch Neigungswinkel des Flächen- 
winkels genannt Man sagt daher, 
Flächenwinkel verhalten sich wie ihre Nei- 
gungswinkel, Fläcbenwinkel sind gleich, 
ungleich, wenn ihre Neigungswinkel gleich, 
ungleich sind; sie sind mit diesen rechte, 
stumpfe, spitze und erhabene F. 

Die Ebenen oder die Stücke derselben, 
welche den F. bilden, beifsen die Schen- 
kelflächen, die gerade Durchschnitts- 
linie derselben heifst die Kante oder 
die Sebeiteliinie des F. 

Flächemahl ist das Product ans der 

» lication von 2 Zahlen mit einander. 
Flächenkörperzahl). 

Flaschtnxag ist ein uralter Apparat 
zur Gewältigung von Lasten, ein Hebe- 
zeug, dessen Erfindung dem Archimedes 
zngeschriehen wird. Es besteht ans 2 
Ranmen oder Gehäusen, Flaschen ge- 
nannt, in welchen eine oder mehrere je- 
doch nur seilen über .3 Rollen um Axen 
drehbar befestigt sind. Beide Flaschen 
haben unterhalb Haken; an den Haken 
der unteren Flasche winl die zu hebende 

I.a.st , an den der oberen Flasche das feste 
Ende des Zug.seils befestigt. Die obere 
Flasche winl mit einer Oese um einen 
festen unverrückbaren Haken k aufge- 
hängt. 

2. Ist in jeder Flasche nur ei ne Rolle 
jFig 1112), so wird das Zugseil um die 
Rolle der unteren Flasche ge.scfaluiigen, 
von dort in die Höhe genommen über 
die Rolle der oberen Flasche geführt und 

Fig. «42. 


an das über diese Rolle hinwegrekfaende 
Ende die Kraft P zum Angriff gebracht. 

Fuhrt /* das Seilende d um die Länge 
l fort, so macht das Seilende c ebenfalls 
den Weg I, und da das Seilstück c an 
dem festen Haken <i nm eben so viel 
sich verkürzt nnd zu dem Ende c binzu- 
tritt, so gehen beide Enden 6 und c die 
Länge t her und die Rolle m steigt mit 
der Flasche und der Last U nur um die 
Höhe Da nun bei einem System von 
Kräften diese mit den von ihnen gleich- 
zeitig zurückgelegten W'egen in umge- 
kehrtem Verhaltnus stehen , so ist P:Q 
= f ; 1 und die zur Hebung der Last Q 
erforderliche Kraft P ist = ^Q. 

3. Befinden sich in jeder Flasche 2 
Rollen (Fig. 643), so geschieht die Seil- 
führung über die RoUen m nnd n wie in 

Fig. 643. 




dem ersten Fall; anstatt aber, dalls an 
das Seilende d die Kraft P angreift, wird 
es unter die unterste Rolle « der unte- 
ren Flasche, von hier über die oberste 
Rolle p der oberen Flasche genommen 
und an das freie Ende ( die Kraft P znm 
Angriff gebrachL 

Wird nun die Last Q mit der unteren 
Flasche nnd den beiden Rollen st, o nm 
die Höbe / gehoben, so wird das Seilende 
k um die Länge t verkürzt, mithin legt 
das Seilende c den WVg 2t zurück nnd 
mit demselben das Seilende d denselben 
Weg 2t. Das Seilende e verhält sich aber 
zu dem Ende d wie c zu ö, folglich macht 
das Seilende e unil mit demselben die 
Kraft I' den Weg 41. Es ist mithin für 
den Flaschenzug mit 2 Rollen in jeder 
Flasche P=U». 

4. Befinden sich in jeiler Flasche 3 Rol- 
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len (Fig. 644), »o geechieht di« Seilfnb- 
rang über die Rollen m, o und h, p «ie 
Torber. Das Seilende F wird nun unter 
die 3te Rolle q der unteren Flasche, von 
dort über die 3te Rolle r der oberen 
geführl 

mit der Kraft P bespannt. 

Fig. 644. 



stücke an einander sieb reiben und be- 
aebidigen. Wenn grofse Lasten sehr 
hoch au heben sind, so spannt man Pferde 
Tor das Seil und damit deren Zugkraft 
immer gleicbmäfsig angreife führt man 
das freie Seilende senkrecht abwärts nnd 
nnten in der Zngbahn über eine feste 
Leitrolle, damit die Pferde stets einen 
ihrer Natur angemessenen horiiontalen 
Zng behalten. Die Kraft P wirkt dann 
auf die oberste Rolle der oberen Flasche 
senkrecht abwärts. 

6. Berücksichtigt man bei Berechnung 
der Kraft P die Nebenbindernisse, so sei 
für eine Rolle in jeder Flasche (Fig. 
642) 

der Halbmesser der Rolle n bis in die 
Mitte des Seils = r Zoll 
der Halbmesser des Bolzenzapfens =- p Zoll 
der Durchmesser des Seils = d Zoll 
die Spannung des .Seilstücks e — t 
das Gewicht des Seils nnd der Rolle nebst 
Zapfen = w 
ng5< 

ist der Gesammtdmck auf die Zapfen 


ibungscoefficient = n 


Wird nun die Last Q mit der unteren 
Flasche und den 3 Rollen n, o, q um 
die Höhe i gehoben, so macht wieder das 
Seilstück e den Weg 2f, mit diesem das 
Seilstück d den Weg 2f nnd das Seil- 


stück s den Weg 41 nnd auch f und j 
den Weg 41. Wegen der um l aufstei- 
genden Rolle q macht jedes der beiden 


deilstürke noch den Weg / nnd zwar f 
durch Verkürzung, folglich das Seilstnck 
3 wie in den Torigen Fällen allein noch 
2f, zusammen also 6f und auch die Kraft 
P macht den Weg 61, folglich ist P=i(f. 

L'eberbaupt serbält sieh P zu P wie 1 
zu der Anzahl der Rollen in beiden Fla- 
schen zusammengenommen. 

5. Hat jede Flasche nnr eine Rolle, 
so aind beldo Ton gleichem Durchmesser, 
sind aber mehrere Rollen darin , so wer- 
den die inneren Rollen hinter einander 
kleiner genommen , weil sonst die Seil- 


der 
so 

Ton » = P -b I -I- w 
das Moment der Reibung =/zp (P-t-s 4-ic) 
das Moment Ton P= rP 
das Moment ron s wegen der Steifigkeit 
des Seils auf dessen Seite = (r -b 4d’} s 
folglich hat man die Momentengleichung 
rP=(rbid*)s + i<()(P-bf-bw) (I) 

Nennt man die Spannung des Seil- 
stücks t = t', und gelten die übrigen Be- 
stimmungen für die Rolle ns wie für ii, 
so hat man den Druck auf die Bolzen- 
zapfen = p, mithin die Momentenglei- 
chung 

(r+t.!>)s'-bju«P = r.s (2) 
hierzu die Kräftegleichung 

» + » = P + w (8) 

In Gleichung 2 die Wertbe für s nnd 
s' ans Gleichung 3 gesetzt entsteht 
_ r + t<l* -b po p ^ r-b td» ^ 


2r + 


2r-b jd* 


Schreibt man für Gleichung 1 
(r - 11(0 P = (r -b Id’ + s<P> S + 
und setzt hierin den Werth für a a 
Gleichung 4, so erhält man 


( 4 ) 

( 5 ) 


(r-b ld> + .»tO’„ . (3r + -b(r+*dV 
(-• - p - - 2,-^ - p + 2rrp5 


( 6 ) 


Läfst man in Vergleich mit der be- so erhält man 


deutenden Last P und der noch grüfser 
erforderlichen Kraft das Gewicht so der 
Flasche nnd des Seils anfser Betracht, 


(r+id’+jip)’ 
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7. Die Entwickelnng der Kraft P durch 
Q anagedröckt vird ßr 2 Rollen in je-' 
der Flaacbe, Fig. 643, riel schwieriger, 
besonders wenn man berücksichtigen will, 
dais beide Rollen in derselben Flasche 
verschiedene Halbmesser r, r‘ und ver- 
schiedene Gewichte ir, u' haben. Nimmt 
man für die Halbmesser beider Rollen 
einen mittleren = r, für die Halbmesser 
der Bolzenzapfeu einen mittleren = (> und 
läbt das mittlere Gewicht le fort, so er- 
hält man durch Fortsetzung der Schlüsse 
ad. 6 : 

Für 2 Rollen in jeder Flasche; 

p = . (<• + P Q + 

r- {ift (r + lUp -(- JJ*)* - (r - p(/f 

Für 3 Rollen in jeder Flasche (Fig. 644) 

_ _ 2 () ^ + ji)* (r + ftp d- jJ*)* 

r — pu (r + ^p + jJ’)* - (r — uiij* 

Fliehkraft, S. Centrifugalkraft. 

Fllulgkeit ist jeder Körper, welcher 
fliefst, der also nicht starr ist, und 
man nnterscheidet tropfbare und ex- 
pansible oder luftförmige Flüssig- 
keiten. Die Statik und Hechanik der 
tropfbaren F. beifsen die Hydrostatik 
und die Hydraulik; die der luftförmi- 
nn F. die Aerostatik und die Aero- 
dynamik oder Aeromecbanik (s. 
Aerodynamik, Ausflufs des Wassers, Aus- 
flufs der Luft). 

Foeu, s. V. w. Brennpunkt bei wirk- 
licher Sammlung von Lichtstrahlen, s. 
Brennglas, Brennspiegel. 

Folgen der Tonelchen in den auf Null 
reducirlen geordneten Gleicliungen sind 
je nach Beschaffenheit der Vorzeichen 
zweier auf einander folgender Glieder 
entweder Folgen gleichnamiger oder Fol- 
gen ungleichnamiger Vorzeichen. 

In der Gleichung i* + aj’ -)- + c = 0 

beünden sich 3 Folgen gleichnamiger 
Vorzeichen, nämlich zwischen dem ersten 
und zweiten Gliede (-1-4) dem 2 ten und 
3ten Glieds (4 4) und dem 3ten und 
4ton Glieds (-4 4 ). 

In der Gleichung x’ 4 ax’ 4 ix - e = 0 
befinden sich zwischen dem Iten und 
2 ten Glieds (4 4) und zwischen dem 2ten 
und 3ten Gliede (4 4 } also im Ganzen 
3 Folgen gleichnamiger Vorzeichen , das 
3te und 4te Glied bilden eine Folge un- 
gleichnamiger Vorzeichen ( 4 -). 

In der Gleichung x’ 4 ax* - ix — c = 0 


sind 2 Folgen gleichnamiger (Ites uud 

2 tes Glied 4 4, 3tes und 4tes Glied ) ’ . 

und eine Folge nngteicbiiamiger Vor- 
zeichen (2tes und 3tes Glied 4 -). 

In der Gleichung x’ — ox* — ix -* r = 0 
sind 2 Folgen gleichnamiger Vorzeichen 

( 2 tes und 3tes Glied ; 3te.s und 4tes 

Glied ) und eine Folge ungleichna- 

miger Vorzeichen (4-). 

In der Gleichung x’ - ox’ ± ir 4 c = 0 
sind für jedes der beiden Vorzeichen des 
3ten Gliedes eine Folge gleichnamiger 
nnd 2Folgen ungleichnamiger Vorzeichen: 
entweder 4-; —4; 44 . 
oder 4-: ;-4- 

In der Gleichung x* 4 - ix 4 c = 0 

fehlt das Glied mit x’, d. h. der Coefli- 
cient von x’ ist = 0 . Um zu bestimmen, 
welches die Folgen der Vorzeichen in der 
Gleichung sind, bat man das fehlende 
Glied = 0 mit t als Vorzeichen hinzu- 
zusetzen, also 

X* ± 0 4 ax’ — ix 4 c = 0 
also entweder 44 , 44 , 4 — , - 4 . 
oder 4 “> — I-, 4 — , — 4. 

Im ersten Fall 2 Folgen gleichnamiger 
und 2 Folgen ungleichnamiger, im zwei- 
ten Fall 4 Folgen ungleichnamiger Vor- 
zeichen. 

Die Folge ungleichnamiger Zeichen 
wird auch Wechsel der Vorzeichen 
genannt. 

Welchen Ginflurs die Folgen und Wech- 
sel der Vorzeichen auf die Vorzeichen 
der Wurzeln haben zeigt der Art.: al- 
gebraische Gleichung: Für quadra- 
tische Gleichungen No. 12, pag. 4f) näm- 
lich, dafs jede quadratische Gleichung so 
viele positive Wurzeln hat als Wechsel 
und so viele negative Wurzeln als Fol- 
gen der Vorzeichen. No. 17, pag. 51 er- 
klärt, dafs dies auch hei den cubischen 
Gleichungen der Fall ist. No. 19 beweist 
aus den Folgen und Wechseln der Vor- 
zeichen, dafs die gegebene unvollständige 
Gleichung vom 3ten Grade x’ 4 äx ± c s= 0 
zwei unmögliche Wurzeln haben mufs. 

Dieses Gesetz findet bei den Gleichun- 
gen aller übrigen höheren Grade statt: 

Für die Gleichung vom 4ten Grade >- • 
seien die Products 

(x 4 «) (x 4 4) (x 4 c) (x 4 d) = 0 
die Wurzeln a, 4, c, d also sämmtlich 
negativ, so entsteht die geordnete Glei- 
chung 


a:*4(e 4 ö4c4d)x*4(o4 4oc4o^4äc4 4d4 od)x*4(oÄc4 o4il4 ocd4äcd)x4 abcd~0 
mithin für 4 negative Wurzeln 4 Folgen vou Vorzeicheu. 
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Sind die Producte: , * 

(x — d) (x — 6) (x — c) (x — d) = 0 

so entsteht 

— (a + i + c + d) ** + (fli + <*«+•.•)**” (<*^® + . . • 0 ^ + flicd = 0 
also für 4 positive Wuneln 4 Wechsel der Vorzeichen. 

Sind die Producte 

(x + a) (x + Ä) (x + c) (x - d) 

so entsteht die Gleichung 

^r*+(<* + fc + c — </)x®+(a6+ac-<w/+ 6r— + abd—acd^ bcd)x — abcd=0 

Je nachdem d kleiner oder gröfser als a + i + r i.st, entstehen die Gleichungen, 
von der Form 

X* * ylx* ± Äx* — Cx — D = 0 

Also in beiden Fällen entstehen 3 Folgen und 1 Wechsel der Vorzeichen für 
3 negative und 1 positive Wurzel. 

Sind die Producte 

* (x 4- a) (j? + 1») (^r — c) (x - d) = 0 

so entsteht die Gleichung 

X* -bCo+ä— c— d)a** + bc~bd+cd)x^-\- (— ahc — nbd-\- acd-\- bcd) x abcd = 0 


Je nachdem nan c + d kleiner oder sei der Vorzeichen für 2 negative und 2 
gröfser ist als a + b, hat man die Glei- positive Wurzeln, 
chungen von der Form Sind endlich die Producte 

X* ± i4x* - ßx* + Cx + ß = 0 (x 4- o) (x — 6) (x - c) (x — d) = 0 

In beiden Fällen 2 Folgen nnd 2 Wech- so entsteht die Gleichung 

a-*_ o .j. b-\-c-{^d)x^-\-{—ab—ac~ad-{ bc-\- bd-\- cd) x^ -{■ (abc 4 obd 4- acd—bcd)x—nbrd=0 


Je nachdem nun a kleiner oder grü- 
fser ist als 6 4- c 4- d entstehen die beiden 
Gleichungen von der Form 

X* =f- Ax^ Hfc ßj-* 4 Cx — ß = 0 
In beiden Fällen 1 Folge und 3 VVech- 
•sel der Vorzeichen für eine negative und 
3 positive Wurzeln. 

l)ie oben als Beispiel aufgeführte un- 
vollständige Gleichung: 

x^ 4" — tx 4- c = 0 

hat also 2 unmögliche Wurzeln, weil sie 
je nach Ergänzung des fehlenden Glie- 
des einmal 2 Folgen und 2 Wechsel und 
das andere Mal 4 Wechsel hat, '»eil sie 
also sowohl 2 positive und 2 ne^tive 
und zugleich 4 positive Wurzeln haben 
inüfste, welches nicht -möglich ist. 

Diese Entwickelungen und Schlüsse 
auf Gleichungen von jedem noch so ho- 
hen Grade angewendet ergeben, dafs ilie 
ausgesprochene Regel allgemein gilt (s. 
Fouriers Lehre etc.) 

. Folg6 der Zeichen, derhimmlischen 
Zeichen, der Himmelszeichen ist 
die Reihenfolge nach welcher die 12 Stern- 
bilder, welche die 12 Zeichen des Thier- 
kreises um die {Ekliptik am Himmel aus- 
macben, vom Früblingapunkt nach dem 
Sommer-, dem Herbst- und dem \Vinter- 


punkt bis wieder zum Früblingspunkt hin 
gezählt werden. 

In dem Art. .Absteigendes Zei- 
chen“ mit Fig. 19 sind die 12 llimmers- 
zeichen der Reibe nach im Kreise ab- 
gebildet, sie werden auch in der dort an- 
gegebenen Folge gezählt, es wird aber 
mit dem Widder angefangen. 

ln dem Art. .Erde“ mit Fig. 615 ist 
die wirkliche Bewegung der Erde E und 
tlie scheinbare Bewegung der Sonne S 
in der Ekliptik über F, S, II, W darge- 
stellt. Man nennt diese Bewegungen die 
von der Rechten zur Linken , oder von 
Abend (über Mittag) nach Morgen. Wenn 
man aber die Ekliptik, wie big. 19 ge- 
schehen, mit den himmlischen Zeichen 
versieht, .so kann man auch sagen, dafs 
die Bewegungen der Erde und der Sonne 
nach der Folge der Zeichen geschehen; 
wenn man nämlich mit dem in dem 
Früblingspunkt F gezeichneten Sternbilde, 
dem Widder anfangt. 

Die Erde bewegt sich also wirklich und 
die Sonne scheinbar nach der Folge der 
Zeichen : 

1. Widder (Früblingspunkt F) 

2. Stier 

3. Zwillinge 

4. Krebs (Sommerpuukt S) 
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C. Jungfrau 

7. Waage (Herbstpunkt //) 

8. Skorpioa 

9. Schütze 

10. Steinbock (Winterpnnkt W) 

H. Wassermann 
1*2. Fische 

Der angegebene Stand dieser Sternbil- 
der ist der wie er vor uralten, den chal- 
daisch-aatronomischen Zeiten gewesen ist. 
Seit damals bU jetzt sind die beiden 
Nachtgleichenpunktc, der Frühlingspunkt 
F und der lierbstpunkt H um cc. 30° 
zurück, F nach Fische und If nach Jung- 
frau, die Sternbilder also um so viel vor- 
gerückt : das Ite Sternbild, der Widder 
steht jetzt, wenn F und H constant ge- 
dacht bleiben, in dem Ort wo der Stier 
damals sich befand. 


Ist n eine ganze Zant, so 
Form jeder geraden Zahl; 2« + l die Form 
jeder ungeraden Zahl. 

FOfmen der Krystalle sind entweder 
einfache oder zusammengesetzte 
F. Die ersteren bestehen ans lauter 
gleichnamigen Flächen, die^ letzteren aus 
zweierlei gTeichnainigen Flächen. Durch 
Verlängerung der gleichnamigon Flächen 
einerlei Art verschwinden die anderen, 
and es entsteht eine einfache Form, eine 
Kernfomi oder Grundform des Kry- 
stalis. 

Man wählt zur Grundform diejenige, 
welche aus den grüfseren, den vorherr- 
schenden Flächen gebildet wird. 3. Com- 
bination pag. 36 mit Fig. 301 und 303. 
VergTürsert man immerfoii die gröfaeren 
Seckigen Flächen, ao verschwinden die 
dreie^igen und es entsteht das Hexaeder 


Folnrang ist die Erkenniin«; einer 
Wabrneit aus voTangegaiigeiien Bedin- 
gungen oder itründen. 

Folgesatl ist die in Form eines Satzes 
aufgestellto Folgernng. Er wird auch 
Zusatz, Corollarinm (a. d.) genannt, 
und ist dann ein Lehrsatz, dessen Wahr- 
*heit ans einem vorher aufgcstellten Lehr- 
satz entweder unmittelbar oder doch mit 
Hülfe von nur wenigen Schlufsfolgen sich 
ergibt. Wenn z. B. erwiesen worden ist, 
dafs in einem Dreieck nur ein Winkel 
sein kann, der gleich einem rechten Win- 
kel oder der gröfser ist, so ergibt sich 
als Folgesatz, dafs in jedem Dreieck noth- 
wendig zwei spitze Winket sein müssen. 

Forderaag ist das Verlangen, einen 
Begriff, dessen Merkmale aus Definitio- 
nen nud (irnnd.sätzen hervorgegangen 
sind, anschaulich zu machen, ihn zu coii- 
struiren. Z. B. einen Kreis zu zeichnen, 
ein Product aus 2 Factoren darzustellen, 
von denen jeder eine Summe zweier Sum- 
manden ist. 

(Jonstructionen, die auf Lehrsätzen be- 
ruhen, sind ausgeschlossen. 

ForderanglMU, Postulat ist ein Satz, 
der eine Forderung ausspricht. 

Form einer GrBfse ist das Gesetz, nach 


abedefgh. 

Eben so wird aus einer einfachen Form 
durch Entecknngen und Entkantungen 
eine zusammengesetzte hervorgebracht. 
Setzt man diese Enteckqngen oder Ent- 
kantungen bis zum Maximum, also bis 
zu den Mitten der anliegenden Kanten 
fort', so entsteht wieder eine einfache 
Form, eine abgeleitete Form. Z. B. 
aus dem Würfel entsteht durch fortge- 
setzte Enteckuug das reguläre Octaeuer, 
wie Fig. 302, wo die Enteckuug des He- 
xaeders so weit fortgesetzt ist, dafs das 
Octaeiler nfiydtti hervorgeht. , 

Die Begriffe; einaxige und viel- 
axige Formen s. u, Axen der Krystalle, 
Bd. L, pag. 256. 

Es ist nier noch ganz besonders der 
Unterschied von honioedrischen und 
bemiedrischeii Formen zu merken; 
die Krystalle werden nach Axensystemeu, 
8. d., so unterschieden, dals in jedem 
Krystall die Axen nachzuw eisen sein 
müssen, welche dem System angehüren; 
desgleichen die ihm zugehörige .Anzahl 
von Flächen. Nun gibt es aber Krystalle, 
in welchen nur die Hälfte, auch wohl 
nur 1 der ihm znkommenden Flächen 
vorhanden sind, die deshalb II ä l ft fläch - 
ner oder V iert ei fl äch n er genannt 
werden und der hemicdrische n Form 


welchem die Grüfse znsamniengcsetzt oder 
gebildet ist. Zu jeder Form, der allge- 
meinen Form gehören mehrere Gröfsen ; 
dies» sind Grofsen von einerlei Form. 
Jede qnadrati.srbe Gleichung hat die Form 
w* -|- ax -f- 6 = 0 

oder sie ist in diese Form zu bringen. 

Alle Kreise haben einerlei Form und 
diese wird in der Erklärung desselben 
ausgesprochen. 


angehören , während die Krystalle der 
ursurüiiglichen, der homoedrischen Form, 
Vollflächner beifsen. 

Z B. dem Octaeder, einer homoedri- 
schen Form des regulären .Systems von 
8 gleichseitigen Dreiecksflächen gehört 
als abgeänderte hemiedrisebe Form das 
Hemioktaeder oder Halbacht fl äch- 
ner an. Dieser hat nur 4 gleichseitige 
Dreieckatläcben , ist also das eigentliche 
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r^uläre Tetraeder nnd wird auch Vier- 
flächner (renannt. 

Wenngleich nnn die.<ier Körper ein re- 
gulärer, also ein Körper Ton primitiTer 
Form ist, so wird er dennoch nem Kry- 
stallisationssysteui gemafs ans dem Oc- 
taeder entstanden gedacht. 

Ks sei AHCDEV das Oclacder. Man 
denke die Flächen AKD und AHC beide 
+ mit sich selbst einaniley entgegenge- 
rückt, E ist in E', l) in W, B in B' und 
C in C, so .schneiden sich beide Flächen 


Fig. (U5. 



dem Octaeder entstanden gedacht wird, 
so werden alle übrigen hemiedrischen 
Formen aus den ihr in Gründe liegen- 
den homoedrischen Formen entstanden 
gedacht. 

Formel ist in dem Art. .algebraische 
Formel“ definirt und für diese sind 
lleispiclo gegeben. Aufser der Algebra 
liefert die Analysis Formeln für Diffe- 
reniiale,. Integrale, Reihen -Entwickelnn- 
gen (s. DifTereniialrechnung); die alge- 
brai.sche Geometrie (s. d.) Formeln für 
den Zusammenhang zwischen den Sei- 
ten, den Diagonalen nnd dem Inhalt 
der Figuren; die Trigonometrie liefert 
Fiirmeln zwischen genannten Stücken 
lind den Winkeln. 

Fortschreitende Bewegnng. s. n. Re- 
wegnng No. 2. 

Fouriers Lehre von der Anffin- 
dungderWurzelnalgehraiecher 
Gleichungen mit einer unbe- 
kannten Grüfse. 

Die Methode, die Wurzeln einer auf 
Null redneirten geordneten Gleichung 
zu finden besteht darin, dafs deren 
DilTereiiziale der Reihenfolge nach ge- 
bildet und deren W'nrzeln mit denen 
der gegebenen Gleichung verglichen 
werden. 

Ist .V =/’x = x" + ax”-' + tx "- ’ 

+ . . . d px + V = 0 
.V, =f* = ax"-'+o(a- Ox"-“* 
-f ä (a — 2) x"~* -b . . . d p 
A, =ra: = «(«- l)x*^ + .... 


in der geraden Linie n/t, der F.ndpunkt 
i< liegt in der Fläche .tßK, der Endpunkt 
,t in der Fläche ACI). 

Klien so rücke man die Flächen EBE 
lind ECl) + mit einander näher bis sie 
sich in der geraden Linie jil schneiden; 

liegt in der Fläche EBC, J in der 
Fläche EEU. Die Linien u.1 und j d 
liegen auf entgegengesetzten Seiten nnd 
L der Basis BCOE in einem Abstaude 
von derselben = 1 AE und itß und dp 
zugleich rechtwinklig zu einander in einem 
gegenseitigen Abstand !tAF= \BD = JCE. 
Sie sind — lang = iCB — i BE nnd lie- 
gen wie die Ilalbirungslinio der gegen- 
überliegenden Seiten des Quadrats BCDE. 
Nimmt man also aß nnd pd als Kanten, 
construirt die Dreiecksebenen aßy, npd, 
ßyi und aßJ, so sind die Dreiecke gleich- 
seitig, consent nnd bilden das regu- 
läre Tetraeder. 

So nun wie dieses Uemioctaeder aus 


= l)C«-2)....2. I 

so kaiin man in jede dieser Functionen 
einen so grofsen Werth M für x setzen, 
dafs das erste Glied, weil es den höch- 
sten Exponent hat, gröfser wird als alle 
übrigen Glieder zusammengenommen. 
Ist jll positiv, so werden die Werthe aller 
Functionen positiv, ist M negativ, so 
werden die Werthe der Functionen po- 
sitiv oder negativ, je nachdem deren erste 
Glieder gerade oder ungerade Exponen- 
ten haben. Die Folgen oder W'ecbsel 
der Vorzeichen spielen aber eine wichtige 
Rolle für die Auffindung der Wurzeln 
der gegebenen Gleichung. 

Beispiel. Es ist folgende Gleichung 
vom äten Grade gegeben und von der- 
selben sind der Keine narb die 5 mög- 
lichen Differenziale genommen. 

[(x+ l)(x + 5)(x-2)(x-G)(x-ÖO)] 

AT = x> - 52x* + C9x» + 1582x> - 1540x 
_ 3000 — O 

A', = äx‘ - 208x» + 207 X* + 3I64x - 1640 


r 
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X, = 20x* - 624x’ + 4Ux + 3164 
X, = 60**- 1248X + 414 
X. = 120x- 1248 
X, = 120 

Um in BetrefT der po.sitiTen und ne- 
gativen Vorzeichen alle nur inöglirheii 
Zahlenwertbe einzuachlieisen sei 
so sind für x = 4f = -f oo die Werthe 
säniintlicber -6 Functionen positiv; für 
x = J/ = — oD sind die Werthe iler Glei- 
rbuug und der geraden Üilferenziale sub- 
tractiv, die der ungeraden Diflerenziale 
additiv. Hau hat demnach folgendes 
Schema: 

Für X = -|- oo für X = — 00 


X = -H X = - 



Han siebt, dafs diese Ordnung der auf- 
einander folgenden Vorzeichen bei jeder 
geordneten auf Null redncirten Gleichung 
Vorkommen inufs; nämlich dafs fürx=-Foo 
die Werthe der Gleichung und deren « 
Differenziale n Folgen der Vorzeichen 
und für x = — oo, n Wechsel der Vor- 
zeichen abgeben. 

Ist daa erste Glied x'* subtractiv, so 
sind für x = + oo sämmtiiche Vorzeichen 
subtractiv. 

2. Diese n Zeicbenwecbsel bei einer 
Gleichung vom nten Grade gegen die 
voranstehenden n Folgen sind nun nach 
Fourier die Ursache, dafs zwischen x=-f oo 
und X = — oo , also dafs überhaupt » Wur- 
zeln für die Gleichung existiren. 

Setzt man in dem Beispiel x= 10, so 
erhält man 

X=- 280200 
X, = - 107200 
X, = - 35096 
X, = - 6066 
X. = - 48 
X. = -I- 120 

Die ersten 5 Functionen geben 4 Zei- 
chenfolgen, die 5te nnd die Bte geben 
einen Zeichenwecbsel. Es sind also 4 
Folgen und 1 Wechsel in diesem Bei- 
spiel. Da nun für x = + « 5 Folgen 
existiren, so wird geschlossen, dafs zwi- 
schen X = 10 und X = » eine Wurzel der 
Gleichung existirt. 

Dies ist nun freilich schon aus dem 
subtractiven Werlh von X zu schliefsen. 
Denn wenn für x=oo, X additiv und 
für X = 10, X BHbtractiv wird, so mufs 

III. 


zwischen beiden Wertheii ein x' existi- 
ren , für welches X = 0 wird , also «in« 
Wurzel x’ und es geht noch nicht her- 
vor, dafs die Fourier'sche Lehre Vortbeile 
darbieteL 

3. Setzt man um der Wurzel näher 
zu kommen x = 100, so hat man X = 
-1-4884663000. Man weifs also, dafs die 
Wurzel swi.srhen 10 und 100 liegt; allein 
man weifs nicht, ob zwLschen x = lOO 
und X = ® , d. h ob über x = 100 noch 
eine Wurzel für die Gleichung existirt 
oder nicht, weil die Uebereinstimmnng 
der Vorzeichen (-1) hierbei nichts ent- 
scheidet. 

Denn setzt man x=3, so erhält man 
für X den Werth -f 9724. Nun ist der 
Werth von X für x = -p oo ebenfalls -p 
und gleichwohl existirt zwischen x = 10 
und xo: 100 eine Wnrzel. 

Hier nun gibt die Fonrier'sche Lehre 
bestimmte Au.skunft. Nämlich für x 
= 100 ist 

X = -P 4884663000 
X, = -P 294384860 
X, = -P 13804564 
X. = -P 475614 
X. =-p 10752 
X, = -P 120 

Da nun l>ei x= 100 und x = -p oo kein 
Zeifhenwcchscl .statt tludet, so ist nach 
Fourier auch über x= 100 keine Wur- 
zel der Gleichung vorhanden. 

Setzt man x = 0, so erhält mau 
X = -3000 
X, =- 1540 
X', = -p 3164 
X, =-P414 
X. = - 1248 
X. =-pi20 

Han findet hier 2 Zeichenfolgen nnd 
3 Wechsel; da nun für x = « ö Folgen 
existiren, so existireu nach Fourier zwi- 
schen X = 0 und X = -p 00 oder nach dem 
vorigen Satz zwischen x = 0 und x= 100 
drei Wurzeln; und da für x s: 10 vier 
Folgen und 1 Wechsel statt haben, so 
existireu zwischen x = Oiind x=IO zwei 
Wurzeln, die dritte liegt demnach zwi-., 
scheu X = 10 und x — 100. 

Da ferner bei x = — oo fünf Zeichen- 
Wechsel Vorkommen, so hat die Gleichung 
zwischen x = 0 und x = — oo noch (5 — 3) 
= 2 Wurzeln. 

4. Nimmt man nämlich für x zwei 
Werthe A und B, zwischen welchen kein 
Werth von x weder X noch eins der 
DilTerensiale zu Null macht, so müssen 
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für alle Wertbe von x inneihalb A nnd 
B die Zeichenreihen dieselben bleiben. 

Setzt man x=\, so erhält man in dem 
obigen Beispiel 

;r = - 2940 
jr, =+ 1628 
X, = + 2974 
X,=- 774 

;r. = - 1128 
Jt, = +120 

Die Zeichenvechsel sind also mit denen 
fdr x = 0 nicht dieselben; man ersieht 
anch, dafs es zwischen x = 0 und x=:l 
Werthe von x gibt, durch welche A', und 
X^ zu Null werden. 

5. Wird ferner mit einem Werth C für 
X die Fnnction = 0, der Werth jedes der 
Differenziale aber nicht = 0 so ist, unter 
s eine positive Qröfse gedacht, nach der 
Taylor'schen Reihe; 

/(c+s)=/c+zrc+yrc+ jr’c+... 
nc - »)=/«- »rc+ y /"c - Y f"'^+ ■ ■ ■ 

Non ist fC = 0; fC aber nicht = 0, 
folglich ist 

f(c+i)=irc+^rc+.... 

nc - .) = - ,^c+ y rc - y rc+... . 

Nun kann man sich unter s eine so 
kleine Qröfse denken , dafs ifC > ist als 
die absolnte Summe aller übrigen Glie- 
der, und es bat sodann 
f(C + i) das Vorzeichen + 
f iC-i) das Vorzeichen — 
für Wertbe von x > C behält also die 
Fnnction das Vorzeichen, für Werthe von 
x<C wird es geändert and es entsteht 
für die Function bei x = A gegen die 
bei X = R ein Zeichenwechsel. Da der 
'Voraussetznng nach für keinen Werth 
von X zwischen A nnd B eins der Dif- 
ferenziale = 0 wird , so bleiben nach Satz 
4 die Vorzeichen derselben für x = C* t 
dieselben mit denen für x = yt und B, 
oder mit A allein oder mit B allein, je 
nachdem die Vorzeichen der abgeleiteten 
Functionen für x = y4 nnd B überein- 
stimmen oder nicht. 

In dem Beispiel ist zwischen x = 10 
und x = 100 die Wurzel C = bO. 

Han hat: 

für X = 51 für X = 49 

A = -I- 6420960 X=- 5456700 

A', = + 6932828 A, = -b 5003516 


A, = -t- 1 054274 A, = -I- 878906 

A, =-|- 92826 A, =-b 83392 

A. = -1- 4872 A. = -t- 4639 

A, = -I- 120 A, = -b 120 

Es stimmen also die Vorzeichen der 
Differenziale mit denen für x = B= 100. 

Han hat zusammengeetellt : 
für x= 10, für x=49, für x=5l, fürx= fOO 
A = - =- =-b = + 

A, = - =+ =+ =-b 

A, = — = -b =-b = -b 

A,=- =-b =-b =-b 

A. = - =-b =-b =-1- 

A, = -b =-b =-b = + 

Setzt man x = — 9 so erhält man 
A = -b 4992 
A, =- 5296 
A, = - 390 
A, = + 3150 
A. = - 1488 
A, =+ 120 

Für X = 0 (No 3) hat man 3 Zeichen- 
wechsel, für X = - 2 hat man 4 Zeichen- 
wechsel, es existirt also eine Wurzel von 
A für einen Werth von x zwischen 0 und 

— 2 und diese Wurzel ist = — 1. Nimmt 
man wieder 2 benachbarte Wertbe von 

— I, z. B. - 1,1 und - 0,9 so erhält man 
für x = - 1,1 für x = - 0,9 

A = + 438 A = - 418 

A, =- 1002 A, =-4065 

A, =+ 1927 A, = + 2199 

A, =+ 1859 A, =+1585 

A. = -H16 A, = -1356 

A. =+ 120 A, = + 120 

nnd eine Zusammenstellung der Vorzei- 
chen für A, R, C + s und C— s ergibt 
fürx=0, fürx = -0,9, fürx=- l,l,fürx=-2 
A = - _ + + 

A.=- - - _ 

A, = + + + 

A, =+ + + + 

A. = - _ _ _ 

A, = + + + + 

In beiden Fällen, für die Wnrzeln 50 
nnd — 1 ersieht man die Uebereinstim- 
mnng der Vorzeichen für sämmtliche Dif- 
ferenziale und die entgegengesetzten Vor- 
zeichen in der gegebenen Gleichung. Fer- 
ner ist ersichtlidi, dafs die Anzahl der 
Zeichenwechsel in den znsammengestell- 
ten Fnnctionen von x = + « bis nach ' 
X = - 00 bin sieh vermehren , oder wie 
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man eewöhuKch es ansdrückt; es geben 
die Aeichenwechsel von x = — oo bis 
x = + <o hin durch die Wurzeln verloren. 

6. Hat eine Gleichung mehrere gleiche 
Wurzeln, so gehen durch dieselben eine 
gleiche Anzahl von Wechseln verloren. 

Denn ist zwischen den Grenzen A und 
B für X die Zahl C zweimal als Wurzel, 
macht also C die Gleichung 2mal zu Null, 
so wird für x =C, fx und fx oder fC 
und l'C = Q. Man hat wie ad 5 

/■(c+.)=/c+z/'c+Jrc+Jrc+- 
f(c - .)xfc--rc+^^rc- J r "c+ ... 

/■(c-‘)=+yrc-^rc 

Unter s wieder eine sehr kleine Oröfse 
gedacht wie ad 5, ergibt 

/■(C + ») mit dem Vorzeichen + 
und/(C — s) mit dem Vorzeichen + 
fC=0 hat aber den Zeichen Wechsel 1 — 
gegeben. Und /'C' = 0 erpbt nun den Zei- 
chenwechsel - -I- , folglich sind von B 
nach A hin '2 Zeichenwcchsel entstanden, 
oder von A nach B hin verloren gegan- 
^n. Aus den abwechselnden Vorzeichen 
in der zweiten Taylor'schen Reihe er- 
sieht man, dafs bei 3 gleichen Wurzeln 
3 Zeichenwechsel, bei n gleichen Wur- 
zeln n Zeichenwechsel verloren gehen, 
indem fx = /'x = * i = 0 wird. 

Beispiel ((x - l)(x - 1) (x + 5)] 

= X* -p 3x* — 9x -p 5 = 0 
Jf , = 3x> -f- 6x - 9 
.Y, = 6x -I- 6 
X,=-P6 


Für X = 1 wird X = X, = 0. 

Setzt man x = 0 und =10, so erhält 
man 

X = -|-3 X = -1-1215 

X. = -9 X, =-1- 351 

X, = -|-6 X, = -|- 66 

X,= + 6 X, =-P 6 

Bei x = 0 sind 2 Zeichenwechsel, die 
bei X = 10 verloren gegangen sind. 

2tes Beispiel. 

[(x-l)(x-l)(x-l)(x-P5)] 

X = X* -I- 2x* - 12x* -H4x - 5 = 0 
X, = 4x> -I- 6x* - 24x + 14 
X, = 12 x»+12x- 24 
X, = 24x-p 12 
X =24 
Han erhält 

für x = 0 und für x = 10: 

X = -5 X = -p 10935 

X,=-P 14 X, = + 4364 

X, = -24 X, = ■!■ 1296 

X, =-fl2 X. = -|- 252 

X. = -t- 24 X. = + 24 

Bei x = 0 sind 3 Zeichenwechsel, die 
bei x= 10 verloren gegangen sind. Für 
X = 1 wird X = X, = A , = 0. 

7. Ks ist No. 4 in dem Beispiel gezeigt, 
dafs Differenziale für Werthe von x in- 
nerhalb zweier Grenzen A und B zu Nult 
werden. Gesetzt es gehe für einen Werth 
von X = C zwischen A und B das mte 
Differenzial in den Werth = 0 über, so 
liegen der Gleichung und deren ersten 
(m - 1) Differenzialen die vorhin ermit- 
telten Gesetze zu Grunde. Dann aber 
hat man ; 


/■». -M (C + 0 = -P C + y + . . . . 

fm +, (C - *) = /„C - >/•„, +, C -P y _.zC - . . . . 

oder da f^C — 0 ist 

A(m+1 ~ ^ ~2 fm +7^ 


Es hat also wie No. 5 nachgewiesen, 
bei sehr kleinem t das erste Differenzial 
das Vorzeichen -P, das zweite das Vor- 
zeichen - . 

Stellt man diese Werthe mit 
und zusammen, so erhält man, 

da X bis X„_, keine Aenderung er- 


fahren 


Für X = 



"c+T“ 

(m-X^ 

+ */'m-H® fm^X^ 

C 

fm-X^ 

0 

C-s 

fm.xC 

~*fm-\-X^ fm-t-X^ 


8 * 


Digitized by Google 



Fouriers Lehre. 


nc 


Fouriers Lehre. 


Hal>en nun f„_^C und gleiche Voneichen, etweder + oder — , so ent- 

stehen folgende Zeichenreihen 


T = 


A'„ 

-*-1 

X — 



rt'z 

4 

4 

4 

C4z 

- 

— 

c 

4 

0 

4 

C 

- 

0 - 

C- s 

■4 

- 

4 

C- z 

— 

4 


wobei lu bemerken, dafs für — Xm+i~ ~ ^ 4.1^ 

lind -i(-f„+iC) = + if^^,C wird. 

Die 3 Differeniiale für x = C-f s haben also 2 Zeichenfolgen, die 3 Differen- 
siale für x = C — t haben 2 Zeichenwcchsel nnd diese geben bei dem Durchgang 
bei n = C durch den Werth 0 verloren. 

Sind die Voneichen von und ungleich, 1 oder 41 so entsteht 


T = 

X„ X„^^ 


C+i 

4 - - C4z 

- 4 4 

c 

4 0 - C 

- 0 4 

c-i 

4 4 - C-z 

- - 4 


In beiden Fällen haben die drei Diffe- 
renziale für X = C s und X = C — s einen 
Wechsel und eine Folge nnd es ist kein 
Zeicbenwechsel verloren gegangen. 

Wenn also ein Differenzial = 0 wird, 
so gehen entweder 2 Zeicheiiwecbsel oder 
es geht keiner verloren, und dies hmlet 
für jedes Differenzial .statt, wenn mehrere 
derselben, die auch aufeinander folgen 
können, an Null weiden.' 

8. In einer Gleichung könaen höhere 
Werthe von x nie mehr Zeichenwechsel 
liefern als niedrigere: für x = 4 ent- 
stehen nur Folgen, für x =— «> nur Wech- 
sel von Zeichen. Wird für einen Werth 
von X die Gleichung A' = 0, so geschieht 
dies immer mit Verlust eines Zeichen- 
Wechsels. Bei gleichen Wurzeln werden 
immer so viele hintoreinanderliegende 
Funfionen von X ab gerechnet zu Null 
als die Anzahl der gleichen Wurzeln 
beträgt. 

ITat eine Gleichung vom nten Grade 
« reelle Wurzeln , so kann kein Zeichen- 
wechsel verloren gehen , ohne dafs zwi- 
schen den dazu gehörigen Grenzen (d 
und B) eine Wurzel sich befinde. 

Hat eine Gleichung vom nten Grade 
n — m reelle Wurzeln, so geben durch 
dieselben n — m Zeichenwcchsel verloren, 
und m gehen verloren, ohne dafs dabei 
X = 0 wird, also dadurch, dafs Differen- 
ziale zu Null werden. Da dies immer 
nur paarweise geschehen kann, so muCs 
m eine gerade Zahl sein und es kann in 
einer Gleichung mit lauter reellen Glie- 
dern nur eine gerade Anzahl von un- 
möglichen Wurzeln sich befinden. 


!). Beispiele I. In dem ad 1 gewähl- 
ten Beispiel; 

A' = X» - 62x‘ 4 69x* 4 1582x» - 1640x 
= 3000 = 0 


hat man folgendes Schema: 
X X, X, X, 


4 CO 
100 
51 
50 
49 
10 
(i 


4 

4 

I- 

0 


4 

4 

4 

t 

4 


4 

4 

4 

4 

4 


4 

-1 

4 

4 

4 


0 - - - 



4 4 

4 4 

4 4 

4 4 

4 4 

4 
4 
4 
4 
4 
4 

— 4 

4 
4 
4 


Von x = 4 “ Ins x = 51 bleiben die- 
selben Zeichenfolgen, cs existirt also in 
diesem Interwall keine Wurzel der Glei- 
chung. Für x = 49 ist ein Zeichenwech- 
sel mit 4 Zeichenfolgen , für x = 10 ent- 
stehen 4 Folgen und ein Wechsel, zwi- 
schen x = 10 und x = 49 ist also keine 
Wurzel. Da aber x = 51 fünf Folgen, 
X = 49 und x=IO vier Folgen hat, so 
existirt zwischen x= 10 und x= 4 so eine 
aber nur eine Wurzel und diese ist = 50. 

Nimmt man das Intervall für x=I0 
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bis X = 1 oder x = 0, so hat man bei 
* = 10 ein Wechsel, bei * = 0 oder 1 
drei Wechsel; es existiren also in die- 
sem Intervall entweder 2 Wnraeln oder 
OS frehen auch Uiflerenaiale in den Werth 
= 0 über. Um dies zu finden theilt man 
das Intervall; für x = 5 erhält man nun 
2 Wechsel, bei x= 10 ist nur 1 Wechsel 
also liegt ganz bestimmt zwischen 5 und 
10 eine Wnrzel, und die.se ist =6. Aus 
demselben Grunde ist zwischen 0 und 5 
eine Wurzel (2) vorhanden. 

Da für X = 0 drei Wechsel, für x =— so 
fünf Wechsel vorhanden sind, so existi- 
ren entweder 2 negative Wurzeln oder 
es gehen Differenziale verloren. Durch 
Theilung des Intervalls findet man, dafs 
2 reelle Wurzeln (- 1 und - 5) existiren. 
10. Folgendes Beispiel 

t(x»-3x-MKx-3)(x+ 1)] 
hat 2 unmögliche Wurzeln. Ks ist 
-V = x‘ - 5x» d- 7x* + X - 12 = 0 
X, =dx> - 15x’+ llx+ 1 
A', = 12x>- 30x+ 14 
X, = 24x - 30 
-V. = + 24 
Es entsteht 


für x = 1 

X X. X. X. X. 

— 00 

1 + - -b - -b (24) 

0 

1 -(12) -b(l) -b(l4) -(30) 4(24) 


Da für X = 0 ein Zeichenwechscl we- 
niger ist als für x = — ®, so hat die 
Gleichung nothwendig eine negative Wnr- 
zel, die übrigen 3 Wurzeln sind [Kisitiv, 
wie dies auch x = 0 mit 3 Zeicbenwcch- 
selii angibt, indem x = -|- » vier positive 
Folgen liefert. 


Für X = 1 entstehen die Zeiohen 
-(«) -K4) -(4) -(6) -K24) 
in 3 Wechseln, so dafs zwischen 0 und 1 
keine Wurzel liegt. 

Für x= 10 entstehen die Zeichen 
-I- (5Ü98) -I- (2G41) + (914) + (210) + (24) 
so dafs keine Wurzel existirt, die > 10 
ist, die 3 Wurzeln also zwischen 1 und 
10 liegen. Man erhält ferner 
für X = 4 : -I- 40 -(- 73 -f 86 -l- ee -I- 24 
= 2:- 6+ 1-f 2-H8-I-24 
hienn = l;- 8-|- 4- 4- 6-124 

x = 4 stimmt in den Zeichen mit x-co, 
also gibt es keine Wurzel > 4. Für x = 2 
entsteht ein Wechsel, mithin liegt eine 
Wurzel zwischen 2 und 4 Zwischen 1 
und 2 für x liegen also entweder 2 Wur- 
zeln oder es existirt keine reelle 
Wurzel. 

11. Das Verfahren um zu erkennen, ob 
Wurzeln vorhanden sind oder nicht, ist 
nach Fourier etwas weitläufig und soll 
mit den Beweisen für die Richtigkeit fort- 
gelassen werden. Hat man das Intervall 
auf möglichst enge Grenzen gebracht, 
wie es auch von Fourier geschieht, so 
ist es in vielen Fällen am einfachsten, 
wenn man die Differenziale ignorirt und 
sich einzig mit der gegebenen Gleichung 
beschäftigt. 

Man thut wohl, das Intervall auf eine 
Einheit grofs zn bringen, wie in dem 
vorliegenden Beispiel, wo die beiden Wur- 
zeln zwischen x = 1 und x = 2 angezeigt 
sind. Nun setze man x=l-fn, wo n 
einen positiven ächten Bruch bedeutet 
und ermittle durch ii den Werth von X. 

Man erhält 


X* = (1 -f «)* “ 1 d* 4« + 6n* -f 4a* -f n* 

— 5x* = — 5(l-i- o)* = — 5 — 15n — lön* — 5n* 
-f7x*=-|-7(l-i-o)> = -l-7-i-14a-)- 7o* 

X = 1 4 - « 

- 12 = —12 

X X — 8 -p 4n — 2«’ — n* -|- o* 


Der gröfste W'crth, den n annehmen von x, der die Function A' = 0 macht, 
kann, ist = I, mithin der gröfste negative also auch keine Wurzel, woraus hervor- 
Werth von -Y = — 6, nämlich für x = 2; geht, dafs die Gleichung 2 unmögliche 
für jeden kleineren Werth von n bleibt (imaginäre) Wurzeln hat. 

X zwischen —6 und — 8 und es existirt 12. Man soll ans folgender gegebenen 
mithin zwischen 1 und 2 kein Werth Gleichung die Wurzeln finden: 

X= X*- 21x*-f 43x*-485x*-|-450x + 1000 = 0 
Es ist X, = 5x*- 84x»-t. 129x*-970x -1-450 

-V, = 20x> - 252x» -b 258x -970 
X, = 60x* - 504x + 258 
-V, = 120x - 504 
X, = 120 
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Han erfailt folgendes Schema 


X — 

-» j 

0 1 

10 

100 

X 

- 

-p 

— 

■p 

A. 

+ 

+ 

- 

+ 

A. 

~ , 

- 

- 

-p 

A. 

4- 

+ 


-p 

A. 

- 

- 

•f 

+ 

A, 

+ 

+ 

+ 

+. 


+ ® 

+ 

+ 

+ . 

+ 

+ 

+ 


Boi » = 0 sind 4 Zeichenwechsel, bei 
x = - sind 5 Wechsel, folglich existirt 
eine negative Wuriel. Uebor x = +100 
ist keine Wunol vorhanden ; bei x = + lo 
ist ein Zeichenwechsel, daher liegt eine 
positive reelle Wnrael zwischen 10 und 
100 j die übrigen 3 Wurzeln liegen zwi- 
schen 0 und 10; bei 0 sind 4 bei 10 ist 
ein Zeichenwechsel. Um nun zu erfah- 
ren, ob nur eine oder ob 3 reelle Wur- 
zeln zwischon 0 und 10 vorhanden sind, 
schränke das Intervall ein 


für X = 0 sind die Zeichen -f -f - -p _ 

für.T=l , , , -p + 

Es existiren mithin zwischen 0 und 1 
entweder 2 reelle Wurzeln oder keine; 
(Ke 3te Wurzel liegt jedenfalls zwischen 
1 und 10 und ist reell. 


Um nun das Intervall 0— 1 auf Wur- 
zeln zu untersuchen, ignoriro die Diffe- 
renziale, setze X = n = einem ächten Bruch, 
so hat man 


Han ersieht, dals über -P 10 hinaus 
keine Wurzel mehr statt findet, dafs zwi- 
schen 1 und 10 zwei Wurzeln und dafs 
zwischen 0 und — oo ebenfalls 2 Wur- 
zeln angezeigt werden. 

Für x = -l erhält man die Zeichen- 
reihe 

A- = + (7); A. = - (26); A. = -p \60); 

A, = -(60); A. =-P(24) 
also 4 Wechsel, mithin ist unterhalb — 1 
keine Wurzel mehr und beide angezeigte 
Wurzeln können nur zwischen 0 und - 1 
liegen. 

Für X = 0,5 ist die Zeicheureihe für 
A bis A, 

-b . — . -P — -p 

0,1875’ 3’ 33’ 24* 24 

Es liegen mithin die angezeigten Wur- 
zeln zwischen 0 und — 0,5. 

Für X = — I = - 0,375 ist die Reihe 
+ -p -f — -f- 

die Wurzeln liegen also zwischen -0,375 
und — 0,5 

Für X = - 4 hat man + -P 4 p 

für X = - 0,45 -( 1 p 

Es liegt mithin zwischen — 0,4 und 
0,45 ein Werth von x, welcher A', zu 
Null macht während A positiv bleibt, und 
also sind die beiden angezoigten Wurzeln 
nicht vorhanden. 


A = n* - 21n* + 43(i’ - 485n‘ + 450n -p 1000 
für o = 0 ist A = -P lOOO 
für a = 1 ist A = + 988 

Für 0 = 1, den höch.sten Werth den o 
annohmen kann , wird die algebraische 
Summe der mit tt versehenen Glieder 
= - 12 . 

Für jeden kleineren Werth wird die 
Summe gröfser, A bleibt also von x = 0 
bis X = 1 positiv und es existirt keine 
Wurzel für A innerhalb x = 0 und x= 1. 

13. Folgende Gleichung ist gegeben 
und es sind deren Differenziale aufge- 
führt: 

A= x‘- 6x*-P 6x’-P8x-p2 = 0 
A, = 4aJ- 18x»-p 12x +8 
A, = I2x* - 36x -p 12 
A, = 24x - 36 
A.=24 

Man erhält vorläufig folgendes Schema; 


X = 

-® 1 

' ^ 1 

1 * 1 

10 

X 

-P 

-P 

+ 

-P 

A, 


-P 

-P 

+ 

A. 

■P 

-P 

— 

-P 

A, 

— 

— 

— 

-P 

A. 

-P 

-P 

-P 

+ 


Fürx = 10istA = + 4682; A, =-P 2328 
x= 5istA = -P 227; A, =-p 112 
x= 2ist.Y = -i- 10;A, =— 8 

x= listA = -p 11;A, =-p 6 

Für einen Worth von x zwischen 1 und 
2 wird also .V, = 0 und es existiren auch 
diese beiden Wurzeln nicht, woher die 
egebene Gleichung keine reelle Wurzel 
at. 

14. Es ist die Gleichung gegeben: 

A = X* — 4x* — 5x — I = 0 
hieraus 

A, = 3x'-8x-5 
A, = fix - 8 
A, = 6 
Man findet; 


für x = 

A' 

A. 

A. 

A. 

10 

■f 

■p 

-P 

+ 


549 

215 

68 

6 

6 

— 

*P 

+ 

•P 


1 

30 

22 

6 

0 

— 

— 

— 

-P 


I 

5 

8 

6 

- 1 

- 

-P 

— 

-P 


1 

6 

14 

6 
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Für * = 10 sind nur Zeichenfolgen, für 
ST = — 1 nnr Wechsel, daher existirt über 
4 10 nnd unter — 1 keine Wurzel. Eine 
Wurzel liegt zwischen 5 nnd 10, 2 Wur- 
zeln (oder Wne) zwischen 0 und — 1. 
Für z = — 0,5 erhält man 
-f ~ + 

2,375 0,25 11 6 

Es sind also 2 Wurzeln vorhanden, die 
eine zwischen 0 und — 0,5 die zweite 
zwischen — 0,5 und — 1. 

15. Die Gleichung 
X = x*4* — 1=0 
Jf, = 5i<41 
X, = 20i> 

X, = 60*> 

X, = 120» 

JT, = 120 


för X = 

X X, X, X, X. X, 

4 flo 

4 + + + + + 

-b 1 

-b -b -b -b -b -b 

0 

- 4 0 0 0 4 


- -b - -b - -b 


Für z = 4 1 bestehen sämmtlicho Fol- 
gen , bei z = — 1 simmtliche Wechsel, 
mithin liegen alle 5 Wurzeln der Glei- 
chung zwischen 4 1 und — 1. 

Setzt man einen beliebig kleinen po- 
sitiven Bruch o für z, so erhält man die 
Zeichenreihe 

— -b -|- -b + + 

nnd setzt man einen beliebig kleinen ne- 
gativen Bruch - a für z, so entsteht 
b — -I b 

Innerhalb der beliebig kleinen DilTerenz 
zwischen 4 o wnd — a geben also 4 Zei- 
chenwechsel, mit diesen 4 Wurzeln ver- 
loren nnd es existirt mithin nnr die e i n e 
reelle Wurzel zwischen 0 nnd 4 1 , die 
übrigen 4 sind unmögliche Gröfsen. 

16. Es liegt oft sehr daran,’ eine irra- 
tionale Wurzel genan in möglichst vielen 
Decimalstellen zn erhalten , nnd man hat 
für die. möglichst schnelle Berechnung 
derselben auch mancherlei Uülfsmittel. 
Bevor ich auf die Fonrier'scbe Methode 
komme, soll auf anderen Wegen die Wur- 
zel zwischen 0 und 1 in Gleichung 15 
berechnet werden. 

Um dieser Wurzel sich durch Probiren 
schneller zn näheren, schreibe die Glei- 
chung 

z(z*41)= 1 

Man erhält den links stehenden Ans- 
dmok X 


Für z = 0,5 X = 0,53125 
z = 0,6 X = 0,67776 
z = 0,7 X = 0,86807 
z = 0,8 X- 1,12768 

Die Wurzel liegt also zwischen 0,7 
nnd 0,8. 

Wendet man die Regula falsi an, so 
bat man 
08 - 07 : z - 0,7 

= 1,12768-0,86807 : 1 -0,86807 
woraus z (»■• 41) = 0,92778 
die Regel wiederholt gibt 
0,8 - 0,75 : z - 0,75 

= 1,12768 - 0,92778 : 1 - 0,92778 
woraus z = 0,768 
nnd z(z« 41) =1,03518 
wiederum 

0,768 - 0,75 ! z - 0,75 = 0,10740 : 0,07222 
woraus z = 0,7621 und z (z* 41 )= 1,01917 

Versucht man nun nahe Werthe, so 
erhält man 

für z = 0,76; X = 1,0135 
z = 0,755; Jf= 1,00042 

z = 0,752; X = 0,99248 

z = 0,753; X = 0,99508 
z = 0,754; X = 0,99770 
z = 0,8545; X = 0,90900 
z = 0,75495; X= 1,000194 
z = 0,7549; X = 1,000058 
» = 0,75481; JC = 0,999822 
n. s. w. Es sind bis jetzt erst die 4 ersten 
Decimalen richtig gefunden. 

17. Um nach Fouriers Methode eine 
zwischen 2 Intervallen liegende Wurzel 
zn finden mufs diese allein und von 
allen übrigen Wurzeln gesondert 
io dem Intervall sich befinden. 

In dem Beispiel No. 12 hat man 
fürz= X X, X, X, X, X, 

~Ö 4 + ^ + 

10 — — — -b "b "b 

Der erste Werth von x liefert 4, der 
zweite nur einen Zeichenwechsel, in dem 
Intervall 0 4 10 befinden sich also 3 Wur- 
zeln und es mufs dasselbe durch Zwi- 
schenwerthe von z so eingeschränkt wer- 
den, dafs der Unterschied beider Reihen 
nnr in einem Zeichenwecbsel bestehe. 


In demselben Beispiel hat man 


für X = X 


X. X. 

X. 


10 

— 

- -b 

+ 

-b 

100 4 

+ 

-b + 

+ 

-b 
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Es ist also bei dem einen Zeichenwech- 
sel nur eine reelle Wurzel zwischen 10 
und 100, dagegen kann das Interyall noch 
nicht zur Anwendung kommen, weil in 
demsell)en .V, und -V, ebenfalls Wur- 
zeln haben, welche nicht sein dürfen und 
durch Einschränkung des Intervails fort- 
geschafft werden müssen. 

Han erhäit nun 


für X = 

X 


-Y. 

A'z 

A. 

_A._ 

40 

+ 

■f 

-1- 

+ 

+ 

-t- 

20 

— 

-i- 

+ 

-f 

+ 

-1- 


« - - 1 - 

* I -1- -l- 

x = l JC .V. 


- 1 - - 


- 1 - - 


x = | X X, 


+ - 1 - 
■- -h 


Die Wcrtho Ton .T; X, sind für x = 4 
und X = B bekannt; die Wurzel liegt zwi- 
schen B und b nnd man bestimmt die 
Gröfsen « und so , dafs a -|- n = 4 - 
die Wurzel gibt Es ist dann 

X = r(.a + a) = f{b-ß) = 0 (1) 

Nun ist nach der Taylor'schen Reihe 

f(.a + a) = fa + ttfa + Yf"o + ’ — 
f{h-ß) = fb-ßri> + ^f"b~.... 

Für ein kleines Intervall 4 — a sind n 
nnd ß ebenfalls nur klein nnd dann sind 
afa und ßfb mit den Zeichen vorherr- 
schend; bezeichnet demnach einen po- 
sitiven ächten Bruch, so kann man setzen 
f(a + n) = ^a-fnf(a + /utt) = 0 (2) 

nb-ß) = ß-ßfib-f,ß) = 0 (3) 

wo u in beiden Formeln verschiedene 
Werthe bat. 

Es ist hieraus 

. _ -f“ 


r (ü - !'ß) 


( 5 ) 


Für den Fall I. ist X^ — fx positiv; 
da luithiii die Werthe von X von x = a 
bis X = 4 fortdauernd wachsen, so ist 
rb>r{h-uß) 

> r (“ -I- /'«) 

Diese Vergleichung mit 4 und 5 ver- 
bunden gibt 

— fa 

ß 


und dieses Intervall ist mithin für die 
Anwendung der Methode geeignet. 

18. Es ist also erforderlich, dab die 
Zeichen der X entgegengesetzt sind und 
dafs die der Differenziale einzeln mit ein- 
ander übereinstiiiimcn Ferner ist zur 
Auffindung der Wurzel nur das erste Dif- 
ferenzial zu beachten. Bezeichnet man 
im Intervall den höheren Werth von x 
mit 4, den niederen mit a, so sind in 
Beziehung auf die Zeichen für das Inter- 
vali 4 — a folgende 4 Fälle möglich 
x = | ,Y .Y, x=| ,Y X, 


ß> 


r>- 


Berechnet man al«o— addirt dies zu 

a, so erhält mau einen Werth von a*, der 
kleiner ist als die Wurzel n + «, und be- 
rechnet man zieht diesen Ton 6 ab, 

so erhalt man einen Werth von x, der 
j^röfscr ist als die Wurzel t — fi; mithin 
erhält man die beiden neuen Werthe 

and ^ — welche einander 

näher lie^n als a und 6 nnd welche als 
Grenzen die Wurzel cinschlierscn. 

Für den Fall li. hat man dieselben Vor* 
gleichnugen wie I. Nur ist zu beachten, 
dafs n und ^ positive Gröfsen sind und 
dafs man also für /‘a, und flf deren 
absolute Werthe einsetzeu mufs 
fa 

^ f'b 

und “ + ^ j ood * ~ ^ gsbsn nähere, die 
Wurzel einschliefsende Grenzen. ’ 


also 


Z. B. X = - 
A,=- 

X» -i- X» 

3x* -f 2x 

fürx 

1 X X' 

B = - 2 

-i-12 -16 

4 = -f2 

1-4-8 


Han hat nno zu neuen Grenze^ 

1 ß 4 

Nun ist eino Wurzel = -f 1 mithin 
n = x- a= l-(-2) = f3undS = 4- x 
= 2-l = +l. 

Es ist also 


f^a + fia) 


W 


ß 


ß 
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Für den Fall III. hat man dieselben 
Rücksichten wie für den vorigen Fall. 


II II 

X* - lOx* + 3 
4x* — 20x 

für X 

1 X X, 

a = -3 

- 6 - 48 

A = + i 

+ t’. -V 


Man erhält die engeren Grenzen 


« + ^“=-3 + ^_ 19 


19 

67 


fi ^ ’ 16 ■ 2 152 

(Die Wurzel liegt zwischen — 1 und — i). 
Dieselbe Bewandnifs bat es mit Fall IV. 
19. Es soll nun das Beispiel No. 15 zu 
Prüfung der Fonrier'schen Methode be- 
nutzt worden. 

Es ist .Y = + X — 1 

.Y, = 5xH 1 

Bekannt ist, dafs die Wurzel zwischen 
0,7 und 0,8 liegt. 

Es ist also a = 0,7 
5 = 0,8 

das Intervall ist 0,8 — 0,7 = 0,1 
Es ist nun ^« = — 0,13193 
/■5 = -I- 0,12768 
f’h = + 3,048 

also a + = 0,7 + — — _ 0,743 

j 1 ß 0,12768 

und = 0.8 --3:0^ = 0,758 


Die 3 ersten Decimalen sind also richtig. 
Non ist f‘‘ = /0,7545 = - 0,00099 
ß = = + 0,00006 

ri = ^0,7549= + 2,62375 

nnd 

'•+7'? = 0.7545 + «5 = 0,754877 

*-?5 = 0 . 7549 -» = 0,754878 

Bis hierher reichen nur die Logarith- 
men ans, und man ersieht, dafs das Fou- 
rier'aehe Verfahren weniger mühsam nnd 
zugleich sicherer ist als das vorher bei- 
spielsweise ausgeführte Probiren. Sollen 
noch mehrere Decimalen zugefügt wer- 
den, so worden die directen fünß'acben 
Potenzirungen langwierig und man ver- 
fährt am zweckmafsig.sten mit Anwen- 
diingdos Taylor'schen Satzes, wenn man 
die Werthe der Function für einen zu- 
nächt kleineren oder gröfseren Werth 
von X vorher genau bestimmt hat. 

Dia Taylor'sche Reibe ist: 


A (x ± s) = ^X ± » f X + Y /"x ± . 


Das Intervall ist jetzt 0,015 
Nun ist /o =/0,743 = - 0,03066 
ß = /D,758 = + 0,00823 
r5=/’0,758 = + 2,6506 
mithin von neuem 


« + — 0,743 + 


0,03056 

2,6506 


= 0,7545 


ß 0.00823 


Es ist die Bestimmung der Function 
und der Differenzialen bei x auf obige 
6 Decimalen nicht so schwierig wenn man 
die 1 bis 9 fachen der Zahl tabellarisch 
unter einander stellt, so dafs man diese 
bei der Multiplication nur abzuschreiben 
hat. 

Nämlich a= 754877 
2a = 1609754 
3a = 2264631 
4a = 301 9508 
5a = 3774385 
6a = 4529269 
7a = 5284139 
8a = 6039016 
9a = 6793893 
10a = 7548770 
Man erhält zunächst 


a = 0,754877 
a’ = 0,66983 92851 29 
a> = 0,43016 85700 40324 133 
n* = 0,32471 68108 76329 76054 6641 
a* = 0,24512 12520 43891 18065 21667 18157 
Hieraus ist 


fa = + a — 

t'a = 6a* + 1 
t’a = 20a» 
t"’a = 60a> 
f'o = 120a 
fasliO 


1 = -0,00000 17479 56108 81934 

= + 2,62358 40543 81648 80273 3205 
= 8,60317 14008 11402 66 

= 34,19035 71077 4 
= 90,58524 
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8«Ut man nnn das Mittel der Diffe- 
reni awischen a nnd 6 = + » = 0,0000005 
So hat man 
f(a + i) = fO,'7biS7To 
= fa = - 0,00000 17479 56108 81934 .. . . 
»./’« = + 13117 99027 19082.... 

-ra = + 0,1075 39642.... 

iV'-» = + 71.... 

f{a + ») = - 0,00000 043G1 63006 23139 
Man kann sich nun mit weniger Mühe 
der Wnrxel schnell nähern, wenn man 
erwägt, dafs den meisten EinfloTs das 
Olierf s • fa hat. 

Es ist fa = 2,62368 40543 

die Grenio ist fa = — 0,00000 17479 

diridirt man daher 17479 .... durch 
2,623584.... 

so erhält man .sehr nahe s in den gel- 
tenden Decimalen = 6662 nnd f{a + i) 
= 0,7548776662 

Dieser Werth probirt gibt 
s • fa = 0,00000 17478 31686 36304 

— f’<i= 190914026 

2 ' 

+ 0,00000 17478 33595 50630 
fa = - 0,00000 17479 56108 8193^ 

/U7548776662 = 

- 0,00000 00001 22513 31304 

Für * = 0,7548776663 
entsteht X positir, die ersten 10 Deci- 
malstellen sind also richtig und man kann 
das Verfahren für beliebig mehrere De- 
cimalen wiederholen. 

20. Das letite abgekürzte Verfahren 
mit Hülfe der Taylorschen Reihe ist so 
rocht geeignet zu erkennen, dafs Fourier 
seine Lehre ans der Taylorschen Reihe 
entnommen hat. Denn man diridirt fa 
durch f’a, man erhält also, wenn man 
die Division vollständig ausführt, den 
Werth von z zu grofsj sowie man den 

Werth von s durch zu klein also beide 
f " 

Werthe (a 1) und (6 — i) für x zn grofs 
erhält. Wendet man, unbekümmert um 
Fouriers Satz gleich von vom herein die 
Taylor' sehe Reihe an, so habe man durch 
Probiren vorläufig gefunden: (s. No. 19) 
/■7 = - 0,13193 
/•8 = -1-0,12768 
so erhält man 

r'7 = 2,2005 
f’6 = 3,048 


Nun ist = 0,05995 ; also * = 0,75995 


n _ 


f8 


0,04189; also x = 0,75811 




Da nun t= zwar immer ein an 
/ * 

grofses, aber bei Wiederholung ein immer 
kleiner werdendes x liefert, so ist die 
Anwendung der Reihe für fli— s) vor- 
luziehen, wenn man sich von einer Seite 
nur der Wurzel nähern will. 

Ans No. 19 ersieht man 

* = 0,7549-^^ = 0,764878 

nnd X schon auf 5 Decimalstellen richtig. 

Fourier hat also verstanden, ans der 
Taylor'schen Reihe, welche von selbst 
eine Grenze für die Wurzel gibt, noch 
kleinere Grenzen zu entwickeln. 

FraeegUed oder Fmeuhl ist beim 
bürgenienen Rechnen dieZahl, über welche 
eine Frage geschieht; die übrigen Zahlen 
oder Glieder heifsen Bedingungsglie- 
der. In der Regel de trie wird das 
3te Glied znm Frageglied genommen, z. B. 

Wenn 4 Pfund einer Waare 3 Thir. 
kosten, was kosten 7 Pfund davon? Hier 
ist 7 Pfund das Frageglied weil über 
dessen Preis gefragt wird. 

Die Regel qnin^e hat 2, die Re- 

f el septem hat 3 Fragezablen n. s. w. 

. B. Wie viel Zinsen geben 350 Thlr. 
in 8 Monaten zu 5 pro Cent pro anno; 
wird angesetzt; 

lOOThaler j geben 5Thlr.(350TbaIer? 
in 12 Monat) was gebenjin 8 Monaten? 
wo 350 Thaler nnd 8 Monat die Frage- 
zahlen sind. 

Die Gesellschaftsrechnnng hat 
so viel Frageglieder als Theilnehmer zur 
Gesellschaft gehören; z. B. 5 Personen 
spielen gemeinschaftlich ein Lotterieloos, 
welches 50 Thlr. kostet: A gibt dazu 
1 Thlr., B gibt 2 Thlr., C gibt 6 Thlr., 
D gibt 10 Thlr. , E gibt 12 Thlr. und F 
gibt 20 Thlr. Sie gewinnen 5000 Thlr. 
wie viel bekommt jeder? der Ansatz ist 
1 Thlr.? 

2 Thlr.? 

50 Thlr. gewinnt 5000 Thlr. 6 Thlr.? 

wie viel gewinnt <10 Thlr.? 

12 Thlr.? 
20 Thlr.? 

Die Kettenrechnnng hat nnr ein 
Frageglied. Z. B. Wie viel an prenÜ- 
schem Courant sind 300 oldenbniger Pi- 
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Stolen, wenn 3&1 Stück derselben auf 1 
Hark bei 21^ Karat fein kommen, wenn 
3ö prenfsische Friedrichsd'or anf 1 Hark 
bei 21 Karat 8 Uran fein kommen and 
wenn 1 prenlsischer Friedrichsd'or 5 Thlr. 
20 gr. Courant gilt? der Ansatz ist 
Wie Tiel preufs. 

Tnaler sind = 300 oldenb. Pistl.? 
wenn 3&t Pistolen = 211 Karat 
wenn 21} Karat = 35 Friedricbscl’or 
wenn iFrd’or = 5} preufs. Thaler 

Frühling ist in der ron uns bewohn- 
ten nördlichen Grdhalbkugel die Jahres- 
zeit Ton dem Angenblick des scheinba- 
ren Fiintritts der Sonne (mit ihrem Hit- 
telpnukt) in den Frühlingspunkt bis zu 
dem Angenblick des scheinbaren Ein- 
tritts der Sonne in den Sommerpunkt 
der Ekliptik. Also die Jahreszeit Ton 
dem wirklichen Eintritt der Erde in den 
Herbstpunkt bis zu dem wirklichen Ein- 
tritt derselben in den Winterpunkt der 
Ekliptik (Tergl. astronomische Jahreszei- 
ten, Ekliptik, Erde, Aequator der Erde). 

Frttblingsnachtgleicb«, s. u. Aequa- 
tor der Erde, l!kliptik. 

Frühlingspankt, Punkt der Früh- 
lings nachtgleiche, Widderpunkt, 
Widder-Nullpunkt ist einer der bei- 
den Punkte (F, //, Fig. 31, pag. 33, ßd. I.) 
in der Ekliptik KS//IK, in welchen diese 
mit der durch die Sonne gelegten dem 
Erilaeqnator parallelen Ebene sich schnei- 
det. Beide Punkte F, H sind zugleich 
die Aequinoctialpunkte der Ekliptik, 
weil wenn die Erde in diesen Punaton 
sich befindet, innerhalb 24 Stunden anf 
jedem Punkt der Enloborfläche Tag und 
Nacht gleich also 12 Stunden lang ist, 
wie ancn Fig. 34 in I. und III. darstellt 

Die Astronomen des Alterthums wufsten 
nicht, dals die Sonne in dem Brennpunkt 
innerhalb der Ekliptik steht, nnd dafs 
die Erde es ist, welche in der Ekliptik 
um dieselbe sich herumbewegt. Befand 
sich also die Erde in II, so glaubten sie 
die Sonne stehe in F, und da Ton nun 
ab die wärmeren Tage begannen, so nann- 
ten sie den Punkt F, den in welchen 
ihrer Wahrnehmung nach die Sonne tritt, 
wann der Frühling beginnt, den Früh- 
lingspunkt. 

Seitdem die Ton Copernicus entdeckte 
nnd Ton den späteren Astronomen be- 
stätigte Umdrehung der Erde und der 
Stillstand der Sonne in mitten der Erd- 
bahn bekannt geworden, ist nnn eigent- 
lich H Frühlinppnnkt nnd F Herbst- 
pnnkt, so wie W der Sommerpunkt und 
/S der Winterpunkt, weil die Erde beim 


Beginn des Frühlings in ff, beim Beginn 
des Herbstes in F, beim Beginn des 
Sommers in \¥ und beim Beginn des 
Winters in S steht; allein die neueren 
Astronomen haben ans Pietät gc^n die 
Gelehrten des Alterthums die Punkte 
nnd deren Namen der Ueberlieferung nach 
beibehalten und erklären: Frühlingspankt 
ist derjenige Punkt der Ekliptik, in wel- 
chen die Sonne zu treten scheint 
wann der Frühling bennnt. Und in der- 
selben Weise werden die anderen 3 Haupt- 
punkte der Ekliptik erklärt. 

Die 4 Hauptpunkte der Ekliptik, oder 
Tielmehr die Miden Nacbtgleicnenpnnkte 
F nnd H sind nicht constant, sie rücken 
jährlich um 50,1 bis 50,24 Secunden Ton 
links nach rechts, oder der Zeichenfolge 
entgegen (s. Folge der Zeichen), indem 
die Weltaze (die der Erdaxe parallele 
Axe) um die feste Axe der Ekliptik die- 
sen Bogen jährlich beschreibt, womit die 
Punkte F und H des Aequators den 
Punkten W und S der Ekliptik sich nä- 
hern, eine Bewegung, die seit der chal- 
däisch astronomischen Zeit schon über 
30 Grade betragen bat. 

Da die in dieser uralten Zeit bekann- 
ten Planeten in ihren Bahnen nnr um 
9° bis 10° Ton der Ekliptik abwichen, 
so zogen die damaligen Astronomen 2 
in Entfernung 10° Ton der Ekliptik be- 
legene mit meser parallele Kreise, bil- 
deten somit eine 20° breite Zone, Ter- 
einigten Ton 30° zu 30° Länge die Sterne 
zu 12 Sternbildern, gestalteten dieselben 
zu Thieren , nben ihnen Thiernamen und 
nannten sie die 12 Ilimmelszeiche n, 
so wie die Zone in denen sie sich be- 
fanden, den Thierkreis, nnd bestimm- 
ten Termittelst der Zeichen die Stand- 
punkte der Planeten und anderer Ge- 
stirne (s. Folge der Zeichen). In den 
Frühlingspunkt wurde der Widder ge- 
setzt, woher der Name Widderpunkt, 
und da dieser Punkt zugleich Anfangs- 
punkt (Nullpunkt) für alle Längenbe- 
stimmnngen war nnd noch jetzt es ist, 
so wird der Frühlingspankt noch heut 
Widderpunkt, Widder-Nullpunkt 
genannt, wenngleich dieses Sternbild über 
30° Torwärts steht und der Frühlings- 
pnnkt in dem Sternbild „Fische* sich 
befindet. 

Gestirne, die in F sich befinden, haben 
weder Länge, noch Breite, noch Abwei- 
chung, noch gerade Anfsteignng. Daher 
bestimmt man auch diesen so wichtigen 
Punkt alljährlich (um den 21ten Harz) 
durch Beobachtung der Sonne nnd es ist 
deijenige Punkt der Frühlingspnnkt, in 
welchem die Sonne in dem Augenblick 
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steht in welchem sie sieh ohne Abwei- 
chnni; ergiebt. 

FtUnDg eines GefaJses, einer Schleu- 
senkammer mit Wasser, eines leeren 
Uauras mit Luft, unter pfe^^ehenen Bedin- 
gungen, s. |nbaUsTcrzeichnirs und Sach- 
register des Iten Bandes, pag. 450. 

F&Dfeck ist eine ebene von 5 geraden 
Linien (Seiten) boCTcnite Figur. _ Aus 
jeder Ecke sind 2 Diagonalen möglich, 
die das Fünfeck in 3 Dreiecke zerlegen. 
Der Winkel, von dessen Ecke (c) aus die 
Diagonalen gezogen werden wird in 3 
Theile, jeder der beiden Winkel nach 
deren Ecken (A, K) hin sie gezogen wer- 
den, in 2 Tbeile getheilt, die beiden an- 
deren Umfangswii^el (ß, D) bleiben^ un- 
golheilt. Die 5 Umfangswinkel des Fünf- 
ecks sind also in Summa die Umfangs- 
winkel von 3 Dreiecken und da in jedem 
Dreieck die 3 Umfangswinkel zusammen 
= 2 rechten Winkeln sind, so ist die 
Summe der Umfangswinkel jedes Fünf- 
ecks = 6 Rechten. Daher können in einem 
Fünfeck höchstens 2 convexe Winkel 
statt finden (s. Fig, 050 und 651). 

Jedes Dreieck erfordert za seiner Ver- 
zeichnung 3 Bestimmnngsstücke, die 3 
Dreiecke also, in wolcho das Fünfeck 
zerlegt wird, erfordern zusammen 9 ße- 
stimimingsstücko. Ist aber das mittlere 
Dreieck (CAK) bestimmt, so hat dieses 
Dreieck für jedes der lieidon anliegenden 
Dreiecke in der Diagonale schon ein Be- 
stimranngsstück, folglich be<larf jedes der 
lieiden Seitendreiecke nur noch 2 ße- 
stimmungsstücke, das Fünfeck im Gan- 
zen also 3 -1- 2 X 2 = 7 Bestimmnngsstücke. 

2. Bezeichnet man den Winkel, den 
die Seite AB^a mit der Seite AE = e 
macht mit ne, den Winkel zwischen BC= h 


und € mit 5e, den ^ zwischen CO = c 
und e mit ce, den Winkel zwischen />£ 
= d und t mit de jedoch so verstsnden 
dafs man immer einerlei Richtung der 
Seiten gegen die feste Seite AE-e zu 
beobachten hat. 

Nimmt man für die Seite a die Rich- 
tung BAf also der spätere Buchstabe 
voran, so ist die analoge Richtung von 
6 =: CB , die von c = DC von d = ED. 
Beide letzte Richtungen treffen die Seite 
e nicht and damit dies geschehe weil 
Winkel gebildet werden müssen, so denkt 
man sich in C und D Parallelen C/f, 
DJ mit e. 

Ist nun für die Ecke A der ^ BAE s ae, 
so ist ^CBF = der links liegende 
orbabeuQ Z BCH ts ce und der liuks lie- 
gende erhabene ^EDJ^de. ln diesem 
§inne genommen ist 
e^acosM^b com be-\-ccoi ce + <l cosde (1) 
denn fallt man auf dio verlängerte AE 
die Lothe BB\ CC\ DD' und zieht die 
mit e Parallelen BF und DQ bis in die 
Normale CE so ist 


Fig. 646. 



a cot ae^ a com BAE — — AB* 
b cos he = b cos CBF= + BF 


ccosce^e» cos (convex Z DCH) = e • cos (concav Z DCH) = cot CDO = DG 
dcosde = d» cos (convex Z EDJ) = d • cf» (concav Z FDJ) = cos DRA = - ED* 
Hithin 

a cot ao b cos bo c cos ce -V d cos de — ~ AB' -f- BF-{^ DG — ED* = AE = e 


3. Bezeichnet man die Umfangswinkel 
mit deren Ecl^unkten A, C', D, E 
so hat man 

Z. ae = A \ cos ae = cos A 
ferner ist z + Z BAE = 2ft 
oder z£“ZAe + ZA = 2fi 
hieraus z^* = A -f ß ~ 2Ä 
lind CO* = coj (A -f- ß — 2Ä) 

= *- cot (A + B) 

Noch ist ^CBFA^^CA‘^CDG=*2H 


oder z.be + ^C • ^ce = 

oder ^ f ß - 2H -i- C - Z« = 2Ä 
woraus Z« = (A -f B C) - ^F 
und cot ce = cos [(A + ß -J- C) “ dß] 

= + CO* (A 4 ß -f- O 

endlich ist /_de- — E={A \ B^-C-\- D) - Oft 
folglich CO* d« = — CO* (/I + ß -j- C -H ß) 
Han hat daher auch 

e = «co*4l- (co*(A-f-ß)-)-cco*(yl+ ß + C) 
- d CO* (A -b ß + C + ß) (2) 
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4. Bezekbnet man nach Fif;. 647 die 
nach einerlei Richtung genommenen 
Anraenwiukel der Ilmfangswinkel mit n, 
ßt IS ßf *1 

A = i/l-a * 
ß = 2Ä- i» 

C=QR-y 
D = 2Ä- J 
E = 2rt - I) 

Han hat demnach nach Formel 2; 


Fig. 647. 



e = a eot (2Ä — o) — i rot [4fi — (« + /t)] + c rot [6Ä — (« + /* + >')] 

— d rot d)3 

oder reducirt 

e = — « coj it — 6 cot (n + /}) — r rot (a + ß + y) — ß rot (a -i- fl + y ß) 
oder ~e = a rat a + ß rot (« + /t) + c eot (o + /* + y) + d rot (« + /> + y + d) (3) 

Beispiel. 

Es sei >4 = 110°, also ae= 110° lind n= 70° 

Ä=120°, also &«= 50° nnd ß = 60° 

C=100°, also r« = — 30° und y= 80° 

D= 80°, also de = - 130° und «1= 100° 

Ä=130°, also ee = -180° und ij= 50° 

Nach Formel 1 ist ■ « = o cos 110° + 5 cos 50° + ecoi (- 30°)+ </co»(- 130°) 
Nach Formel 2 ist e = o ros 110°— 5 cos 230° + c cm 330° — d cos 410° 

Nach Formel 3 ist — e = « cot 70° + b cot 130° + c rot 210° + d cot 310° 

Reducirt man auf Winkel unter 90° a‘tinac = a‘tinBAE=ßB' 
so erhält man aus allen 3 Formeln b-tinbe=b-tinCBF=Ch' 
e = -aco.70°+4c«50°+cco530°*dn,,50° c..iHce=e.«»(-C«0) = - c.UCßC 

5. Es ist in jedem Fünfeck: = — CO 

a-tin oe+ i.iiii4e+ ciiiice +d-iiiide=0 (4) d-tiHde=d-tin(- OEA) = -d* sin ÜEA 
denn nach Fig. 646 nnd No. 2 bat man = — DD' 

Mithin a <in oe + 4 lin 4e + c jik c« + d Ji« dt = Äß' + CF — CG — DD' = 0 

6. Um diese Formel durch die Umfangswinkel A, B , C, D aiiszndrncken hat 
man nach No. 3 

a si» >1 + 4 lin (4 + ß - 2R) + c »i» (d + ß + C - 4Ä) 4 d lin (4 + ß + C+ ü -6R) = 0 
und redncirt 

o lin >1 — 4 lin (4 + ß) + c lin (4 + ß + C) — d liit (4 + ß + C + fl) = 0 (5) 

7. Um diese Fonnel durch die Aufsenwinkel «, ß, y, <t auszudrücken hat man 
nach No. 4 

oiin(2ß— n) — 4 iin[4R—(n +/!)] + ciin[6ß — (a + /} + }<)] - diin[8R — (n + ;} + j> + J)] = 0 
und reducirt 

a sin « + 4 sin (n + ^) + c lin (n + j» + y) + d lin (« + /J + y + d) = 0 (6) 

Nach dem Beispiel No 4 hat mau 
aus Formel 4 o sin 1 10° + 4 sin 50° + c sin (— 30°) + d sin (— 1 30°) 
aus Formel 5 n lin 1 10° — 4 lin 230° + c sin 330° - d sin 410° 
aus Formel 6 o sin 70° f 4 sin 130° + r sin 210° + d sin 310° 

Die Winkel auf den 1 Quadrant reducirt gibt übereinstimmend 
a sin 70° + 4 sin 50° - c sin 30° — d sin 50° 

Aus den Torstehenden 2 Formeln (I bis 3) und (4 bis 5) lassen sich nun For- 
meln finden, aus welchen man bei gegebenen 7 Bestimmuugastücken die fehlenden 
3 Stücke finden kann. 
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8. Es sind 4 Seiten a, b, c, d nnd die 3 von ihnen gebildeten Winkel B, C, 

D oder ß, y, d oder die Winkel ab, ac, ad, bc, bd und cd. So sind zu finden die 

Seite e und die Winkel A nnd E. 

Wenn man die Gleichung 1 mit e multiplicirt, so erhält man 
1 . c* = o« cos ae + be cos be-i- ce cos ce + de cos de 
Eben so erhält man für die 4 anderen Seiten 
a* = ab cos ab -f <ic cos ac -f ad cos ad 4- ae cos ae 

b* = ab cos ab -}■ bc cos 6c + cos bd -f be cos be 

c* = ac cos ac + bc cos bc -j- cd cos cd + ce cos ce 

tP = ad cos ad + bd cos bd 4 cd cos cd 4- de cos de 
Zieht man von der ersten Gleichung die folgenden 4 Gleichungen ab so 
erhält man 

*9— a^—b^— c''*— d* = — 2 [a6 cosab-^ac cosac-\- ad cos ad-^bccos bc-\-bdcos bd-\- cdcoscd] 


woraus 

e*='a*4'^*4'C*4'd*— 2 [a6 cos ab 4- accosac-{-adcosad -f bccos 6c 4 bd cos bd-\- cdcos cd] (7) 
Schreibt man aus No. 3 die Werthe dieser Winkel in Umfangswinkel ausge- 
drückt, so erhält man: 

e^=:a^-\-b* + c^-\-tP-2[abcosB+accos{B^C-2H)iadcos(B + C + D— IR)+ bccos C 

4- bd coi (C-4 D — 2R) + cd cos /)] 

und reducirt 

e^=a^ ■\-b^-\-c* i d*— 2 [a6 cos B — ac cos (fi 4- G) + ß®* (Ä -f C 4- f?) 4- 4c coi C 

— bdcos{C+D)+cdcosI)'\ ( 8 ) 

Schreibt man aus No. 4 für die Umfangswinkel deren Anfsenwiukel, so erhält man 

e* = a* 4- 6* c* 4 d* — 2 [ab cos (2R — ß) — ac cos (4R - ß — y)+ ad cos (GR — ß — y — d) 

4- bccos {2R — y) — bdcos(4R — y — d) 4* cd cos (2 Ä — J] 

und reducirt 

c* = a’ 4- 6* -4 c* + d* 4- 2a6 COI /9 -1- 2ac cos 09 4" r) + 2ad f oi (;9 4- y 4- d) 4- 2 6c coi y 

4-26dcof(y 4-d)4-2cdcoid (9) 

9. Nun hudet man eine Formel für cos ae oder coi A oder cos a aus den For- 
meln 1, 2, 3 wenn man mit der Seite o statt mit e anfängt. 

Aus No. 2 Formel 1 erhält man 

a = 6 cos 6a -4 c cos ca-\- d cos da-\- e cos ea 


Nun ist ea = 540® — ae 
also COI ea = cos {bR — ae) = — coi ae 

Mithin hat man » 


COI ae = — [~ a -4 6 coi 6a 4- c coi ca -4 d coi do] 

« 

= — [4- a — (6 COI 6a -4 c coi ca -4 d coi da)] 

Aus No. 3 Formel 2 hat man 

a = 6 COI fi — c COI (ß 4- C) -4 d COI (Ä 4- C -4 — e COI (ß -4 C 4* ß + f?) 

Hier ist wieder ß4-C-4ß4-^^ = 540® — A 


( 10 ) 


folglich — c COI (ß-4C'4-ß-4f^ = < coi A 

hieraus cos A — — Fa — 6 coi ß -4 c cos (ß -4 G) — d coi (ß 4’ G 4* fl)] ( 1 1) 

e 

Aus No. 4 Formel 3 erhält man 

- a = 6 COI /9 4- c COI (/9 -4 y) 4- d COI 4- -4 d) 4- e COI (/9 4- > + d + »») 

Nun ist /9 4- y + d -4 »; = 4ß — o 

also COI (/9 -4 >' -4 d -4 >}) = + COI n 

daher — cos « = -^ [a 4- 5 cos ß c cos (y9 -4 y) + d coi (,9 4- y 4* <!)] (12) 

e 

10. Man findet eine Formel für den Sinus der um die Ecke A 'liegenden Win- 
kel, wenn man die Formel 4, 5, 6 mit der Seite 6 anfängt : 

Aus No. 5, Formel 4 hat man 

6 lin 6a -4 c sin ca -4 d lin da -4 e i*a ea — 0 
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Nnn iat sin m = — sin m 


hierana li* oa = ai« ia -t- c lin ca + d tin da) 

Aua No. 6, Formel i hat man 

b am B — c aiM (Ä ■!* C) + d am (fi *4- C -1- D) — t ain (Ä C -4- D E) • 0 
Nun ist aiii (H + C -4- H + E) = ain A 
folglich ain A = — [6 ain B ^ c ain (ß + C) + rf ain (Ä -4- C -4- ß)] 

Aus No. 7, Formel 6 hat man 

6 ain /J + c ain (;J + y) + <1 ain (/! + y + J) + e ain (^ + j' + if + >j) = 0 
Nun iat ain (/} + y + if + >;) = — ain a 


(13) 


(U) 


hieraus ain n = -i- [4 ain ^ + c ain (/) + y) + A ain (/* + y + J)1 (15) 

11. Verbindet man die Formeln 10 bis 13 mit den Formeln 13 bis 15 so erhält 
man 3 Formeln für Tangente oe, A und a, und zwar unabhängig von der Seite 
t, nämlich; • 


b ain 4a 4- c ain ca-\-d ain da 
a — {b cos ba+ e cos ca +deos da) 

4 ain B — c sin (B -j- C) + d sin (B + C + fl) 

0 — 4 coa B + c cos (B + C) — deos(ß C + D) 
b sin ß + c ain (;J + y) + A ain OS + y + il) 

0 + 4 coa 4 S + ecoa(A+y)+Acoa(^ + y + A) 


(16) 

(17) 

(18) 


12. Den Inhalt des Fünfecks Endet 
man folgender Art; 

Es ist (Fig. 646) 

A EBA = 44. oain 4o 

ACAE= l«. CE* = 1« .[4 ain 4e+o ain oc] 

= 14eain4e + foeainoe 
und £^CED = ^edsincd 
also A= 4 (a4aino4 + 4eain 4e+ oeainae 
+ cd sin cd) (19) 
Man sieht dafs dies keine Formel ist, 
deren Gesetz man wie die früheren über- 
sehen kann. 


Formel 4 zu Hülfe genommen, nämlich 
oain oe+ 4 ain bc+ctince + dsinde-0 
gibt, wenn man mit dem in Buchstaben 
nur einmai vorhandenen letzten Oliede 
cd sin cd, oder den Factor c als gegeben 
fortgelassen, mit d sin cd beginnt, so bat 
man Formel 4 gemäfs A sin de zu schrei- 
ben und über r, o, 4 weiter fortzugehen, 
es ist also 

Aain Ac+eainec + asinoc + 4ain 4c= 0 
nnd AainAc= — eaincc— oainoc— 4ain 4c 
Diesen Werth von Aain de in den Aus- 
druck für A gesetzt gibt 


J=^ [o4 ain ab + be ain 4a + o« ain oa — ce ain ec — ca sin ae — c4 ain 4c] 

In diesem Ausdruck sind die Winkel nicht nach einerlei Richtung bezeichnet. 
Nimmt man a als die erste Seite, also die Winkel in der Ordnung oa, 4a, ca, 4o, ca, eb 
so bat man — ec ain ac = + ca ain ca 
— CO ain oc = + co ain ca 
— eb ain 4c = + c4 ain eb 
und es wird wenn man ordnet 

A= 4 [oa ain oa + be ain be + ca ain ca + 4o ain ba + co ain co + c4 ain c4] 
oder wenn man Wie gewöhnlich mit o antängt und die Ordnung nach 4, c, A 
nimmt ; (vergl. Formel 7) 

A = 4 (o4 ain ab + oc ain oc + ad ain oA + 4c ain 4c 4- 4A ain 4A + cA ain cd) (20) 
Wenn man diese Formel durch die Umfangswinkel ausdrücken will so erhält 
man wie man Formel 8 aus 7 gefunden bat 

A = 4[o4 ain B + ocain (B + C - 2Ä) + oA ain (B + C+ fl - 4B) + 4c ain C 

+ 4Aain(C+fl-2R)+ cAain fl] 

Hieraus redneirt; 

A=4[oAainß-ocai«(B+C)+flAain(B+C+D)+4cainC-4Aain(C+D)+cAain fl] (21) 
und durch die AuTsenwinkel ausgedrnckt; 
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J= + rdiinill (22) 

Beispiel zu No. 8 bis 12. 

Ks SCI « = 20 , ( = 2ö , c = SO , J = 36 

» = 110° also 4o=I10° und fl = 70” 

<■=90° also eo= 20° uad p = 90° 
ö= 120° also rfo = 320° und d = 60° 
ferner 4r = 90°, irf = 30°, cd = 1 20° 

Nun ist also aus Gleicbunn 7 

«« = 20> + 25* + 30« + 35* - 2 [300 cos 1 10° + 600 coi 20° + 700 cot 320° + 750 cot 90° 

+ 875 cot 30° + 1050 cot I20°] 

aus GIcichnng 8 

»• = 20* + 25* + 30* + 35» - 2 [50(1 cot 1 10° - 600 cw 200°+ 700 cot 320° + 760 cai 90“ 

- 875 coi 210° + 1050 cot 120°J 

aus Oleirhung 9 

e» = 20» + 25» + 30» + 35» + 2 [500 coi 70° + 600 cos 160° + 700 cot 220° + 750 cai 90“ 

+ 875 cos 150° + 1060 cos 60°] 

Alle 3 Glercbungen geben 

«* = 3150 + 1000 cos 70° - 1200 OOS 20° - UOOcos 40° + 0- 1750 cos 30° 

+ 2100 cot 60° = 826,39 

woraus « = 28,75 

Aus Gleicbuiig IQ bis 12 erhält man 

1 = [20 d 25 ros 70° - 30 cos 20° - 36 ros 40°1 

— cot tt j 28,75 


woraus 

cos I _ _ 26,45189 
— cos n ; 28,75 

woraus « = 23° 31’ 
A= 156° 561’ 


= - 0,92006 


11,255352 

28,75 


= 0,3915 


= entweder 23° 2j'oder 166° 671' 

Aus Gleichung 16 bis 18 erhält man 


Aus Gleichung 13 bis 15 erhält man tg a\ 11,255352 

1 m' ■ 70° 4- 30 sl« 20° -tjnJ ~-26,46T89~~°''*®^^^ 

= 55« (25 s.n 70 + 30 s» 20 J ^ ^ 


tinA _ 
sifs ai 28,75 


-35sm40°) 


A = 156*67’ 


Nun ist Z K = ödO° - (1 10° + 90° + 120° + 156° 57’ = 63° 3' 
also ^tj=\iO”67' 

Der Inhalt J ist nach Formel 20 bis 22 
J-tr20-25si» 70°+20-30sm20°-20-35-sin40°+25-30-l+25.35>sin30“ 

+ 30 . 35 • sin60°] = 1 lC0,987nFula. 

13. Es sind 3 Seiten z. B. a, b, d und sämmtliche Winkel gegeben. Für die 
beiden unbekannten Seiten c, « hat man die beiden Gleichungen 1 bis 3 und 4 bis 6 

1) « = (I cos a« + 5cos 6« + c cos c« + <f cos rf« 

4) 0 = 0 sin o« d- 5 sin 6« + c sin c« + d sin de 

asina«+5sin5« + i/sinde 

Ans Gleichung 4 ist c = (23) 

diesen Werth in 01. 1 gesetzt ergibt «. 

Diese Gleichungen in den Umfangswinkeln ausgedrückt hat man die Gleichung 2: 

2) e = acot A - b cot (/( + ») + c cos {A |- ß + C) - d cos (d + ß + C + ß) 
und aus Gleichung 5: 

— o sin yd + 5 sin (yd | ß) + d sin (yd | ß + C + ß) 

*■ " ■■ iinGd + B + C) ' (24) 

Diese Gleichungen in den Aufsenwinkeln ansgedrückl, bat man Gleiohung 3. 

3) — « = o cos n + 5 cos (n + d) + ccos(n + /9 + >') + dco«(« + /> + j- + d) 
nnd aus Gleichung 6: 
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c = — 


a itn « + Ä litt (a + /S) + rf fifi (rt -f + y + J) 


stn (« + /» + y) 

Sind c und e gefunden, so erhält man J aus Formel 20 bis 22. 
Beispiel (das vorige pag. 128). 

Gegeben a = 20, 6 = 25, </ = 35° 

Z^=156°57'; Ä=110°; C = 90°; D = 120°; E = 63°3' 
Man findet aus den Formeln 23 bis 25 

20 . sin 20° 3' + 25 sin 93° 3' - 35 • sin 63° 3' 


(25) 


c = — 


= + 30 
eot 63° 3' 


-stn 3° 3’ 

Diesen Werth in Gleichung (1 bis 3) gesetzt gibt redncirt: 

- s = 20 • cos 23° 3’ - 25 cos 86° 57^- 30 • cos 3° 3' - 35 cos 63° 3' 
woraus e = 28,75 

14. Es sind 4 Seiten, z. B. a, 6, d, e und 3 Winkel E, C, D oder /?, J 
gegeben, so dafs die beiden unbekannten Winkel A, E oder n, tj an einer gege* 
Denen Seite e liegen. 

Aus Gleichung 7 hat man folgende geordnete Gleichung für die Unbekannte c: 
c* — 2c [rt cos ac + 6 cos Ac + d cos cd] + a* + A* + — e* — 2 (ab cos ab 

+ ad cos ad + Ad cos Ad) = 0 (26) 

oder aus 8 

c* + 2c [a cos (B -]■ C) — b cos C ~ d cos D] -j- a^ b^ -j- (P — - 2ab cos B 

- 2ad cos (fi + C + D) + Ad cos (C + D) = 0 (27) 

oder aus 9 

c* + 2c [o cos (^ + y) + A cos y + d cos d] + a* + A’ + a* — e* + 2ab cos ß 

+ 2ad cos (/J + )' + J) + 2Ad cos (y + d) = 0 (28) 


Ist c gefunden, so erhält man aus For- 
mel 10 bis 18 die Winkel A und E. 

15. Es ist nur eine Seite gemessen, 
z. B. AB = a und sämmtliche Winkel 
von A und von B aus mit den beiden 
Seiten AE und BC und mit den nach 
Cy D und E visirten Diagonalen; das Fünf- 
eck zu bestimmen. (Feldmesser-Aufgabe.) 

Man theile das Fünfeck in die 3 Drei- 
ecke ABE, BDE und BCD, so hat man 
aus dem Art. .Dreieck“ pag. 331, For- 
mel 35 und 38 

J. r, •* nr- 1 *•" BAiE 

die Seite BE = b — a» — — j-— (1) 

stn AhB 



Fig. 648. 


den Inhalt des ^ABE = 
Eben so BD = c-=.b • 


, , sin ABE • sin B AE 
f sinAEB 

sin BED _ sin BAE sin BED 
sin BDE sinAEB sinBÜE 



und A BDE — — • stn DBE» 


sin BED 

TiiTBDE 


Aus den nur bei A und B zu messen 
möglichen Winkeln lassen sich aber 
die Z.BAE und BDE nicht berechnen, 
daher können dieselben nicht in die For- 
mel anfgenommen werden'. 

Nun hat man aber 


.BD= c= a 


sin BAD 
sinADB 


~b 


III. 


sin BED 
sin BDE 


( 3 ) 


Setzt man für diesen letzten Werth 
den ersten in die eben erhaltene Formel 
für das A BDE so hat man 


* unc- ^ • noü sinBAD 

A BDE- — • sin DBE • a - — • 

2 sinADB 

Setzt man hierein den Werth von A aus 
Gleichung 1, so ist 

. nnr. . 9 »i^BAD-siuBAE 

AßDE- i a . ^ DB^iü^EB ' *.*" ® W 

Endlich ist 
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. . $inBDC 

ABCD=ie>...-Cß0.^gp^ 

WO wied6nim dlo beiden Winke) BDC 
und BCD nic)it su berechnen sind. Man 
hat aber ans 

« .. sinBAC 

dl. Se.U = 

ond BC : {BD = r) = sin BDC : li* BCD 
»in BDC tinBAC 


Diesen Werth in die Formel für C^BCD 
^esetst gibt 

»inBAC 

t^BCD = am CBD * a • 

»tnACB 

nod ans Gleichung 3 den Werth von r 
entnommen 

« »in BAC»sin BAD . 
ABCP=io»- — ■ »inCßP 
* »tnACB»»tnADB 

Es ist demnach der Inhalt des Fünfecks 


Lmi 


. ««rs »inBAD*»inBAE nop 


rinBAC-tin BAD 


+ rf 


sinB;4B 


X sin 


.4«e] 


( 5 ) 


ln dieser Formel für J ist 4«’ niulti- 
plicirt mit dem 

llen Klammerglied der Inhalt von ACBD 
2ten . , > • A DBE 

Sten . ... ^^ABE 

Per in der Klammergröfse befindliche 
^ ACB ist=\aO° - ^.ABC- ^BAC 
Z.ADB , =\60°- ^ABD-z BAD 
ZAEB , = taO° - zABE- ZBAE 
Die Seiten und Diagonalen des Fünf- 
ecks sind übrigens leicht lu finden: 

Seite BC und Diagonale AC aus /^ABC\ 
gegeben eine Seite o und 2 anliegende 
Winkel. 

Diagonalen AD und BD aus l^ABD\ ge- 
geben a -I- 2 anliegende Winkel. 

Seite CD und ZC aus A«t'P: gcge- 
l>en BD, BC und der eiugeschlossene 
Winkel. 

Seils AE und Diagonale BE ans ^^ABK-, 
gegeben a -f 2 anliegende Winkel. 

Seite DE und zB ans C<, ADE-, gege- 
ben AE, AD und der eingeschlossene 
Winkel. 

Der UmfangsKinkel CDE ist 

= &40'’-(-4 + ß + f’-t-K) 
Ifi. Das zu berechnende auf dem Felde 
befindliche Fünfeck kann einen auch 2 
convexe Winkel haben; je nachdem dar- 
aus die Gestalt desselben hervorgellt sind 
die Klammerglieder positiv oder negativ 
zu nehmen. 

Ilezeichnet man die Klainmerglicder in 
Formel 6 der Reihe nach mit A, V, ^ 
so ist 

für Fig. G48 : / = ja» (X + F -|- K) 
für Fig. 649: J = la’(X - F -|- Z) 
für Fig. 650: J = 4***(A -|- F — Z) 
für Fig. 651 : J = 4a’ (— X -4 F — Z) 


Fig. 649. 



Ftnfeck, regelmifslges. 

Euklid (IV, It) enthält die geometrische 
Constructiun des regulären Fünfecks Ini 
Kreise, nachdem der Salz vorher die Con- 
struction eines gleichschenkligen Dreiecks 
zeigt, in welchem jeder Winkel an der 


Di.^. : by ■- iOgli' 
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Orandlini« das Doppelte des Winkels an 
der Spitie beträgt, ln dem Art ,Cou- 
stroctionen, geometrische“ Bd. II., 
pag. 71 ist No. 88 mit Fig. 404 der lOte 
SaU und No. 93 mit Fig. 40ä der 1 Ite 
Satz des Euklid, die Construction des Fünf- 
ecks ausgeführt. 

Der Centriwinkel für die Seite ist = 
»KZ =12° 

der ümfangswinkel ist = JRZ = 10*’ 

Die Seite s als Sehne des_ mit dem Halb- 
messer = r um das Fünfeck beschrie- 
benen Kreises 

, _ r y'iJZll = 2r sin 3G° = r . 1 , 1 75 5706 

Die Seite S als Tangente des mit dem 
Halbmesser = r in dem Fünfeck be- 
schrieb^ nJKreises 

j( = 2r l'5-2r5=2r/j36° = r. 1,453 0852 
Der Halbmesser 

=lz-coifc3G° =■ 5-0,805 6508 

= J.S.col36° = .S. 0,688 1909 

Der Inhalt f des Fünfecks im Kreise 

^^,^5-H2v'5 




- = JiV«( 36°= 1,720 4774 

^=|r*(/TÖ+2T5 = }c’-5i«72°=r>-2,377 6412 
Der Inhalt F des Fünfecks um den Kreis 
F=5r*J 6^i^ = 5f> «j36° = r»- 3,632 7130 

f = J S»} = J .sVol 36"= .S’- 1 ,720 4774 

FanctlOfi ist eine veränderliche Grüfse, 
welche von einer anderen veränderlichen 
OrÖfee oder mehreren derselben abhän- 
gigist, eine abhängig veränderliche 
Orofse, während die eine oder mehrere 
veränderliche Oröfsen, von denen _die 
Fanction ahhängt, und die beliehig wähl- 
bar sind, unabhängig veränderliche 
oder urveränderliche Grofscn ge- 
nannt werden. 

Wenn nämlich in dem Zns.nuiiucnhang 
mehrerer Gröfsen einige immer dcnscl 
ben Werth behalten, während andere be- 
liebig viele Werlhe annehiiien können, 
fio heiTsen die ersteren beständige oder 
constante Qrofeen, die letzteren ver- 
änderliche oder variable Oröfsen. 
.Jede einzelne be.stäiulige Gröfse, welche 
für die veränderliche gesetzt werden kann, 
beifst ©in Werth der Veränderlichen. 

Beiapiele von beständigen und verän- 
derlichen Grofsen in Zusamuienbang, 
kommen in allen TheiUo der Elementar- 
Hathematik vor: 


In der Arithmetik ist daa allgemeine ^ 
Glied einer jjegebenen arithmetiBchea 
Reihe auagedruckt durch l)d; 

wo a da* erate Glied der Reihe und ä 
die Differenz ic zweier neben einander 
befindlichen Glieder bezeichnet. Durch 
dieses allgemeine Glied läfst sich nun 
jedes bestimmte Glied unmittelbar da- 
durch erhalten, dafs mau für n die be- 
treffende bestimmte StellenMhl setzt. 
Folglich ist •• nicht das Zeichen einer 
bestimmten Zahl wie dies von a und d 
bei dersel^n bestimmten lUihe gilt, son- 
dern fl ist das Zeichen für den Inbe- 
griff aller bestimmten Stellen- 
aablen, also eine veränderliche OröCse 
und die bestimmten Stellenzahlen sind 
ihre Werthe. . 

In der Geometrie vergleicht man Kreis- 
umfänge und Kreisflächen mit ihren Halb- 
messern oder Durchmessern bekanntlich 
dadurch, dafs man um und in den Kreis 
ähnliche Vielecke verzeichnet , daCs man 
diese nun mit dem Halbmesser des Krei- 
ses vergleicht und dafs man, mit beliebig 
fortgesetzter Vermehrung deren Seiten- 
zahl, ihr VerhäUnifs zu dem Halbmesser 
dem VerhäUnifs des Kreises zu dom Halb- 
messer immer näher -bringt und ^somit 
endlich zu dem gesuchten VerhäUnifs 
des Kreisumfangs und der Kreisfläche 
zu dem Halbmesser wlbst gelangt. In 
diesem Falle sind die Kreisfläche, der 
Kreisumfang, der Halbmesser und der 
Durchmesser beständige Grüfsen, die Viel- 
ecke dagegen sind veränderliche Grüfsen 
und jedes Vieleck mit einer bestimmten 
Anzahl von Seiten stellt in seinem Um- 
fang oder in seinem Flächeninhalt einen 
Werth der veränderlichen Gröfse dar. 

Während alao eine beständige Gröfse 
eine einzige ganz bestimmte Gröfse ist, 
ist die veränderliche Gröfse eine ganze 
Klasse einzelner Grüfsen derselben Ai^ 

In dem obigen Beispiel ist jc<les Glied 
a + \)d der Reihe eine Function von 

n und n ist die Urveränderliche-, ist aber 
auch die Differenz d beliebig wählbar, so 
ist der Werth des Gliedes nicht nur von 
dem Werth von «, sondern auch von 
dem Werth von d abhängig, das Glied 
a + (n ~ \) d ist eine Fnnction der hei 
tlen Urveränderlicben « und d. 

In dem 2ten Beispiel ist der Inhalt 
jedes Vielecks nur abhängig von der An- 
zahl « dessen Seiten, wenn der Halb- 
messer r des Kreises, in oder um wel- 
chen es beschrieben worden, unveränder- 
lich ist. Wird aber r ebenfalls beliebig 
wählbar, so ist der Inhalt des Vielecks 
eine Fanction von 2 ürveränderlichen 
n und r. 
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Die allf^emeine Bezeicbnung der Ab- in ihnen die Verbindunf^en zwischen den 
hinf;^i;keit einer Veränderlichen Ton einer Unveränderlichen und den Veränderlichen 
oder mehreren anderen geschieht durch auf einerlei Vieise geschieht, als 
den Anfangsbuchstaben des Wortes Func- o 4- 4x 

tion: </x = j— 

H = heilst; jr ist eine Function von x s . d 

s = F(*,jr) heifst: s ist eine Function uu = - ^ — 

der beiden Urveränderlichen x und y. Cjr* 


Die Eintheilung der Functionen in 
algebraische und transcendente 
Functionen s. in dem Art. „alge- 
braische Function“ Bd 1, psg. 44. 
Es sind auberdem noch folgende Be- 
seichnungen zu merken : 

Gehört zu einem bestimmten Werth 
der Urveränderlichen nur ein bestimmter 
Werth der Function, so heifst diese ein- 
förmig; gehören dagegen zu einem be- 
stimmten Werth der Urveränderlichen 
mehrere Werthe der Function, so heifst 
diese vielförmig und zwar zweiför- 
fig, dreiförmig u. s. w., wenn der 
Fnnction 3 , 3 u. s w. Werthe zukom- 


6. Unter den transcendenten Functio- 
nen begreift man 

t. die Exponen tialfu nc tion , in 
welcher die Potenz von dem Exponent 
abhängig ist; als p = a'. 

2. Die logarithmische Function, 
in welcher der Exponent einer Potenz bei 
constanter Basis von der Potenz abhän- 
gig ist; als x = al> 

weil man diese Function auch schreibt 

' hg a 

oder wean a die Basis des Systems ist: 


men. Vieliurmig kann eine Function 
nur sein, wenn sie in einer Potens ge* 
geben ist. Als : 

jf* - axg +6 = 0 

woraus y = + \ax ± | 6 

wo y als Function von x zweiformig ist. 

2. Ist eine Function durch eine oder 
mehrere Urveränderlicbe gegeben, so heilst 
sie eine unmittelbare Function; ist 
sie dagegen von Veränderlichen gegelwn, 
die selnst wieder Functionen von anderen 
Veranderlicheu, den Urveränderlichen sind, 
so heilst sie eine mittelbare Func* 

' tion; die Veränderlichen, von welchen 
die Function zunächst abhängt, heifsen 
die vermittelnden Veränderlichen. 

3. Kommt in einer Function der Ur* 
veränderlichen diese nur in den geraden 
Potenzen vor, so ist die Function eine 
gerade, kommt die Urveränderlicbe nur 
io den ungeraden Potenzen vor, so heilst 
die Functiou eine nng^rade. Ger.'ide 
Functionen sind daher auch solche, hei 
welchen für gleiche und entgegengesetzte 
Werthe der Urveränderlichen dieselben 
Werthe der Function gehören; ungerade 
Functionen solche, bei welchen für gleiche 
und entgegengesetzte Werthe der Urver* 
inderlich^en auch gleiche und entgegen* 
gesetzte Werthe der Function entstehen. 

4. Gleichartig heifst eine Function 
zweier oder mehrerer Veränilerlicben wenn 
die Summe deren Exponenten in allen 
Gliedern gleich grofs ist. Z. B.: 

+ *y*^ + cyj“* + dy* — 0 
6. Aehnlich heifsen Fouctioneo, wenn 


y = (ogx 

3. Die Winkel- oder Kreisfunc* 
tionen, unter welchen zweierlei Func- 
tionen begrifTen werden: 

а. die trigonometrischen Linien in ihrer 
Abhängigkeit von dem zugehörigen Win- 
kel oder dem für den Ifalbmesser = 1 
gehörenden Bogen als Urveränderliche, als 

y — lin .r ; y = roi x 

б. die Bogen in ihrer Abhängigkeit von 
einer ihm zugehörigen trigonometrischen 
Linie als 

y = arc • sin r; y = arc • cot x 

7. Setzt mau anstatt der urveränder- 
liehen Gröfse x 2 aufeinander folgende 
Werthe derselben x', x" so heifst der 
Unterschied zwischen beiden (x*— x") der 
Zuwachs der Urveränderlichen. 
Der Unter.<«chied zwischen den beiden zu- 
gehörigen Werthen y’, y'* der Function 
(y* “ y”) heilst der Zuwachs der Func- 
tion. Kann der Zuwachs der Urverän- 
derlicben kleiner werden als jede noch 
so klein gegebene Gröfse und gilt dies 
zugleich von dem Zuwachs der Function, 
so heifst die Urvcräudorliche und die 
Functiou stetig. 

DasWeitere s.den Art. „Differenzial“. 

8. Ist y eine Function von x, so ist 
auch X eine Function von y. Es gehört 
mit zu deu wichtigsten Aufgaben, eine 
Fnnction umzukebren, d. b. eine 
gegebene Function y = fx in die umge- • 
kehrte x = #/y zu verwandeln. Bei alge- 
braischen Functioneu hat es keine Schwie- 
rigkeit z. B. 
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jr= /■* = (/o’ + 1» 
gibt durch Umibrmung 

X = (fX= l'jf* — •’ 

Ist eine Function durch eine nach Po- 
tenzen der Urreränderlichen fortlaufende 


Reihe gegeben, so «endet man die an- 
bestimmten Coeflicienten an: die Function 
» = 1 -1-* -b x' + x* + x* + .... 
nmzukehren hat man y = 1 ffir x = 0. 
Also setzt man 



X = A (y - 1 ) -f Ä (y - 1 )> -I- C (y - 1 )• -b O (y - 1 )• -b . . . . 
hieraus hat man 

x> = A> (y - !)• -b 2AÄ (y - !)• -b (B* -b 2AC) (y - 1)* + - - . . 

x»= +A«(y-1)» -b3A>Ä(y-l)» +.... 

x*= -bA*(y-l)* +.... 


Die Werths »on x, x*, x*, x*.... in die Function gesetzt und auf 0 redn- 
eirt gibt 

0 = (A - 1) (y - 1) -b (A* -b B) (y - 1)> -b (C -b 2AÄ -b A») (y - 1)* 

-b (fl-b B’ -b 2AC -b 3A»B -b A‘) (y - 1)* -b (2BC -b 2AO -b 3AÄ« -b A>C -b A*)(y - 1)* 


Hieraus A — 1 = n 
A» -b B = 0 
C -b 2AB -b A* = 0 
D -b B* -b 2AC-b 3A>B + A* = 0 
woraus A = 1 
Ä = - t 
C = + 1 
ö=- t 

mithin die umgekehrte Function 

x = (y-l)-(y-l)« + (y-l)*-(y-ll‘+... 

Beispiele Ton Umkehrung transcenden- 
ter Functionen durch unbestimmte Coef- 
ficienten geben die Art. Cosecante, No. 12, 
pag 138; Ck)sinus, No IG, pag. H3; Co- 
sinus Tersus, No. 4, pag. 146; Cotangente 
No. 11, pag. 149. 

FaBCtiOBtl^Ike, s. t. «. urTariable 
Gröfse, s. u. Function. 

FunctiODalzeicbeil ist das Zeichen F, 
f, if ... für Function ror der ürTariablen 
oder mehreren derselben als 

»); 7 (». “)•••• 

InnctiODenlehre, die Lehre ron den 
Functionen, Aufstellung des Benifls, Ein- 
theilung derselben, ihre Behandlung und 
Umformung; überhaupt die Rechnung mit 
Functionen. Der Begriff Function und 
die Eintheilung der Functionen ist in 
dem Art. Function angegeben, der Un- 
terschied zwischen der Rechnung mit 
Functionen und der Buchstabenrechnung 
und Algebra in dem Art. Analysis. Die 
Umformung oder Verwandlung einer F. 
geschieht Torliegenden Bedürfnissen ent- 


sprechend; unter diesen ist eine der wich- 
tigsten, die Umkehmng einer F. in dem 
Art. Function gezeigt. 

2. Eine gegebene nsonderte alge- 
braische Function (s. d. Bd I., pag. 44), 
die nach Potenzen der UrTerändeHichen 
eordnet ist, wird nach der Lehre Ton 
en algebraischen Gleichungen in ein 
Product Terwandelt; 

Bd. I. , pag. &7 ist die Gleichung auf- 
gestellt 

X»- 4x*- 1 86x»+ 916x«+ 1 673x -1 7 1 60 = 0 
Die Wurzeln derselben sind gefunden 
-b3; -bS; -bll; - 5; - 13 
Setzt man den Ausdruck = y statt = 0, 
so ist y eine gesonderte algebraische Func- 
tion und sie ist nach der Lehre Ton den 
algebraischen Gleichungen in das Pro- 
duct verwandelt 

y = (x-3)(x-8)(x-ll)(x-bi)(x-bl3) 
Eben so wird die dort befindliche auf 
0 reducirte Gleichung als Function von 
y genommen: 

y = X* - 3x‘ - 8x> -b 24x* - 9x + 27 
= (x - 3) (x - 3)(x-b 3) (x-v'^ X*+F^) 
3. Ist die algebraische Function unge- 
sondert und man will eine gesonderte 
zwischen y und x erhalten , so verfahrt 
man wie bei der Umkehrung der Func- 
tion, z. B. die Function (Klugel 2, 
pag. 301) 

y’ -b 4yx* — 5y’ -b 2y -b 24x — 3 = 0 
Setzt man 

y = A+ Bx-b Cx»-bBx»-bBx*-bFx»-bCx»-b . . 

so ist 


y* = A» + 3A>Bx -b 3 (AB> -b A>C) x> -b (B* -b 6ABC -f 3A>D) x» 

+ 3 (B*C -b AC* -b 2ABD -b A>B) x* 

-b 3 (BC> -b -b 2ACD -b 2ABE -f A»F) x» 

-b (C* + 6BCD -b 3AD> -b 3«»Ä -b 6ABF-b 3A>0) x‘ -b .. . 
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4je* = 4 Ae* + 4«»» + 4Cx* + 40** + 4£*‘ + 

5s* = 5^» + WABx + 5 Cfi’ + 24C) *» 

+ 10(ÄC + i4O)*> + 5(C* + 2iJO + 2.4K)**+ 10(CO+ fi£+ 4/0** 

+ 5(0* + 2CE + 2BF+iAG) ** 

7j = 74 + 78* + 7C«* + O** + 7£*‘ + 7F** + 7C** 

24* - 3 = - 3 + 24* 

hieiaus 

1) 4>-64’ + 74- 3 = 0 

2) 34*8 - 1048 + 78 + 24 = 0 

3) 3(48»+4>C) + 44-5(B> + 24C) + 7C = 0 

4) 8» + 648C + 34*0 + 48 - 10 (8C + 40) + 70 = 0 

5) 3 (8*C+ 4C* + 24 80 + 4*£) + 4C - 5 (C* + 280 + 24£) + 7f = 0 

6) 3 (8C* + 8*0 + 24CD + 248£ + 4*F) + 40-5 (C* + 280 + 24£) + 7F=0 

7) C*+68CO + 340*+38*£ + 648£+34’G + 4B-5(0* + 2C£+28F+24C)+7C=0 

u- s. w. 


Aus Gleichung 1 ergeben sich für die 

3 Wuneln 

4 = 1; 4 = 1; 4 = 3 

folglich hat man entweder 4 = 1 oder 

4 = 3. 

Aus Gleichung 2 ergibt sich 
(34* -104 + 7)8 = - 24 
für 4 = 1 ist 8 = =; für 4 = 3 ist 8 = - 6 
Aus Gleichung 3 ergibt sich, wenn 
man 4 = 3 und 8 = -6 setzt: 

C = - 39 

Aus Gleichung 4 ist nun D = -408. 
Aus Gleichung 5 ist E = — 5325 u. s. w. 
Und die gesonderte Function ist 

5 = 3 - 6* - 39** - 408** - 5325** - . . . . 
für * = 0 wird g = 3 

Statt der ersten Gleichnng für 4 er- 
hält man die Gleichnng für y wenn man 
in der gegebenen Gleichung * = 0 setzt, 
nämlich 

y*-5s’ + 7s-3 = 0 
Man bat also für * = 0 die 3 Werthe 


Ton Fnnctionen ist die Zerlegung eines 
Bruchs in 3 oder mehrere Bruche, wenn 
dessen Nenner ein Product ans 2 oder 
mehreren Factoren ist. Z. B. der Bruch 


(3a+t )* - 2«ii _ (3a + 6)* - 2o5 
** + (o-6)* — a4 (* + «)(*- 4) 

Der Bruch kann nun in twei Brüche 
zerlegt werden, weiche die Factoren des 
Nenners zu Nennern haben, deren Zähler 
nun zu finden sind. Bezeichnet man die- 
selben mit 4 und 8 so hat man die 
Bräche 

* + a'x — 4 


Diese auf gleiche Benennung gebracht gibt 
(4 + 8) * — 44 + aB 
(* + a) (* - 4) 

folglich ist 

(4 + 8) * - 44 + o8 = (3o + 4) * - 2a4 
Und es kann also nur sein; 


(4 + 8) * = (3a + 4) * 
und — 44 + o8 = — 9o4 


Ton y = 4=l, 1 und 3. 

Setzt man y = 0 so erhält man aus der 
gegebenen Gleichnng 

24* - 3 = 0 
woraus * = i 

Also für jeden Werth * > i wird y 
negativ; für positive Werthe von y mufs 
X sein. 

Ks läfst sich auch eine Reihe mit ab- 
steigenden Ezponenten von * darstellen 
als y = 4** + 8** + C*1 + . . . 
sie führt aber zu irrationalen Gliedern 
und macht eine Berechnung höchst lang- 
wierig. 

4. Eine andere Art der Verwandlitng 


ans I ist 4 + 8 = 3a + 4 
Diese mit 4 muHiplicirt, mit Gleichnng 
2 addirt und entwickelt gibt 


woraus man 4 = 3a 
folglich 

(3a + 4) * — 2a4 _ 3a 4 
(* + a) (* — 4) » + o * — 4 

5. Man kann auch folgendes Verfahren 
einschlagen nm 4 und 8 zu finden. 

Ans der Gleichung 

4 8^ (3a + 4) * — 2 o4 

e + o * — 4 <* + a) (* — 4) 

folgt 
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- i) + ß (» + o) = (3<» + 4) * - 2«& 
Wird nun /t (x — 4) = 0, d. h. wird 
X = 4 genommen, so ist auch 

- Ä(x + o) + (3ii + 4) X - 2a4 = 0 
also -£(4 + o) + (3a+4)4-2a4 = 0 
woraus B=!> 


hiernach A = 3a 

6. Ein Bruch mit zweien oder mehre-' 
ren gleichen Factoren als Nenner ist 
in so viele Bräche als Factoren sind, 
oder überhaupt in ein Agregat nicht za 
zerlegen, denn es würde sein müssen 


(a + x)” ® + * 


yt+g+Ce... 

a-i-x 


Es müfste also sein 

JV = (o + x)"“' -(d-l-Ä-l-C....) 

7. Befinden sich aufser der Potenz noch 
andere Factoren im Nenner, so mufs die 
Potenz als einfacher Nenner angesehen 
werden, z. B. 

o*-Sn‘4-2^“-24’_ A B 
S+l)’(«^4) "(a-t-4)>+a-4 


woraus 

(a - 4) + ß (« + 4)*= o* - äaH - 2o4>- 24* 
für 0 = 4 wird 

4o’ß = - 8o* also B = — ia 


aber auch 44*ß = — 8 4* also ß = 
hieraus ß = 


mithin 


_ 2 ^ 
-(n + 4) 


(o - 4) - (o + 4)*= o* - 6«>4 - 2o4« - 24* 
woraus A = 2o* + 4’ 

2 o* + 4* 0-1-4 

folglich der Bruch = 4 


Fandameotalebene ist die Ebene der 
Ekliptik. 

Fnnfubneck ist eine von 15 Seiten 
eingeschlossene Figur. Es wird von je- 
der beliebigen Ecke aus durch 12 Dia- 
gonalen in 13 Dreiecke zerlegt und er- 
fordert also 3 -b 2 X 12 = 27 Bestimmungs- 
stncke, die Summe sämmtlicher Umfangs- 
winkel ist = 26 rechte Winkel mit hö»- 
stens 12 convexen Winkeln, die Anzahl 
der möglichen Diagonalen ist k ■ tö • 12 
= 90. 


FaafiebMck, renlir«. Euklid Bd. IV., 
3. 16 lehrt die Constmction der Seite 


desselben; Han beschreibe von einem 
Punkt der Peripherie eines Kreises die 
die Seite des regulären Dreiecks, von dem- 
selben Punkt aus nach derselben Rich- 
tung die Seite des regulären Fünfecks 
im Kreise, so ist der Bogen für die Drei- 
ecksseite = 4 = , der Bogen für die 

Fünfecksseite = 1 = i*s der Peripherie, 
die Differenz beider Bogen also der 
Peripherie. Halbirt man also diese Dif- 
ferenz, so erhält map den Bo^n für die 
Seite des regulären Fnnfzehnecks (s. Drei- 
eck, Fünfeck, regelmäfsiges ) 

Der Centriwinkcl ist = ^, ß,/ = 24° 
der Umfangswinkel ist =f Jflz = IM'’ 
die Seite s als Sehne des mit dem HaHi,- 
messer = r um das Fünfzehneck beschrie- 
benen Kreises 

I = 4r[| I0T2F8 - F15 -I- 1 3] = *rsi» 12° 

= r. 0,415 8234 
die Seite S als Tangente des mit dem 
Halbmesser r in dem Funfzehneck be- 
schriebenen Kreises 

2rtj 12° = r. 0,425 1130 

der Halbmesser 

r = 4s ■ cosec 12° = s • 2,404 867 1 
= iS-cori2° =j- 2,352 3150 
der Inhalt des Fnnfzehnecks im Kreise 

^ = y r* sin 24° = r* • 3,050 5245 ' 

= cot 12° = I* • 17,642 3629 
4 

der Inhalt des Funfzehnecks nm den Kreis 
F=15r*»jl2° =r*- 3,188 3475 
= y S* • col 12° = S* s 17,642 3629 
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du Zsichen der Besehlaanigang ... 3 a 

eines in der Nähe der Erdoberfläche frei '»““«Dpendels roder/ = -i also j = ^/,’l 
fallenden Körpers, d. h. des Weges, den ” 

ein frei fallender Körper ron der 
Ruhe aus in der ersten Secnnde su~ 
rncklegt. 

Man ermittelt die Gröfse von 3 mit- 
telst des Pendels durch Versnche, und 
zwar am einfachsten mit Hülfe des Se- 

cnndenpendels. ln dem Art.: Kall du rch 

einen Kreisboeen, pie. 72. Formel in preufs. Zollen und die BmcMTudI^m 
18 ist für kleine Bogen die Lange des Se- $ in preufs. Fulsen: * ® 


Die Längen der Secundenpendel auf 
der Erdoberfläche sind unter den eer- 
schiedenen geographischen Breiten wegen 
der an den Polen stattfindenden Abplat- 
tung verschieden und somit auch die Be- 
schleunigungen. 

Für folgende geographische Breiten hat 
lan die Längen l der Secundenpendel 


für 

0“ (Aeqnator) l 

= 37,88509 Zoll .j = 

: 15,5796 Fufs 

■ 

10" 

37,90028 

15,5868 , 

• 

2ü® 

37,90809 

15,5891 . 

« 

30" 

37,93426 

15,5998 . 
iMiso , 

» 

40" 

37,96632 

• 

50" 

38,00043 

15,6271 . 

9 

52" 31’ 13" (BerUn) 

38,00891 

15,6306 . 

9 

60" 

38,03256 

15,6403 , 


70" 

38,05871 

15,6510 . 

9 

80® 

38,07578 

15,6580 . 

9 

90" (Pol 

38,08171 

15,6605 , 

unsere 

Gegend rechnet man 

im \'3 = 3,95285 

1 f«jVj = 0, 


Mittel 

J= 15t = 15,626 preufs. Fufs K 7 = °-’***’* i 0«» - 1 

= 4,904 Meter fiaUlel'KhM Fmrohr, s. u. Fern- 

= 14,7 neue pariser Fufs rohr 2. 

= 15/)96 alte pariser Fnfs fialllei'Mbei 6«satl ist das Gesetz des 

Han hat noch Falls der Körper. 

J= 15,625; fojj = 1,193 9200 fialllet'Mhe Zahl ist die von GaUlei 

f = 0,064; 1 = 0,806 1800 - 2 Z»« 2 (»• <»•» Art. ,). 

2 r ” 3 toM «t etwas Dngetheiltes oder was 
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ans der Gesammtsamme seiner Theile 
besteht. Der 9te Grundsatz des Euklid 
heifst: das Ganze ist cröfser als sein 
Theil ; andere Lehrbücher naben alsGrund- 
satz: das Ganze ist seinen Theilen zu- 
sammengenomuien gleich. 

Eine Zahl heifst ganz, wenn sie ans 
einer oder mehreren ungetheilten Ein- 
heiten zusammengesetzt ist; so auch die 
Bezeichnung: dekadische Ganze für 
dekadische Zahlen im Gegensatz zu de- 
kadischen Brüchen. Ganze Function 
s. u. algebraische Function. 

fiase. Das Gesetz deren Ansdehonng 
nach Rudberg's Versuchen tabellarisch, 
s. Bd. I., pag. 313. Unter dem Art. 
Ansflnfs der Luft, Bd. I., pag. 230 
sind besonders für andere Gase als Luft 
die Gesetze beim AusBufs der Gase aus 
Oeflnungen Ko. 13, pag. 233 zusammen- 
;estellL Dieselben Mim Einströmen Ton 
~as s. No. 17, pag. 335. 

Ganlh'SCbe Gleichon^en. Es sei ne- 
benstehendes KugeUlreieck Ton den Sei- 
ten a, 6, e nnd den diesen gegenüber- 
liegenden Winkeln n, y, so sind die 
Gleichungen 

Fig. 652. 


K 



und + bekannt sind, so sind es 
auch die Winkel - ß) und 

Setzt man nun ß) = J 

und i(n -ß) = ( 

so ist a = d H- c 

nnd ß = i — t 

Eben so findet man, wenn «, ß nnd c 
gegeben sind, durch Division von Gl. 1 
durch 3: 

durch Division von Gleichung 2 durch 4: 

Ist nun gefunden f(a -f &) = d 

so erhält man a = d-be 

t = d — e 

ln dem Art.: Kngeldreieck wird 
die Richtigkeit der Ganfs'schen Gleicbnn- 
gen erwiesen werden. 

Sabrochene Linie. 

l.’Die Parallellinien AX, F¥ sind durch 
eine gebrochene Linie ABCDEF mit ein- 
ander verbunden. Bezeichnet man die 
^yinkel auf einer Seite der gebrochenen 
Linie, wie sie durch kleine Bogen ange- 

5 eben sind, mit A, B, C, D, £, F, zieht 
ie mit AX und FY parallelen BB’, CC, 
DD', ££', so hat man: 


Fig. 653. 


1) sin |(u -I- 5) sin ^y = cos i(.n - ß) sin 

2) sin ^ (n - 4) cos }y = sin ) (a - ß) sin }e 

3) cos |(a + 4) sin J.y = cos J (n -(- ß) cos }c 

4) cos }■ (o — 4} cos = sin ^ (n -b ^ cos ^c 
Ans deren Verbindung mit einander 

erhält man die fehlenden Stücke des 
Dreiecks, wenn entweder 2 Seiten nnd 
der von ihnen eingeschlossene Winkel 
oder 2 Winkel nnd die eingeschlossene 
Seite gegeben sind. 

Sind X. B. a, 4, j> gegeben, so bat'lnan 
durch die Division von Gl. I durch 2: 

. • ^ ..V sin 4 fa 4- 4) 

durch die Division von Gl. 3 durch 4 : 

Da non die Cotangenteo Ton Ha — ß) 



ZA + ZABB’ = 3R 
■ ACBB' + .CBCC = 2R 
also zA-bZfi+.Z.«CC' = 4^ 
Hierzu kommt 

der gestreckte C'CC° = 2R 
ZDEE’ + z.EDD' oder 
Z DEE'+^EDC+^ C^CD = 2R 
zusammen =8A 
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Non i<t 

Z BCC + gestreckter Z C'CC”+ Z C”CO 

= ZC 

^CDE = ZD 

folglich 

Z>l+Zß+ZC+Zl»+Z />£!!'= 8« 
hierzn ^F + ^FEE’ =8/1 

and da 

Zf/JE' + Z®E£’ = Zfi 
so ist 

Z^+Z«+ZC+ZO+ZE+ZF'=10/l (1) 
Man sieht, dafs bei jeder beliebigen 
Ansahl von Theillinien, ans welchen die 
gebrochene Linie besteht, die Summe der 
anf einer Seite der gebrochenen Linie 
liegenden Winkel = ist 2m.il so vielen 
rechten Winkeln als Theillinien vorhan- 
den sind. 

2. Verlängert man die Theillinien sämmt- 
lieh nach einerlei Richtung ßA, CB, DC, 
Elt, FE, YF, lind bezeichnet die ent- 
stehenden Anfscnwinkel , nach einerlei 


Richtnng ton jeder TbeilUnie ab nach 
der Veriängerang der nächstfolgenden 
Theillinie mit n, fl, y, d, f, tj, so hat 
man 

Kig CM. 



n = 2/l- A 

^ = 4ß -Z Aßß' = 4n-(ß-2/l) = G/l-Ä = 2R- /? 
j. = 4H - Z C'CB = 4« - (C - 2ß) = 2ß - C 
J = 2« - U 
, = ^R.-E 

n = iR-F 

n + /» t y 1 d + ‘ d >I = 12ß - (A t ß i c 1 ß i £ + ß) 

= 2ß (8) 

Also die Summe der Aubenwiiikel einer zwUeben Parallellinien eisgeschlos- 
senen gebrochenen Linie ist = zweien rechten Winkeln. 

3. Vm die Entfemnng // zwischen AA' und FY durch die Längen der Theillinien 
und deren Winkel aaszudrücken, setze die Längen der auf einander folgenden 
Theillinien a, 6, e, ä, e n. s. w., fälle die Lothe BB", CC", DU", EB", FF", so 
hat man: 

BB" = a tia A 

CC" = iaia CBB’ = t sin(B - ABB')= b iin(,A -t ß - 2ß) = - i sin (A -i- ß) 

DD" = c sin flCC" = c sin (C - 2ß - BCC) = c sin [C - 2Ä - (2Ä - Cßß')] 

= c sin (A -b ß -I- C - 6ß) = - c sin (A -I- ß -b C) 

EE" = d sin EUE" = d sin (2ß - ß - Cßß') = d sin (2« - fl - flCC“) 

= d $in(.4R - A - B - C - D) = - d ,in(A + B + C + D) 

FF" = e sin FEE' = e sin (ß - E'ED) = e sin (E - EDE") 

= « si n { A -b ß -b C + O -t- ß - 4ß) = e si n ( A + ß + C -b fl -1- £) 

Nun ist H != BB" + CC - DI/' + EE" + FP' ^ . 
folglich // = o sin A — 4 sin (A -b ß) + c sin (A -b ß -b O - d sin (A + ß + C -b fl) 

+ esin(A-bß-bC-bfl-b£)-...., (3) 

woraus das Gesetz der Fortachreitung erkannt wird. 

4. H durch die Aulsenwinkel a, fl, y, d, i, t) ausgedrückt, ist zunächst 
nach No. 2 ; 

A = 2ß-o 
A-bß = 4ß-(a + ß) 

A-bß + C = 6ß-(o-b/!-by) 

A -b ß + C -b fl = 8 A - (n -b /> -b y + d) 

A + B + C+D + E = lOR-(aA^fl + r + d + *) 
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Hieraus 

if =osi i*n + 4 ri»(n + /J)+c«tH(« + /»+y)+il «»(<»+/»+)' + 3) + 


6. Beieichnet man Fig. 6ö3 den ^ BAX 
xwUchen g und a mit uj, den ^CBB 
xwiscben 4 und g mit 4g; den ^ zwi- 
schen c und g mit cg u. s. w. ; 
so erhält man aus No. 1 : 


ag = A 

bg=A + B-iB. 
ce—idd-ß-fC — 4ß 
dg — A ^ Äd-C-f D — 6Ä 
eg^^A+B + C-^O-^'E — & B. 

fg = A + B + C + D + E + F-\0R-0[;>) 

Sind FY und id.V nicht parallel, so 


gegen die Abscissenlinie gewählt. Fällt 
man nun die Lothe Aa, Bh . .. auf die Ab- 
scissenlinie, zieht die mit derselben paralle- 
len Aa, B$... .bestimmt den Anfangspunkt 
R der Abscissen durch die Länge ßa = n’; 
bezeichnet den Winkel zwischen BA und 
RX (von BA rechts bis auf ß.V) also 
2^BAu mit A, den Winkel zwischen CB 
und BA (von CB rechts bis auf BA) also 
^CBA mit B, die eben so gemessenen 
Winkel in den übrigen Eckpunkten mit 
C, I), E, BO ist 


hat man wie vorhin 
fg= yFEE' = A + B ^ C + D + E 
^ d F- lOÄ 

Ist fg positiv, so liegt der Schnei- 
dungspunkt zwischen FY und .dA( 
links, ist fg negativ, rechts der 
gebrochenen Linie. 

6. ABCDEF ist eine gebrochene 
Linie, RX eine beliebige Abscis- 
senlinie, R der Anfangsppkt der 
Coerdinaten ; es sollen die (Joor- 
dinaten der Eckpunkte A, B, C... 
aus den Längen AB, BC, CO. . 
der Theillinien und den Winkeln 
bestimmt werden, welche diese 
Theillinien unter sich oder mit 
der Abscissenlinie bilden. 

Zu diesem Behuf sind die Tbeil- 
linien in allen möglichen Lagen 


Fig. C56. 



ab — AB cos ABß = AB cos A 

bc = Cy= BC cos BC) = BCcos(2R-A- B) = - BC cos (A + B) 
cd=Dt = CDcosCD3 = CD cos DCy = CD cos (C - BCy) 

= CD cos (A d- ß d- C - 2Ä) = - CD cos[A + B + C) 
de= Es = DE cos DEs = DE cos EDS = DE cos (*R-D- CDS) 

= DEcos{AR~ D-DCy)= DEcos(.6R- A- B-C- D)=- DEcos{AAB+C+D) 
of = Fg = EFcosEFg = EFcosFEt = EFcos{iR-E + DEt)= EFcosUR- Ed- EDS) 
^ EF cos (lOß — A — ß — C — D — E) — — EF cos {A S- B -{■ C ß- D A E) 
Bezeichnet man nun, wie Ra mit a\ so Rb mit b', Rc mit c' u. s. w. , so 
hat man 
Ra= a' 

Rb = b' = a' + ab = a' + AB cos A 

Rc =: c' — 4' -p 4c = <i' -p Aß cos A — BC cos (A -p ß) 

Rd = d* = c' — cd = -p Aß cos A — BC cos (A -p ß) -P CD cos (A -p ß -P C) 

Hc = e' = d* -P de = «' d- Aß cos A - ßC cos (A -P ß) -I- cos (A -P ß -P O 

- DEcos(A-P ß + C+ D) 

ß/-= e'- e/=o’-P Aß cos A - ßCcos (A d- ß) -P CD cos (A -P ß -P Q- OEcos(A -P ß d- Cd-D) 

-PEFcos(A-Pß-PC-pD-PE) (6) 

woraus das allgemeine Ge.setz der Fortschreitnng bervorgeht. 

7. Es stimmt dies Reenltat vollkommen überein mit Fonnel 3 (No. 3, Fig. 653) 
für H, wenn man die Ordinalen ssA und fF, Fig. 656 als die einschliefsenden End- 
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parallelen AX nnd FY (Fig. 6öS) betrachtet, wenn man also aetat; alsdann 

ist nämlich z BAn = A' für z AB,i = /I in Fig. 655 in nehmen, wenn die übrigen 
Winkel B, C, D, E in beiden Figuren übereinstimmen sollen. 

Han hat demnach 

c«i A = cot ABß = cot BAa = cos (,4' — 90°) = siit A' cot (.4 ^ = cor (A’ + B — 90”) 

= rin {A' + B) 

n. 8. w. 
folglich 

«/■ = /• = o’ + H = o’ + rin y4’ - BC rin (A' +B) + CD rin (4’ + B + C) 

- Ö£rin(4'+B + C + ß)+ £F rin (yl' + B + C + fl + £) (7) 

8. Constmirt man Fig. 655 die Anfsenwinkel wie No. 2, Fig. 654, ist also (für 
aA die Parallele RX gedacht) 

Z bAA' = n = QR— A 
AiABB’ = ß = 2R- B 
u. s. w. 

so ist wie No. 4 ; A = 2R — a 

A+ B-4R-(a + ß) 

A + B+C=6R-{B + ß + y) 
j4 + B4'C+fl = 8Ä “(n + ^ + y+ d) 

/4 + B + C+ fl + £=10B-(o+;J + y + <f + r) 

hieraus 

ab = AB cot (2B — n) = — AB cot n 

bc = — BC cot (4B — a ~ ß) = — BC cot {a + ß) 

cd = — CD cot (GR — « — ^ — y) = + CD cot (o + /S + y) 

de~ — DE cot (GR — n — ß — y— d) = — DE cot (a + ^ + y + d) 

cf = EF cot (lOÄ — n — 3 — y — J — ») = + EF cot (« + /J + y + d + f) 

Rf = a' — AB cot n — BC cot (n ß) — CD cot (n + + y) — DE cot (n 4- /? + y + J) 

-EFcor(f. + ,4 + y + d + 0 (8) 

Beispiel. Es sei 

AB = 4; BC = i; CD = G; DE=T; EF= 8 


A= 30° 

also 

a = 150” 

B= 90° 


ß= 90” 

C = 110° 


, = 70° 

0 = 270° 


iJ = - 90° 

E = 340° 


r = -160' 


Ans Formel 6 und 8 erhält man redncirt; 

Bf = <i' 4 4 cor 30° + 5 cor 60° - 6 cor 50° 4- 7 cor 40° - 8 cor 60° 

Aus Formel 7 hat man, weil A’= 120° ist: 

Rf=a' + AB rin 120” - BC rin 210° + CD rin 320° - DE rin 590” 4- EFtin 930” 

= o' 4- 4 rin 60” 4 - 5 rin 30° - 6 rin 40° 4 - ^ rin 50° - 8 rin 30° 

= a' 4 - 4 cor 30” 4 - 5 cor 60° - 6 cor 50° 4- 7 cor 40° - 8 cor 60° 

9. Cm das Gesetz der Ordinaten zu erhalten hat man gegeben 

Att = a" 

Bb = Aa + Bn = Aa 4 - AB rin A 

Cc=Bb- By = Bb- BC rin BCy = Bb- BC t\«(2R- A- B) = Bb- BC rin (A + B) 
= Aa 4 - AB rin A — BC rin (A 4 - B) 

Dd = - (Ci - Cc) = Cc - Ci = Cc- CD rin CflJ = Ce - CD iin(A + B + C - 2R) 

= Cc 4 - Cfl rin (A 4 - B 4- C) 

= Aa + AB rin A - BC rin (A + B) 4- Cfl rin (A 4- B 4- C) 

E< = fld 4 - (- D,) = Dd- DE tin DEt = Dd - DE tin (GR - A - B - C - D) 

“ Dd— DE tin (A4" B4" C4" fl)— Aa 4"ABrinA — BC rin(A 4" B) 4" Cfl rin (A4" B-i* C) 
-DE rin (A4 B + C-b fl) 

Ff = El] — (— Et)'= Et]+ Ee = Ee + EFtin EFij=Ec4 FFrin(10B— A — B— C— fl— E) 
= E« 4 EFrin (A 4 B 4 C 4 fl 4 £) 
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:=AaJr AB tinA-BC rin (A + B) + CD tin(.A + B + C)- DE ii»U + Ä+C+ D) 


+ EE»in (^ + E + C + O + E) - . 

u. s. w. 

Das Beispiel ad No. 8 gibt 
Att = a" 

Bi = Aa + 4 sin 30“ 

By=5fi«(30°+90“)= 5ii« 120“= 6ri»60“ 
daher 

Ce — Aa + 4 <in 30“ — 5 li« 60“ 

- Cd = 6 li» (30“+90“+ 110“)= 6 «in 230“ 
= -6fii«50“ 

daher 

BJ = Aa+4 rin 30“ - 5 »i«60“ - 6 »i« 50“ 


- Dj = -7 «in 500“ = - 7 »in 40“ 
daher 

Ke = Aa + 4«in 30“- 5«in 60“ - Clin 50“ 
-7»m40“ 

Ei, = 8 »in 840“ = 8 »in 60“ 
daher 

E/'= + 4 »i n 30“ - 5 .in 60“- 6 »in 50“ 

-7.in40“ + 8»in60“ 
10. Sollen die Ordinalen durch die 
Auraenwinkel angegeben werden, so ist 
nach No. 4 ; 


Ff = An + AB »in (2Ä - «) - EC »in (4E - o - /») + CD «in (fiR-^a-ß-y) 

- DE »in (8E - n - ^ - y - J) + £E. in (lOÄ - n - /J - y - d - ») 

also 

E/= il« + -4E. in n + EC »in (n + ,S) + CD »in(«. + d + y) + DE «in (a + ^ + y + d) 
+ EF»in(« + ,4 + y + d + 0 
Für das obige Beispiel hat man 

Ff=Aa + * »in 150“ + 5»in 240“ + 6»in 310" + 7»in 220“ + 8 »in 60“ 

= Aa + 4»in30 - 5»in 60“ - 6»in 50“ - 7»in40“ + 8»in 60“ 


Gefiftbarometer, s. u. Barometer, Bd.I., 
pag. 321. 

Gegebeae Grtflsea, s. t. w. bekannte 
Orörsen ; diese wenlen an gegebenen Grö- 
fsen, wenn aus ihnen Unlmkannte gefun- 
den werden sollen. 

Gegeabewegong ist Bewegung nach 
entgegengesetiter Richtung. 

Gagendreieck ist das einem gegebenen 
Kugeulreieck, wenn man dessen Seiten 
an rollen Kreisen rerlängert, diametral 
gegenüber entstehende ihm cougruente 
Dreieck. 

Gegeadrack ist der Druck, der als 'Wi- 
derstand aus dem einen Druck empfan- 
enden Körj^er berrorgerufen wird und 
en der druckende Körper gegenseitig 
empfangt. Bat der gedrückte Körper 
das Vermögen einen gröfseren Druck au 
entwickeln als er empfingt, so bleiben 
beide Körper in Ruhe; der dynamische 
Zustand beider Körper heilst Spannung. 
Hat der Körper nicht die Fähigkeit einen 
so hohen Druck entgegen au setaen als 
er empfängt , so weicht der Körper dem 
Ceberschuls an Druck, es entsteht Be- 
wegung; der Ueberscbufs der Kraft ist 
die bewegende Kraft und die Spannung 
beider Körper ist gleich dem geringeren 
Gegendruck. 

GegeafUkler, s. t. w Antipoden. 

Gegeagewieht ist ein Gewicht, welches 


die bewegende Kraft eines anderen Ge- 
wichts Termindorn oder gana aufhelwn 
oder auch eine abwechselnd rückgängige 
Bewegung horvorbringen soll. 

Eine Last, die über einer Rolle_ an 
einem Seil herabgelassen wird , würde 
allein tbätig immer schneller und schnel- 
ler fallen ; es wird daher auf der entge- 
gengesetaten Seite durch Zugkräfte^ ent- 
sprechend gehemmt und au Erleichte- 
rung der Hemmung daselbst ein Gewicht, 
also ein Gegengewicht angebracht, wel- 
ches nun um so viel aufsteigt als die 
Last sinkt 

Bei den früheren einseitigen Dampf- 
maschinen drückte der Dampf den Kol- 
ben herab und mit demselben das eine 
Ende des Balancier» ; an dem anderen 
Ende desselben war ein Gegengewicht, 
welches hiermit in die Höhe geaogen 
wurde. Hatte der Kolben den tiefsten 
Stand erreicht, so wurde der Dampf im 
Kessel abgesiierrt, der in den Kolben ge- 
leitete Dampf in die freie Luft gelassen, 
das Gegengewicht hatte nun die Kraft 
au fallen, die Balancierseito herab und 
den Kolben au neuem Angriff des Dam- 
pfes wieder in die Höhe au aiehen. 

Bei den üewichlsnhren bildet das Pen- 
del mit der Hemmung das Gegengewicht 
au augenblicklich gänalicher Aufhebung 
der Kraft des Gehgewicht». 

Gegenschattlge, s. Antiscii. 
Gegeiuebeln, s. u. Aspeclen und Con- 
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jonction. G. ist der Kalenderaosdruck 
für Opposition. 

GegeowirkllBg ist die einer ursprüng- 
lichen Wirkuni; entgegengesetzte Wir- 
kung. Zwei gleich grofse Kräfte nach 
geraden entgegengesetzten Linien oder 
rachtungen wirkend heben einander anf, 
sie bleiben in Rnhe, sie befinden sich 
biofs in Suannung. Ist eine Kraft 
OTÖfser als nie andere so geschieht nach 
der Richtung der grofseren mit dem 
Ueberschufs an Kraft d. h. mit der Dif- 
ferenz beider Kräfte als bewegende Kraft 
eine Bewegung. 

Ein Körper vom Gewicht P und der 
Geschwindigkeit C hat das Bewegungs- 
Termögen P* C; trifft er einen ruben^n 
Körper vom Gewicht p, so setzt dieser 
ihm eine Wirkung entgegen, die Oe- 
schwimligkeit des erstereii Kör))ers wird 
vermindert, der Körper p wird dafür in 
die Bewegung mit bineingeführt und da 
von dem ursprünglichen Bewegungsver- 
mögen nichts verloren gehen kann, so 
ist bei einer beiden Körpern gemein- 
schaftlichen Geschwindigkeit c 
(P + p)r = /*.C 

folglich die gemeinschaftliche neue Ge- 
schwindigkeit 

P 

p"'* 

Vergleiche den Art, Gegengewicht. 

fiegeowohier, s. s. Antoeci. 

Geist ist das Regierende der Natnr. 
Eine Natur ohne ifen sie regierenden 
Geist zu denken ist unmöglich. Der 
Geist, etwas Nichlkürperliches, von 
dessen Beschaffenheit wir keinen Begriff, 
sondern nur hypothetische Vorstellungen 
haben, die je nach den Richtungen des 
Gedanken- und Auffassungssystems eines 
jeden einzelnen Menschen eben so viel- 
fach verschieden sein können, mufs offen- 
bar die ganze Natur durchdriiigen, .so dufs 
nicht Gott in der Welt sondern die Welt 
in Gott ist, der als Geist In seiner Gon- 
tinnität durch keine Körperlichkeit und 
nirgend unterbrochen wird, also allgegen- 
wärtig, allwissend und somit fähig durch 
die That überall augenblicklich einzu- 
greifeii. , 

Die Natnrkräfte können betrachtet wer- 
den nU Richtungen oder Theile dieses 
allgemeinen Geistes zur Regierung wil- 
lenloser Dinge nach Gesetz. 

Geinliklrtfl Zonea sind die beiden Zo- 
nen auf (ter Erdoberfläche, welche pa- 
rallel mit dem Aequator zwischen aen 
Wendekreisen und den ihnen zunächst 


liegenden Polarkreisen sich befinden; so 
genannt wegen der hier herrschenden 
mittleren Temperatur zwischen der kal- 
ten jenseits der Polarkreise und der hei- 
fsen zwischen beiden Wendekreisen. 

Die mathematische Geographie bestimmt 
die Polarkreise als diejenigen , deren Pe- 
ripherien von der Axe der Ekliptik ond 
die Wendekreise als diejenigen, welche 
von der Ebene der Ekliptik berührt wer- 
den. Die Ekliptik durch den Erdmittel- 
punkt gelegt. 

GemeinichafUlches MatUk ist ein Uaafs, 
mit welchem mehrere Dinge derselben 
Art gemessen werden. Das allen Din- 
gen derselben Art g. M. ist deren Ein- 
heit: die Zahlen 10, 15 haben 5 und 1 
zum g. H.; die Zahlen 3, 10, 15 haben 
das einzige gemeinschaftliche (ganze) 
Maafs in der Einheit 1. 

Incommensurable Gröfsen haben mit 
comiuensurabelen Gröfsen kein g. M , z. B. 
4 und p3. Dagegen können incommen- 
surable Gröfsen untereinander ein g. M. 
haben. Z. B- tO und pl6 haben das 
g M. 1 3. Es ist nämlich 

I- 6 = p2 X K3 und |^ld = V5 x v 3 

Aus diesem Grunde haben 2 gleiche 
Catbeten mit der Hypothennse eines recht- 
winkligen Dreiecks Kein g. U. 

GemetngchaftUcher Theiler ist ein ge- 
meinschaftliches Maafs zweier oder meh- 
rerer Zahlen. Ks wird in der Arithmetik 
oft nach dem grÖfsleu g. T. mehrerer 
gegebener Zahlen gefragt. Dieser kann 
nient gröfser .«ein .'Hs die kleinste der ge- 
gebenen Zahlen und man bat mit dieser 
also in die anderen zu dividiren, wenn 
man dieselbe als Theiler versuchen will. 

Von den Zahlen 7, 91, 135 findet man 
7 als den gröfsten (und einzigen) g. Tb. 
Denn es ist 7=7*1; 91 = 7*13 ond 
105 = 7 • 15 

Zwischen den Zahlen 14, 133, 182 kann 
wegen der ungeraden mittleren Zahl die 
Zahl 14 kein Theiler sein und da 14 = 2*7, 
so ist entweder 7 der g. T. oder die Zah- 
len haben keinen g. T. 

Man findet durch Division 

14 = 7*2; 133 = 7*19; 182 = 7*26 

Um den g. T zweier oder mehrerer 
Zahlen zu finden ist deinnacb das ein- 
fach.ste Mittel, die kleinste gegebene Zahl 
in ihre Primfactoren zu zerlegen. 

Siint die Primfactoren nicht sogleich 
zu übersehen, so dividirt man die gru- 
fsere Zahl durch die kleiuere; wenn die 
Division ohne Rest nicht anfgebt, so di- 
ridirt man die kleinere Zahl durch den 
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Rest and sofort den vorhereeftanfrenen 
Dirisor dnrch den erhaltenen letzten Rest 
bis man keinen Rest behält; dieser letzte 
Divisor ist dann der grüCste gemeinschaft- 
liche Theiler zwischen beiden Zahlen und 
ist eine dritte nöfseste Zahl noch gege- 
ben, so wird der grüfste g. T. mit letz- 
terer Zahl durch Division mit dein so 
eben erhaltenen Theiler untersucht Z. B. 
Die Zahleu 9737 und 20302 

... 20202 „ , 728 

man erhalt -— = 2 + 3^3^ 

. d. h. es ist 20202 = 2 X 9737 728 


und folglich kann zwischen 9737 und 
20202 nur ein Theiler existiren, der zu- 
gleich Theiler zwischen 728 und 9737 
ist, und deshalb ist mit 728 in 9737 zu 
dividiren. Man erhält 


9737^ 3 273 

728 728 


Wiederum kann zwischen 728 und 9737 
also zwischen 9737 und 20203 kein Thei- 
ler existiren, der nicht zugleich Theiler 
zwischen 273 und 728 ist. Man erhält 


728 „ 182 

= 2 + 

273 273 


Jetzt beschränkt sich wieder die Auf- 
gabe auf die Untersuchung des gröfsten 
g. T. zwischen den Zahlen 182 und 273. 


Es ist 


182 

182 

91 


^1 + 


= 2 


91 

182 


Mithin ist 91 der grüfste g. Th. 

zwischen 91 unil 182 


also auch zwischen 182 und 273 

also auch zwischen 273 und 728 

also auch zwischen 728 und 9737 

also auch zwischen 9737 und 20202 

und es ist 9737 = 91 x 107 und 20202 
= 91 x232, vergl. Bruch No 5. 


Gemischt ist in der Mathematik was 
ans ungleichartigen Theilen zusammen- 
gesetzt Ist. 

Ein gemischter Brnch ist ein nn- 
ächter Bruch, der als ganze Zahl + einem 
ächten Bruch dargestellt ist. Z. B. &1 

21 

statt des r e i n e n und unächten Bruchs — . 

4 


Eine gemischte ebene Fignr ist 
eine Figur, die von geraden und krum- 
men Linien oder aus krummen Linien, 
denen verschiedene Bildnngsgesetze zu 
Omnde liegen , als Seiten eingeschlos- 
sen ist. 

Gemischte Mathematik nennt man 


anch wohl die angewandte K, weil Na- 
turgesetze und Erfahrungen darüber mit 
den reinen Lehren der Mathematik in 
Verbindung Vorkommen. 

Gemischte Verhältnissesind solche 
Verhältnisse, die aus ungleichnamigen 
einfachen Verhältnissen zusammengesetzt 
sind, als die durch Multiplication gewon- 
nenen Endverhälthisse bei der Kegel 
quini|ue, der Kettenrechnung n. s. w. 

Gemischte Zahl ist eine Zahl, die 
ans ganzen nnd gebrochenen Zahlen zu- 
sammengesetzt ist, also in so fern gleich- 
bedeutend mit gemischtem Brnch; auch 
eine Zahl die aus rationalen und irratio- 
nalen Gliedern besteht, als 3 -|- | 5 ist 
eine gemischte Zahl. 

GeneralBenner, s. Addition No. C und 
Brnch No. 6. 

Genetische Erklärong, genetische 
Definition Ist Sacherklärung, Er- 
klärung von dem Entstehen des Begriffs, 
z. B eine Kugel entsteht, indem ein 
Halbkreis um seinen Durchmesser sich 
herumdreht. 

Geocentriech ist was sich auf den Mit- 
telpunkt der Erde bezieht, im Gegensatz 
zu beliocen t risc h, was sich auf den 
Mittelpunkt der Sonne bezieht; beide Be- 
ziehungen für Planeten (genommen. 

Es sei Eftk die Ekliptik, K ein augen- 
blicklicher Standort der Erde darin, S 
in deren Mittelpunkt die Sonnen P ein 
Planet; die Kreislinie, in der sich P be- 
findet sei seine Bahn, welche gegen die 
Ebene der Ekliptik geneigt ist nnd sie 
in 2 Punkten, den Knotenpunkten schnei- 
det, die äiifsere Kreislinie eine grüfste 
Kreislinie des scheinbaren Himmelsge- 
wölbes. Von E aus sieht man P in der 
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geraden Linie EP und der Ort* des Pla- 
neten scheint in P' zu sein; von der 
Sonne aus sieht man den Planeten in 
der geraden Linie SP und versetzt seinen 
Ort in P*; es ist somit P der hei io - 
Cent ri scheu nd P * der geocent rische 
Ort des Planeten. 

Denkt man sich die Ebene der Eklip- 
tik bis in die scheinbare Himmelskugel 
erweitert, so falle den lothrecbten Bogen 
Pp auf dieselbe und p ist der reducirte 
Ort des Planeten. Von der Sonne S 
aus wird derselbe in p' gesehen , da wo 
der lotbrechte von P auf die Ekliptik 
gefällte Bogen Pp' dieselbe schneidet, 
und von der Erde E aus wird der Ort 
p in p'* gesehen, dem Endpunkt des von 
P' in der Himmelskugel auf die Ebene 
der Ekliptik gefällten Lothes P' p". Beide 
Linien Sp’ und Ep" schneiden die Eklip- 
tik Efik in den Punkten n' und .’i". Ist 
demnach f der Frühlingspunkt, so ist 
Bogen ftkn' die heliocentrische und 
Bogen f$kn" die geocentriscbeLänge 
des Planeten P. 

Geodäsie, s. v. w. Feldinefskunst Ein 
Tbeil derselben ist iu dem Art. Baculo- 
m e t r i e vorgetragen. Zusammengesetzte 
Vermessungen geschehen mit Hülfe von 
Winkel-In.strumenten, s. Roussole. Bol- 
len Vermessungen sehr genau werden, 
so bedient mau sich der Theodoliten als 
Winkelme.oser. Man mifst eine möglichst 
lange gerade Linie; hei coupirtem Ter- 
rain nivellirt man sie auch, um deren 
Horizonlalprojectinn zu erhalten und ver- 
biudet mit deren beiden Endpunkten 2 
oder mehrere Hauptlinicn zu Dreiecken 
indem man die Winkel an den Endpunk- 
ten der vermessenen Orundlinie mifst 
und die anderen Seiten trigonometrisch 
berechnet. Die Details zwischen den 
Hauptlinicn werden dann mit Kette und 
Stäben vermes.«en nnd aufgetragen. Zwei 
oder mehrere neue Hauptlinien werden 
dann mit den berechneten Dreiecksseiten 
wiederum zu Dreiecken verbunden und 
so weiter auf dieselbe Weise fortgefahren. 

Geoden in einem Fossil sind die im 
Innern mit Krystallen besetzten Höh- 
lungen. 

Geoguphtsche Breite, s. Breite, ge- 
ographische. 

Geographische Länge eines Orts der 
Erdoberdaohe ist der in dem Breiten- 
kreise des Orts nach Graden gemessene 
.'Abstand des Orts von einem bestimmten 
beliebig gewählten ersten Meridian. 

So wie für die astronomische Länge 


die Ekliptik der Grund- oder Normalkreis 
ist, so ist es für die geographische Länge 
der Erdaequator. Dieser nat aber nir- 
gend eine Auszeichnung für den Null- 
punkt wie die Ekliptik in dem Frühliogs- 
unkt und daher kann man jeden belle- 
igen Punkt des Aequators dazu nehmen. 
Es kommt ferner hinzu, dafs ieder be- 
liebige mit dem Aequator parallele Brei- 
tenkreis, der wie lener in 360 Grade ge- 
theilt wird, diircn die von Pol za Pol 
über den Aequator hinweg zu führenden 
Meridiane mit dem Aequator überall in 
Betreff der Längenbestimmung einerlei« 
Beziehung bst, so dals in jedem belie- 
bigen Breitenkreis ein beliebiger Punkt 
als Nullpunkt, also der zu diesem Punkt 
gehorenne Meridian als der erste ange- 
nommen werden kann. 

Ein solcher erster Meridian ist für 
Frankreich durch Befehl Ludwigs XIII. 
vom 25. April 1634 deijcnige, welcher 
die äufserste Westküste der Insel Ferro 
berührt und von den meisten Staaten 
als solcher angenommen worden , woher 
dieser erste Meridian der Ferro’scbe 
Meridian heifst. 

Es bat sich später ergeben, dafs dieser 
Meridian von der Pariser Sternwarte 20° 
2* 30" westlich liegt und man ist über- 
eingekommen, den Ferro'schen Meridian 
genau 20° westlich von dem der Pariser 
Sternwarte anzunehmen, so dafs eigent- 
lich dieser pariser Meridian die Norm gibt 
und der Ferro'sche Meridian unbestimmt 
und nur dem Namen nach vorhanden ist. 
Daher kommt es, dafs der Pariser Meri- 
dian auch als der erste vielfach ange- 
nommen wird, 90 z. B. geschieht dies in 
Ritters geographisch-statUtischem Lexi- 
cun ; io Littrows Veneichnifs geographi- 
scher Ortsbestimmungen (Gehlers physi- 
kalisches Wörterbuch Bd. X., am ScDhifs). 

In den neuesten Zeiten bat man auch 
angefangen, den Meridian der Greenwicher 
Sternwarte als den ersten anzunehmen; 
dieser Hegt 2° 20' 23" westlich von dem 
Pariser. 

Die Längen werden in der Regel nur 
bis 180° gezählt und je nachdem ein Ort 
östlich oder westlich von einem der er- 
sten Meridiane liegt, hat derselbe öst- 
liche oder westliche Lauge. 

Der Pariser Meridian ist 20° östlich, 
der Greeiiw'icber 17° 39’ 37" östlich von 
dem Ferro*schen Meridian. 

Der Ferro’sche Meridian ist 20° west- 
lich, der Oreenwich’scbe 2° 20' 23" west- 
lich von dem Pariser Meridian. 

Der Ferro'sche Meridian ist 17° 39' 37" 
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westlich, der Pariser 2° 20' 23’’ östlich 
Ton dem Qreenwicher Meridian. 

Die alte Sternwarte von Berlin hat 
Ton Ferro 31® 3' 23” östliche Länge 
von Paris 11° 3' 23” „ , 

von Greenwich 13° 23' 46" , , 

Die neue Sternwarte von Berlin hat 
Ton Ferro 31° 3' 30 " östliche Länge 

von Paris 11°3'30" „ , 

von Greenwich 13° 23' 53’ „ , 

Die geogr. Länge iwischon zweien Or- 
ten der Erde mifet man mit einer richti- 
gen Uhr, wenn man die Zeit der Culmi- 
nation eines Fixsterns in beiden Orten 
beobachtet. Die DilTerenz beider Zeit- 
punkte gibt das Zeitmaafs der Länge, 
welches in Bogenmaafs verwandelt winl, 
indem 4 Zeitminuten einen Grad Länge 
geben. 


Gsograpbitche Meile ist festgestellt 
worden auf den 5400ten Theil des Erd- 
aeqnator- Umkreises, so dafs eine geogr. 

Meile = ist ^ des Aequatorgrades, 

O40u 1 %} 


oder dafs ein Aequatorgrad 15 geogr. Mei- 
len enthält. Da es schwierig ist, Län- 
gengradmessungen genau zu erhalten , so 
ist auch die g. M. verschieden angegeben 
worden. 


Nach der neuesten genauen Ermitte- 
lung des Grades im Aequator beträgt 
dieser 57106,442 Toisen, also 
die geogr. Meile = 3807,09 Toisen 
= 7420,158 Meter 
= 0,9850 876 pris. Meilen 
= 1970,1752 prfs. Ruthen 
= 23642,1 preufs. Fufs. 


Geomecb&oik ist die Wissenschaft von 
der Bewegung fester Körper, s. d. Art. 
Angewandte Mathematik, Bd. L, 
pag. 72. 

Geometer ist ein der Geometrie Kun- 
diger, gebräuchlich ist auch die Bezeich- 
nung für Feldmesser. 


Geometrie ist diejenige Disciplin der 
Mathematik, welche sich mit den Raum- 
grölsen beschäftigt. Da der Raum iu 
einer bis drei Dimensionen gegeben wird, 
so ist die natürlichste Eintheilung der 
G. in die Loiigimetrie, in die Pla- 
nimetrie und iu die Stereometrie, 
nämlich in die Wissenschaft der Raum- 
grüfsen von einer von zweien und von 
drei Dimensionen. 

Man macht aber diesen Unterschied 
nicht in diesem Sinne. Man hat eine 
Elementargeometrie, die Lehre von 
denjenigen Linien, Flächen und Körpern, 


deren Natur einfache Untersuchungen zu- 
lassen : Von den Linien nämlich die ge- 
rade und die Kreislinie, von den Flächen 
die Ebenen und die krummen Flächen, 
welche von der Kreislinie erzeugt wer- 
den, und von den Körpern diejenigen, 
deren Oberflächen Ebenen und die aus 
der Kreislinie hervorgehonden krummen 
Flächen sind. Dieser letzte Theil der 
G. ist die Elementar-S tereometrie; 
sie behandelt die vieleckigen Körper, den 
Cylinder, den Kegel und die Kugel. 

Die höhere Geometrie beschäftigt 
sich mit den krummen Linien, deren 
Formen andere sind als der Kreis und 
die ans gegebenen Gesetzen hervorgehen, 
mit den von diesen Linien eingeschlos- 
senen Ebenen und Flächen und mit den 
Körpern, deren Oberflächen aus jenen 
krummen Linien erzeugt werden. 

Die Geometrie wird synthetisch und 
analytisch behandelt. Die synthetische 
Behandlung besteht darin, dafs die ge- 
gebenen Raumgröfseu zusammengesetzt, 
getheilt und in Gröfse und Form mit 
einander verglichen werden, wie dies im 
Euklid statttindet. Die anal^sche Be- 
handlung besteht darin, dafs die Gröfsen 
auf Einheiten zurückgeführt, mit der Ein- 
heit verglichen und als Vielfache dersel- 
ben, also als Zahlen betrachtet werden, 
mit denen nun gerechnet wird. (A'ergl. 
algebrai.sche und analytische Geometrie). 

Heine Ansicht über die Weise wie die 
Elementargeometrie mit Hülfe eines ein- 
facheren Lehrgebäudes vorgetragen wer- 
den könnte, s. d Art. Axiom. 

Geometrisch ist was zur Geometrie 
gehört. 

Geometrisch ähnlich, s. u. Aehnlich, 
2, pag. 30. 

Geometrische Analysis ist die Bezeich- 
nung des analytischen Verfahrens oder 
der analytischen Methode, um geome- 
trische Constructionen zu erfinden-, heut 
unsere analytische Geometrie, s. d. 
und analytische Auflösung, analytische 
Methode. 

Geometrische Anllösang ist die Auf- 
lösung einer Rechenaufgabe mit Hülfe 
der geometrischen Gröfsen; so sind z. B. 
Bd. L, Fig. 41 bis 43, pag, 45 und 46 
die geometrischen Auflösungen der Re- 
chenexempel 3 Fufs X 4 Fnts; 4'x 3' 5” 
und 3' 5" X 2' 2". 

Geometrischer Beweis eines Satzes ge- 
schieht nur mit Hülfe vorangegangener 
anerkannter geometrischer Wahrheiten 
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durch deren Verbindung und Schlnfsfol- 
gen und ohne Hülfe der Arithmetik. 

fietmetrische Constnictlon ist die Auf- 
lösung einer geometrischen Aufgabe durch 
Zeichnung. 

fieometrilche CoistrnctioD der Glei- 
ebugea, s. Constrnction der Glei- 
chungen, Bd. II-, pag. 120. 

Geometrische Corren und Flächen sind 
sulche, deren Form dadurch gegeben ist, 
dafs sämmtliche Funkte derselben ihrer 
Lage nach einem gemeinsrhaftlicheii Ge- 
sets unterworfen sind. 

Geometrische Gröfsea sind die Raum- 
grölsen. 

Geometrischer Körper ist ein körper- 
licher Raum im Gegensatz zu physi- 
schem Körper, der mit Stoff angefullte 
Raum. 

Geometrische Methode der Alten für 

die Auflösung der geumetrischen Aufga- 
ben ist wie noch bei dem heutigen Stand- 
punkt der Uathematik der Fall ist, zwei- 
erlei ; synthetisch und analytisch. Die 
erstere Methode besteht in der Beschrei- 
bung der nach und nach erforderlichen 
Zeichenarbeiten bis zur Vollendung dor 
Auflösung und dem hierauf folgenden 
Beweis für die Richtigkeit der Uporatio- 
nen zu dem geforderten Zweck. 

Die zweite analytische Methode ist jetzt 
die Anwendung der analytischen Geome- 
trie; die Alten jedoch kannten dieselbe 
noch nicht und verfuhren mit der l'on- 
atruction wie mit einem umgekehrt zu 
führenden Beweis. 

Als Beispiel gelte die Aufgabe in dem 
Art.: Analytische Auflösung, Eu- 
klid 2. Buch, 11. Satz: 

Eine gegebene gerade Linie (.AB) so 
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zu schneiden, dafs das unter der ganzen 
(AB) und einem (BH) der beiden Ab- 
schnitte (AH, BH) enthaltene Rectangel 
(BK) dem Quadrate (h'H) des übrigen 
Abschnitts (AH) gleich sei. 

Die synthetische .Auflösung Euklids ist 
folgende: 

Beschreibe von AB das Quadrat ABCD, 
halbire AC in £ und ziehe BE. Ver- 
längere CA nach F bis F.F — EB, be- 
schreibe von AF das Quadrat PU und 
verlängere GH bis K, so ist AB in H 
so geschnitten, dafs .4£ x £//= Quadrat 
von AH. 

Denn da CA in £ halbirt und ihr die 
AF gerade fort angesetzt ist, so ist (2, 
6. Satz). 

C£x 4 £ -1- □(/!£) = □(££) = □(££) 

Nun ist z. B.iE = K 
n nd dahe r □(£«) = D(4£)-t-D(4£) 
folglich ist 

C£x4£ + n(-tß)=C(Afi)-t-G(4E) 
folglich wenn man □(4£') wegnimmt 
CF-x.AF = a(AB) 
oder weil AF = FG 

auch FK = AD 

folglich wenn man AK wegnimmt 
FH = HD 

Nun ist 

FH=D(AH)\millD=DBxBH=ABxBH 

folglich ist .1 « X «W = 0(4 //) 

Die analytische Methode würde mit 
Benutzung (Irs eben aufgeführien Satzes 
(Enklid 2. B., 6. Satz) etwa folgender sein: 

Gesetzt es wäre H der Theiliingspunkt 
der Linie AB, so zeichne die Quadrate 
AD über AB und AG über AU, verlän- 
gere GH bis K so wäre 

Rectangel BK= ABy. BH 
Quadrat 46' = □{4«) 
hierzu Rectangel .4 £ = 4£ 
gibt Quadrat BC = Reet CG 

oder 0(AC) = CFxAF 

Nun ist nach 2. Buch, 6. Satz, wenn 
4C in £ halbirt wird 

□(££) = C£x 4£ -f- □(4£) 
zieht man nun BE so ist 

g(AB) j- = G(fiE) 

Also a(£0 + D(AÄ)-l-C(4£) 

= C'f^x 4£-|- G(ä£) -b G(4ß) 
also G(££) + G(AÄ) = C£x 4F-b □(££) 


Ist also 

G(£A') = Q{ß£) 

so ist auch 

□(4B) = C£x4£=Ce 

Hiervon 

4A'= 4£ 

bleibt 

Reet ££ = 0(4«) 

oder 

ABxBH = 0(AB) 
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Damit diese Verlangte Theilung der 
geraden Linie AB geschehe, mufs dem- 
nach BE = EF sein und die von Euklid 
vorgenommene Gonstruction ist durch 
das eben beobachtete analytische Verfah- 
ren aufgefunden. 

Geomstrisches Mittel zwischen zweien 
GröHsen ist die Quadratwurzel aus deren 
Prodnct. Ist 6* = a • c, so ist b das g. M. 
zwischen a und c. 

Geometrischer Ort ist eine Linie oder 
eine Fläche, welche als Grenze beobachtet, 
allen Linien, Flächen und Körpern der- 
selben Art irgend eine Eigenschaft ge- 
meinschaftlich macht. 

Z. B. Alle Dreiecke von einerlei Grund- 
linie und einerlei Höhe haben gleichen 
Flächeninhalt. Ist nun die Grundlinie 
= a und der Inhalt F gegeben, so ist die 

zu a erforderliche Höhe A = 2 — . Zieht 

a 

man daher mit der Grundlinie a eine 
Parallele von unbegrenzter Länge in dem 

Abstand 2 so ist diese der geome- 
trische Ort für die Spitzen sämmtlicher 
' Dreiecke von einerlei Grundlinie a und 
einerlei Flächeninhalt F. Dreht man diese 
Linie um die Grundlinie bis in ihre ur- 
sprüngliche Lage, so erhält man einen 
Cylindermantel für denselben geometri- 
schen Ort. 

Soll der geometrische Ort für Dreiecke 
von einerlei Grundlinie und einerlei Win- 
kel an der Spitze angegeben werden, so 
beschreibt man um das Dreieck einen 
Kreis und man hat in dem zwischen der 
Grundlinie und der Spitze beündlichen 
Bogen den g. 0. für die Spitzen sämmt- 
licher Dreiecke der genannten gemein- 
schaftlichen Eigenschaft, weil sämmtliche 
Winkel an der Spitze Poripheriewinkel 
in demselben Kreisbogen sind. 

Eine mit einer ebenen Grundfläche pa- 
rallele Ebene ist der g. Ort für alle Pris- 
men oder Kegel von einerlei Grundebene 
und einerlei körperlichem Inhalt. 

Um den g. 0. zu finden, dafs die von 
2 gegebenen Punkten A, B an jeden be- 
liebigen Punkt desselben gezogenen ge- 
raden Linien zusammengenommen immer 
die Länge a erhalten, hat man über AB 
ein gleichschenkliges Dreieck ABC zu be- 
schreiben, in welkem die Schenkel AC 
= BC=^a sind. Nimmt man daun C 
als Scheitelpunkt der kleinen Axe, A, B 
als Breni^unkte und construirt nach 
Fig. 256, Bd. I., pag. 418, die Ellipse, so 
ist diese der verlangte g. 0. 


Geometrische Progression, s. geome- 
trische Reihe. 

Geometrische Proportion ist die Gleich- 
heit zweier geometrischen ^Verhältnisse: 
2 verhält sicn geometrisch"’ zu 5 wie 4 
zu 10, denn die Quotienten | und 
beider Verhältnisse sind einander gleich. 
Man vereinigt beide gleichen Verhältnisse 
zu einer Proportion und schreibt; 

2:5 = 4:10 

und wie man } = hat, so hat mau 
auch ’ 

2x 10 = 5x4 = 20 

überhaupt in jeder geometrischen Pro- 
portion 

A. B = a.b 

wo also die Quotienten -4- und bei- 

D O 

der Verhältnisse einander gleich sind, hat 
man aus diesem Grunde oder durch arith- 
metische Operation 

Ab = aB 

d. h. das Product der äufseren Glieder 
ist gleich dem Product der inneren Glie- 
der. Aus diesem Grunde ist jede Pro- 
portion mehrfach umzustellen. 

Wenn A: B = ai b 
so ist auch A:a = B ib 
B : A = b :a 
B '.b ~ A'.a 
a:b = A: B 
a : A = b B 
b : a = B I A 
biB=:a:A 

2, Sind die beiden inneren Glieder oder 
die beiden äufseren einander gleich, wie 

AiC-C.D 
oder D’.E — F'.D 

so heifst die Proportion eine stetige 
eo metrische P. und das gleiche Glied 
eifst das geometrische Mittel oder 
die mittlere geometrische Propor- 
tionale zwischen den beiden anderen 

Gliedern. 

Es ist (P= A- D also C = \ ' A • D 
D^=E>F „ D = \EF 
Vergl. „arithmetische Propor- 
tion“. 

3. Sind mehrere Proportionen mit Wie- 
derholung von Gliedern gegeben als: 

A: B = ai b 
B ‘.C—b’.c 
C : D = eid 
so ist auch A : C = a : c 
Ai D = a:d 

B. D = b.d 


10 * 
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Man schreibt daher auch solche Pro- 

Wenn 

A:B = atb 

Portionen zusammenhängend 

so ist 1. 

nA •. hB = na : nb 

A}B-.C.D = tt:b.e-.d 

2. 

A ; nB'^ a : nb 

und sagt, die Gröfsen stehen in fort- 

3. 


laufender oder in geordneter Pro- 

4. 


portioD. 

4. Die ersten ElemenUranfgaben au» 

5. 

hA : nB = a ; fr 

der Lehre ron den geometrischen Pre- 

6. 

A B a b 

portionen sind in dem Vorigen schon ge- 

n n N » 

löst: nämlich 

7. 


A. Aua 2 gegebeuen gleichen Produc- 


teu eine Proportion zu bilden. Dies ge- 
schieht, indem man die beiden zu dem 

8. 


einen Product gehörenden Factoren zu 


n n 

äulseren, die zu dem andern Product ge- 


A » * 

hörenden zu inneren Gliedern macht: 


n n 

Aus a • b = A • B 



entsteht at A = B:b 

10. 

— : Ä = — : fr 

fl H 

oder A-.a = bt B 

11. 


B. Aua zwei gegebenen geometrischen 

A ; >IÄ = — : fr 

Verhältnissen oder Quotienten zwei gleiche 
Produete zu bilden, welches die umge- 

12. 

A : — = MA : fr 

kehrte Operation erfordert; denn 


n 

aus y “ a:b = A:B 

13. 

An : Ä = a : — 

n 

entsteht aB = Ab. 

U. 

~:B = a:nb 

C. Ans drei gegebenen Gliedern a, b, c 
einer geometrischen Proportion das 4te 
Glied zu finden, oder wie man sagt: zu 


H 

16. 

A fr 

/Ifi • ffn — • 


3 gegebeuen Zahlen die rierte geotue- 
trlsehe Proportionale zo finden: 
Nennt man das 4te Glied Xq so ist 

• 

A’.B" = a”-.b" 


also 


aib — cxx 
be — ax 
b • c 


D. Sind 2 der 3 gegebenen Glieder 
einander gleich, t. h. a, b, b, so findet 
man das 4te Glied einer stetigen g. P. 
oder man findet zwischen 2 gegebenen 
Gröisen a, b die 3te geometrische 
Proportionale x aus a:b = b-.x 

oder &• = «X 

mit x = — 

a 

E. Zwischen 2 gegebenen Zahlen o, b 
findet man endlich die mittlere geome- 
trische Proportionale x in der Quadrat- 
wurzel des Producta 

denn da a: x = x-.b 

so ist x = v'o^ 

3. Folgende Sätze sind mit Hälfe ganz 
einfacher arithmetischer Operationen als 
richtig abzuleiten, oder indem man die 
Prodncte der änfseren und inneren Glie- 
der bildet als richtig nachznweiaen. 


yA:i>B = ya-.yb 
6. Wenn A: B = a:b 
so ist auch 

fi,t ■* mB:pA^qB = nartLmb'.prt^^b 


denn aus 

A-.B = aib 


folgt 

A a 

ß “T 


also auch 

^ 

a m 

"ä A “ 

fr n 

oder 

nA ^ mB 

na mb 

~~’nB~~ 

nb 

Ebenso 




B p 

b p 

oder 

pA ^^B ^ 

pa ^ f fr 

pB 

pb 


(I) 


( 2 ) 

Die Gleichung 1 durch Gl. 2 dividirt 
gibt 

liA^mB pB na^mb pb 
pA ± qB nB pa x. qb nb 

Nun ist = 

nB nb n 
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folglich (iis letito Oleichnng durch — 
dividirt 

hA ^ mß _ ma ^ mb 
pA ^ fß pa ± fb 
welches die behauptete Proportion ist: 

7. Man hat ans dem Torstehenden all- 
ffemeioeo Satz über die Bildung neuer 
Proportionen aus einer ge^benen ein- 
fachen in der Summe oder Differenz der 
beliebig Vielfochen des ersten und zwei- 
ten Gliedes zur Summe oder Differenz 

und 3x6-b3xl0:4xö-10 

oder 40 : 10 : 


derselben Vielfachen des dritten und rier- 
teu Gliedes eine grofse Anzahl einfache- 
rer ahznieiten 

Wenn A:ß = a:b 

so ist 1. A : A ^ ß = a ; b 

2. A: A^ nß = a:a-i:Hb 

3. A : nA^mß = a : na^mb 
n. s. w. 

Beispiele. 

Da 6:10=1:2 

so ist auch 6:10:<:5=1:2±1 
und 5 : 5 -I- 3 • 10 = 1 : 1 -I- 3 • 2 

= 2xl-|-3x2:4xl-2 
: 8 : 2 


Ans folgenden Proportionen soll die also 


Unbekannte x gefunden werden: 2. 

1. 15-fx:x = 6:l hier ist 

Man hat 15-|-x-x:x = 6- l:l ojj, 
oder 16 : X = 5 : 1 woraus 

woraus 6x=16 3. 


X = 3 

8 - x:3 = x: 1 

8 - X + X : 3 -M = X : 1 
8:4 = x: 1 
x = 2 

3x + 5 I lOx - 1 = 13 : 8 


Man bat 

oder 

oder 

Non ist 

oder 

woraus 


3x -I- 5 - ^ (lOx - 1) : 3x + 6 = 13 - ^ . 8 : 13 

63 106 

lö =3x + 5 = -j^:13 

1 : 3x -I- 6 = 2 : 13 

1 :3x + 6- 6- l = 2:13-6-2 

1 : 3x =2:3 

X =i 


8. Wenn die gleichnamigen Glieder 
mehrerer Proportionen mit einander mnl- 
tiplicirt werden, so entsteht ans den 4 
Prodncten wieder eine geometrische Pro- 
portion. 

Wenn A:ß = a:b 

CtD = c-.d 
E-.F=e-.f 


so ist A-C-E... 
Denn es ist 


: B‘D-F...=a-c-r... 


A _ n 

B ~ T 

SL- t 

D ~ d 


b-d-f... 


f 1 1 1. ^ C E 

folgUch -g -g-p 


o c e 

7 "' 


woraus ACE: BDF= act : bdf 
Dieser 8te Satz gibt das Mittel, aus it 
gegebenen Proportionen is unbekannt« 
Orofsen zu finden: 

Z. B. Gegeben sind die beiden Pro- 
portionen : 

5 + 2x : 3y = 3 : 7 

» = = .. 

beide Proportionen mit einander multi- 
plicirt entsteht 

(5 -t- 2x) y : 21xy = 3 : 14 
also mit y die beiden ersten Glieder di- 
vidirt: 

6 + 2x:21x = 3:14 
oder 6 -f- 2x : 3x = 3 : 2 

oder 3(6-1- 2x)-2-3x:3x = 3"3-2-2:2 
oder 15 : 3x =6:2 

oder 6 : x =6:2 

woraus x =2 

Setzt man nun in die gegebene zweite 


3 

1 


i 

1 

I 

\ 
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Proportion fSr * den Werth 2, so erhält 
man 

»:7x2= 1 ;2 
sfotans y = 7 

9. Wenn yl ; £ = n ; ft = r : ^ u. s. w.. 
so ist auch 

= A:B = a:t = .... 
denn aus A: B = a:b 

ist A:a = B:b 

nnd nach Ko. 7 

^ + a:ß4'ft — ojft^nj/t 
hieraus A + a-.a=B + b-.ß 
srieder aus No. 7: 

>t + ö+ RIR — ß'fft'i-/?*. (2 

u. s. w. 

I. B. da 1:2 = 3:6 = 4:8 = 7:14 
so ist auch 

1+3 + 4 + 7:2 + 6 + 8 + 14=1:2 
oder l5 : 30 =1:2 

10. Hat man n Gröfsen o, ft, c ... und 
deren Verhältnisse untereinander durch 
IS “ 1 Proportionen bestimmt gegeben, 
so kann man ans denselben eine fort- 
laufende Proportion bilden. Zuerst be- 
stimmt man das Verhältnifs nur einer 
der Gröfsen lu jeder aller übrigen, hier- 
auf verwandelt man durch Multiplicatio- 
nen alle dieser einen Grüfse zukommen- 
den Verhältnifszahlen in eine gemein- 
schaftliche Zahl und bestimmt dieser ge- 
mäfs das Verhältnifs der Grüfse zu den 
übrigen. 

Soll eine fortlaufende Proportion zwi- 
schen 6 Gröfsen o, ft, c, d, e, f gebildet 
werden, so müssen zwischen denselben 
6 Verhältnisse bekannt .sein: z. B. 

1. o: ft = 1:3 

2. c:d = i-.b 

3. e:f=7.4 

4. «:ft = ll:I0 

5. d:fzz6-.9 

Hier kommen die Gröfsen c, d, e, f 

zweimal vor. 

Schreibt man No. 4 : ft : s = 10 : 1 1 
nnd mnltiplicirt mit No. 1 ; oder dividirt 
man 1 durch 4, so erhält man 

6. fl :e= 10:33 

diese Proportion mit No. 3 multiplicirt 
nnd redneirt 

7. fl 1^=35:66 

No. 5 umgekehrt geschrieben und mit 7 
multiplicirt oder 7 durch 5 dividirt nnd 
redneirt 

8. fl:«/ = 21: 22 


diese Proportion durch No. 2 dividirt 
9. a:c = 106 : 44 
Man hat demnach 
fl:ft = l :3 
fl : c = 105 :44 

fl :«/ = 21:22 

fl :c = 10:33 
a-.fzz3&^6 

Die kleinste Zahl für die Pactoren von 
a: 1, 106, 21, 10, 35 ist die Zahl 210. 
Man hat demnach: 

fl: ft = 210: 630 
«:c=210:88 
fl:d = 210:220 
fl : « = 210 : 693 

fl:/’=210:396 

woraus die fortlaufende Proportion 
fl :ft:c:</:s;/' = 210:630:88:220:693:396 

11. Es gibt Gröfsen, die in zusammen- 
esetzten Verhältnissen stehen Z. B. 
ie Werthe zweier Waaren in Beziehung 
auf Menge nnd Güte. Die Werthe von 
Gebäuden in Beziehung auf Dimensionen, 
auf die Werthe der dazu verwendeten 
Materialien, auf Alter und Abnutzung, 
auf Abgaben, Lage, Ertrag u. s. w. Ste- 
hen nun 2 Gröfsen iii solchen vielfachen 
geometrischen Verhältnissen , so verhalten 
sie sich überhaupt wie die Prodiicte der 
Verhältnisse. 

Verhalten sich z. B. 2 Gröfsen A nnd 
B in einer Beziehung wie <i:ft, in einer 
zweiten Beziehung wie tt:ß so verhalten 
sie .sich überhaupt wie fl.n:ft-,J; und 
haben dieselben noch Beziehungen a':ft’, 
fl" : ft” u. s. w , so verhalten sie sich über- 
haupt wie flfl'a"« : bb'b"ß. 

Denn denkt man sich eine Grüfse E, 
die für jede einzelne Beziehung die Ein- 
heit = 1 ist , so ist für die erste Bezie- 
hung A das flfache von E = aE, für die 
zweite Beziehung wird dieses aE das 
n fache von E = aaE u. s. w. Ebenso 
ist B das ft,l fache n. s. w. von £ nnd 
es ist überhaupt 

A : B a ‘ a . ... : b • ß .... 

7t. B. die Geldwerthe zweier Aecker 

,4, B verhalten sich 

in Bezug auf Grüfse A: B — 2 ib 

, , , Bonität =6:7 

„ „ , erforderliche 

Arbeitskräfte =1:3 

, „ , die Transportkosten 

zum Markt =5:1 

so verhält sich der summarische 
Werth von A:fi = 2.6-l-5:5-7.3.1 =4:7 


I 


Digitized by Google 



Geometrische Reihe. 


151 Geometrisches Verhiltnirs. 


Geometrische Reihe. Reihe nnd ce- 
ometrische Reihe sind in dem Art. 
Arithmetische Reih e, Bd. I., pag. 118 
erklärt. Sie besteht in einer Reihenfolge 
von Zahlen, von welchen jede 2 neben- 
einander stehenden in einerlei geometri- 
schem Verhältnifs sich befinden; wie bei 
der arithmetischen Reihe heifsen auch 
hier die einielnen Zahlen der Reihe Glie- 
der, die von einem beliebig gewählten 
ersten Gliede ab mit den Stellen- 
lahlen als 2 , 3, 4 . . . ntes Glied be- 
leichnet werden. Die der ganzen Reihe 
zugehörige Verhältuifszahl je zweier auf- 
einander folgender Glieder heifst der Ex- 
ponent; und wenn man ein beliebiges 
mtes Glied durch den Exponent diridirt, 
so erhält man das ihm nnmittelbar tor- 
hergehende (m — l)te Glied. Wenn die 
aufeinander folgenden Glieder immer grö- 

die einfache Reihe a -b oe -f- ae* -f oe* -f . 
die e fache Reihe ae + ae* + ae' + ae* + . 


fser werden, so heifst die Reihe stei- 
gend oder wachsend; wenn sie immer 
kleiner werden, fallend oder abneh- 
mend. 

2. Bezeichnet man das erste Glied einer 
g. R. mit a, den Exponent mit «, so hat 
man das allgemeine Schema einer g. R. 

a ■ ae • ae* • a«’- ae* .... as"'^* ae" .... 

Ist e>I, so ist die Reihe wachsend, 
ist < < I so ist die Reihe abnehmend, a 
ist das erste, ae das zweite, ae’ das dritte 
überhaupt ae"“' das nie Glied. Bezeich- 
net man dies mit v so ist 

« = «*-*. a (1) 

3. l’m die .Summe .S' der ersten » Glie- 
der einer g. R. zn finden, mnltiplicire 
dieselbe mit e. 

Dann ist 

....8e"-' = .S 
, . . . ae" = eS 


Zieht man die obere Reibe von der un- 
teren ab, so heben sich bis auf das übrig 
bleibende erste Glied a sämmtliche Glie- 
der der oberen Reihe mit den Gliedern 
der unteren Reihe auf, so dafs nnr das 
«to Glied ae" übrig bleibt und es ist 
ae" -a = eS-S 
oder a («" — l) = S(e — 1) 
woraus 

S = = = (2) 

e-l « - 1 «- 1 


S = 


(4) 


10 

512 


I — e _ a — e« 

1 — e ** I — e 
ln folgender Reihe 
I234SS7 s 9 
1 .2 . 4. 8 . 16 - 32 • 64 • 128 • 256 . 
ist nach Formel 1 das lOte Glied 
u = 2». 1 = 512 

die Summe der ersten 10 Glieder ist nach 
Formel 2 

2'»-l . 2.512-1 


S = 


- . 1 = - 

2-1 


1 


• = 1023 


Ist das erste Glied a, das letzte Glied 
u und der Exponent e gegeben, so erhält 
man aus Gleichung 1 : 

(n - l) löge = log u -loja 
log u- log a 

worans » = -fl (3) 

Ist e < I, so schreibt man 


In folgender Reihe: 

1 • i • 1 • 1 ■ A ’ s'i • A • ti» • iJs • sfz 
ist das lOte Glied nach Formel 1. 
u = (1)’ • 1 = slj 

Die Summe der ersten 10 Glieder nach 
Formel 4 


„_l-(ir l-l-sfr 1023 , I 


4. In jeder Reihe kann die Anzahl der 
Glieder bis ins Unendliche fortgesetzt 
werden. Bei jeder steigenden Reine ist 
das letzte Glied <= grofs und die Summe 
ist X grofs. Bei einer fallenden Reihe 
ist das letzte Glied = Null zu setzen. 

In der obigen Reibe 

1-k-äi 

hat man sodann nach Formel 4 

c_ 

s--jzY--rzi -2 


5. Die Einschaltung won Gliedern s. 
den Art Einschalten No. 12. 

Geometrischer Rlib ist die genaue Z«ch- 
nung eines Ge^nstandes nach seinen 
Dimensionen, wie et sich der Anschau- 
ung gemäfs auf einer Ebene als Bild 
darstellen würde, in der Regel in rer- 
jüngtem Maalsstabe. 

Geometrischer Schritt ein selten zur 
.\nwenduug kommendes Maafs von 5Fufs. 

Geometrisches TerhUtnllb zwischen 
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zwei Zahlen ist die Angabe das Wieviel- 
fache die eine Zahl Ton der anderen ist, 
während arithmetisches V. die Angabe 
ist um wie viel Einheiten die eine grö- 
fser oder kleiner ist als die andere. 

fieordnst ist was einer Ordnnng ge- 
mäfs dargestellt ist. 

Geordnet sind in Combinationeii die 
Elemente, wenn sie der Ordnung des 
Alphabets gemäis anfgestellt werden. Bei 
den gegebenen 5 Elementen a, h, c, d, t 
sind (Ge möglichen Combinationen der 
4ten Klasse 

abcd, abet, abde, bede 
geordnet. 

aebd, bcea n. s. w. sind ungeordnete Ele- 
mente. 

Folgende Permntationen sind geordnet, 
aäc, orä, bac, bca, C(i6, eba 

In einer anderen Reihenfolge würden 
sie nicht geordnet sein. 

Folgende Variationen sind geordnet: 
aaa, aab, abo, abb; baa, bab, bba, bbb 

In einer anderen Folge sind sie un- 
geordnet. 

Geordnete Gleichungen, s. u. Alge- 
braische Gleichungen, No. 4, pag.48. 

Geogtntlk, s. u. Angewandte Mathe- 
matik, pag. 72. 

Gerade bat in der Mathematik vielerlei 
Bedeutungen, s. d. folgenden Artikel und 
die zu gerade gehörenden Hauptwörter. 

Gerade Anfsteigang and Abstelgang, 

s. n. Aufsteigung und Absteigung eines 
Gestirns, pag. 180. 

Gerader Kegel ist ein Kegel, dessen 
Axe auf der Grundebene winkelrecht steht. 

Gerade Linie kann man eigentlich nicht 
anders erklären, als: sie ist eine Linie, 
welche gerade ist. 

Enklid sagt in seiner 2ten Erklärung: 
Eine Linie ist eine Länge ohne Breite, 
und in der 4ten; Eine gerade Linie ist, 
welche zwischen den in ihr befindlichen 
Punkten auf einerlei Art liegt. Diese 
Erklärung palst aber auch auf die Kreis- 
linie: Es wird auch die gerade Linie er- 
klärt, dafs sie mit ihrem kleinsten Theil 
anz gegeben ist ; aber auch dies findet 
ei jeder Kreislinie statt. Man stellt in 
Lehrbüchern als Grundsatz auf: Zwischen 
2 Punkten Ist nur eine gerade Linie 
möglich und nicht eine zweite. Uie.sen 
Grundsatz kann man zu einer Erklärung 
nmformen und sagen; Eine gerade Linie 
ist diejenige Linie, weiche zwischen zweien 


Punkten nnr einmal vorhanden ist; 
allein diese Erklärung wäre offenbar zn 
abstract. 

Als Sacherklärung kann folgende gel- 
ten ; Eine gerade L. ist die einzige Linie 
welche, wenn man .sie zwischen zweien 
ihrer Punkte um sich selbst dreht keinen 
geschlossenen Kaum beschreibt, sondern 
dieselbe Linie bleibt. Alsdann wäre hier- 
mit zugleich naebgewiesen, dafs zwischen 
zwei Punkten nur eine einzige gerade 
Linie möglich ist. 

Der Einfachheit einer geraden Linie 
wegen ist cs auch keine Aufgabe; eine 
g. L. zu zeichnen; nach Enklid schon 
ist es nur eine Forderung, so wie die 
zweite Forderung hei ihm, eine begrenzte 
gerade Linie stetig gerade zu verlängern. 

Gerades Farallelogranui ist ein P., 

bei welchem die Seiten gegenseitig ein- 
ander normal sind. 

Gerades Faralleleplpedam und gerades 
Frisma ist ein solcnes P., bei welchem 
die Seitenkanten auf der Grundebene nor- 
mal stehen. 

Gerade Zahl ist eine Zahl, welche durch 
2 ohne Re.st tbeilbar ist; doppelt ge- 
rade oder goradgerade wurde früher 
eine Z. genannt, die durch 4 ohne Best 
theilbar ist; so wie nngoradge rade, 
die durch 4 dividirt den Rest 2 läfst. 

Geradlinig heifsen Figuren , die von 
geraden Linien begrenzt worden. 

GesammtdllTerenilal oder TotaldllTe- 
reulal im Gegensatz zn Theil- oder 
Partialdifferenzial einer Function, 
s. Differenzial No. 45, pag 273. 

Geschoben oder verschoben nennt man 
bisweilen Vierecke mit schiefen -Winkeln 
also die Rhomben und die Rhombolde. 

GeSChvindlgkelt ist der in irgend einer 
Zeiteinheit ziirückgclegte Weg. Weg ist 
die Länge, um welche ein Punkt oder 
eine Masse sich fortbewegt; G. findet also 
nur .statt wo Bewegung ist. Die Zeit- 
einheit wählt man der Natur der Bewe- 
gung angemessen; Man hat G. in einer 
Seciinde, in einer Minute, in einer Stunde, 
in 24 .Stunden oder einem Ta^, in einem 
Jahre, in 100 Jahren. Den Weg drückt 
inan in Längeneinheiten aus: in Linien, 
Zellen, Fiifsen, Schritten, Ruthen, Metern, 
Knoten, Toi.sen , Meilen. Das Licht hat 
die G. von cc. 42000 geogr. Meilen in 
einer Sccunde; von einem Eisonbahn- 
Personenzug sagt man, er habe eine G. 
von 6 prenfs. Meilen in einer Stunde. 

Hoi gleichförmiger Bewegung eines 
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Pankts bleibt die Q. immer dieselbe. So 
s. 6. bewegt sich die Erde nm ihre Axe 
in einer constanten Zeit Ton 24 Stunden, 
jeder Punkt des Aequators hat also eine 
constantc G. von 6400 gengr Heilen in 
24 Stunden. Bei ungleichförmiger Be- 
wegung ist die G. in jedem Augenblick 
der Bewegung eine andere: Beim freien 
Fall eines Körpers ist die G. im ersten 
Augenblick des Falles, die A nfangsge • 
schwindigkeit = Null; sie wächst mit 
jedem folgenden Augenblick und die End- 
geschwindigkeit ist am grüfsten. Bei 
Wnrfbewegungen ist die Anfangsgeschwin- 
digkeit am grofsten, die Endgeschwindig- 
keit am genngsten ; beim senkrecht auf- 
wärts gerichteten Warf wird die Endge- 
schwindigkeit = Null und zugleich zur 
Anfangsgeschwindigkeit für den nun er- 
fo^enden senkrecht abwärts gerichteten 


einer24p(Sndigen Kanonen- 
kngel nach demselben 
höästens 2300par. Fnfs 2380pr.Furs 
des Schalls in der Lnll 337 j 

Meter sind 1074 , , 

in Silber 3037 Htr. . . 9677 , , 

in Hessing 3610 Mir. . . 11600 . . 

in Kupfer 4060 Htr. . . 12900 , . 

in Hölzern 6000 bis 6000 
Htr. . . 16900 bis 19100 , . 

eines langsamen Fnfsgän- 
gers 1 Heile in einer 

Stunde 3ä , . 

eines raschen Fulsgängers 

^ Heile in einer Stunde 6] , , 
die prenlsische Fahrpost 1 
Heile in 60 Minuten . . 3 , , 

TonNnromerstein zuNum- 
merstein = 20° in 30 Sec. 
die prenfsische Schnellpost 

1 Meile in 40 Hin. . . 10 . . 


Bei stetig beschleunigter und Terzü- 
erter Bewegung wird unter Geschwin- 
igkeit ein Weg rerstanden , der nicht 
si^tbar ist und der nnr berechnet wer- 
den kann. S. darüber den Art.: ,At- 
woods Fallmascbine*, Bd. I., pag. 
172 rechts; ,Ein drittes Gesetz“ u. s. w.; 
den Art. .Bewegung, gleichförmig 
beschleunigte,* pag. 362; den Art. 
.Bewegung, ungleichförmig zer- 
änderliche^, pag. 366. 

Unter zirtneller Geschwindigkeit 
zersteht man die G., welche aus einer 
Bewegung in Folge einwirkender Kräfte 
herzorgehen würde, wenn nicht andere 
diesen Kräften entgegengesetzt wirkende 
Kräfte die Bewegung hinderten. 

Hier folgen die Angaben einiger Ge- 
schwindigkeiten in prenfs. Fufsen per 
Secnnde. 


eine Chansseestein-Num- 
mer = 20° in 24 Sec. 
die prenfsische Courierpost 

1 Heile in 30 Min. . . 13}.. 

1 Chausseesteinnummer 
= 20° in 18 Sec. 


1 Schnellsegelschiff . . . Uf. . 
1 Dampfschiff 3 Heilen in 

1 Stnnde 20 , . 

Güterzng mit Personenbe- 
förderung in einer Stunde 

4} Meilen 31^.. 

1 Steinnnmmer 20° in 
Sec. 

Personenzng in 1 Stnnde 

6 Heilen 40 . . 

1 Steinnummer 20° in 
6 Sec. 

Konrierzng 1 Stunde 10 

Heilen 66] . . 

1 Steinnummer 20° in 


Die Geschwindigkeit 
der schnellsten Strome höch- 
stens 13 pr.FuCs 

des mäfsigen Windes. . . 10 , . 

des Sturms über 60 . . 

des Orkans höchstens . . 120 . . 

ein mit kräftiger Hand ge- 
worfener Stein .... 60 , , 

der Bleikugel ]" Dnr^mes- 
ser ans einer WindRchse 
4’ langem Lauf mit 100 
fach comprimirter Luft 
nach Gehler höchstens 664 
par. Fuls sind .... 677 . . 

derselben aus einem Hilitair- 
gewehr nach Gehler 1167 

par. Fufs 1208 . , 

einer Büchsenkngel nach dem- 
selben höchstens 1600 par. 

Fnfs 1660 , . 


3,6 Sec. 

die Erdoberfläche bei Dre- 
hung nm ihre Axe' im 
Aequator 123,136° . . 1477,6 . , 

der Erde in der Ekliptik im Mittel s. Erde, 
des Lichts nach Delambre 41935 geogr. Hl. 

nach Struze 41646 . , 

SeieUichaftireehnnng. Diese besteht 
in der allgemeinen Aufgabe; »Gröfsen 
z, y, X, IS... zu finden, deren Summe 
einer gegebenen Zahl S = ist und die 
unter einander in gegebenen geometri- 
schen Verhältnissen stehen. 

1. Der einfachste Fall ist, wenn die 
Verhältnifszahlen eine fortlaufende geo- 
metrische Proportion bilden. Z. B. (Meier 
Hirsch, pag. 166, No. 16). 

Eine Zahl a in 3 solche Theile zu zer- 
legen, dafs der zweite mmal und dar 


Digitized by Google 


GeMllschaftsrechnuDg. 154 


Gesellscbaftsrechnung. 


dritte itmal so gTofs sei als der erste. 
Welche Theile sind es? Die Aufgabe be- 
sagt also, es sollen 3 Zahlen s, y, x ge- 
funden werden, deren Summe = a ist 
und die unter einander in dem Verhält- 
nifs = 1 ; m ; n stehen. 

Wenn » : j ■. x = 1 : m : n 
so hat man nach dem Art. .Geometri- 
sche Proportionen* No. 9 

s!j-(-y-b*=l:l-im-fn 
oder s : fl = 1 : 1 -b ** -I- « 

Eben so y. o = m:l-|-tn-t-« 

X ia — ni \ -bm-b« 

mithin ist 

a ma _ na 

1+m-bn’ -bm-bn’ ^ I-bm-b» 

Einen Zahlenfall gibt üeier Hirsch, 
pag. 166, No. 19: 

llTOTbaler sollen unter 3 Personen 
. 4 , B, C nach Verhältnifs ihres Alters 
vertheilt werden. Nun ist B um den 
dritten Theil älter, C aber doppelt so 
alt als A. Wieviel erhält jeder? 

Die gegebene fortlanmnde Propor- 
tion ist 

. /4:ß:C=l:li:2 


woraus A erhält — 5< 1 1”0 Thlt. = 270Thlr 

B üx 1170 Thlr. = 360 Thlr. 

44 

c i-x 1170Thlr. = 540Thlr. 

<4 

Summa inoThlr. 

2. Wenn die ZahlenTerhältnisse in fort- 
laufender Proportion nicht gegeben wer- 
den, so sind dieselben in eine solche su- 
Tor zu verwandeln, (s. .geometrische Pro- 
portionen*, No. 10). 

Meier Hirsch, pag. 166, No. 22 gibt fol- 
gendes Schema: 

Eine Zahl a in 3 solche Theile zu zer- 
legen, dafs der erste Theil (s) sich znin 
zweiten (^} wie m : n und der zweite Theil 
snm dritten (x) wie p : y verhalte. Diese 
Theile sind? 

Die gegebenen Proportionen sind 

3 ! y= m ; H 

y:x = p:y 

das erste Verhältnifs mit p, das zweite 
mit I» multiplicirt ergibt 

i:y.x = mp-.np:ny 


A: 


also 

»: 

mp-. 

! , , 

B: 

} 1170=14: 44 


y- 

a = np: 

1 mp + np + ng 

C; 

) 2 = 1 


t: 

1 ny. 

) 



!*P_. 





i 

^ - * tt y 

mp + np + 

’ mp + np + 

«9* 

’ mp + np + Kg 


Ein Zahlenbeispiel gibt Meier Hirsch, 
pag. 166, No. 21 ; 

Eine Schnldenmasse von 21000 Thlr. 
soll unter 4 Gläubiger A, B, t', D nach 
Verhältnifs ihrer I^rderungen vertheilt 
werden. Nun verhält sich die Forferung 
des A zu der des B wie 2:3, die For- 
derung des B zu der des C vrie 4:5 und 
die Forderung des C zu der des D wie 
6 : 7. Wie viel erhält demnach Jeder 
Gläubiger ? 

Die gegebenen Proportionen fortlau- 
fend zu machen ist 

AsB = 2-.3= 8:12= 16:24 
«:C = 4:5 = 12:15 = 24:30 
T: fl = 6:7= 6: 7 = 30:35 


Man hat also 


]21000Thlr. = 24 

35:1 


>4 erhält i®-x 21000 Thlr. 
105 


(16 + 24 -b 30 -b35 
= 106) 


: 3200 Thlr. 


B erhält ^ x 21000 Thlr. = 4800 Thlr. 
105 

»JA 

C , ^ + 21000 Thlr. = 6000 Thlr. 

fl , 11 X 21000 Thlr. = 7000 Thlr. 

• 1 Ai; 


Summa 21000 Thlr. 

3. Die gegebenen Verhältnifszahlen 
können auch gemischte sein. 

Beispiel. (Meier Hirsch, pag. 168, 
No. 33). 

Eine Wittwe sol^ach dem Testament 
ihres verstorhenen nhemannes mit ihren 
2 Söhnen und 3 Töchtern eine Summe 
von 7500 Thlr. thoilen, und zwar soll 
jeder Sohn doppelt so viel bekommen 
wie jede Tochter, sie seihst aber gerade 
so viel wie ihre Kinder zusammengenom- 
men und noch überdies 500 Thlr. Wie 
viel wird die Wittwe und jedes ihrer 
Kinder bekommen? 

Nennt man den Antheil der Tochter 
T, so sind die Verhältnisse: 
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3 Töchter erhalten 3 T 

3 Söhne „ 4 T 

die Wittwe _ 7 T + _^ 

die Summe ist 14 T + 500Thlr. 

= 7600 Thlr. 

14 r = 7000 Thlr. 

Hiernach bekommt jede Tochter 500 
Thlr., jeder Sohn 1000 Thlr. und die Mut- 
ter 4000 Thlr. 

Geietz ist die Art und Weise des in- 
neren Zusammenha^es der Elemente 
oder der einzelnen TTieile mit der Be- 
schafTenheit oder der Natur des Uanzen. 

Die Entwickelnng einer Reihe geschieht 
mit Beobachtung des Oesetzes, nach wel- 
chem die Glieder für die Darstellui^ der 
Reihe fortschreiten müssen. Dies Gesetz^ 
bestimmt dann die Regel oder die Vor- 
schrift des Verfahrens dabei. 

Jeder Lehrsatz in der Geometrie ist 
das Gesetz für die Beschaffenheit einer 
geometrischen Grübe, als deren Zusamt 
menhang mit ihren einzelnen Theilen 
Z. B. der Satz, dafs die Inhalte der Drei- 
ecke und Parallelogramme von gleichen 
Grundlinien und Höhen wie 1 : 3 sich 
verhalten. 

ln den dynamischen ‘ Wissenschaften 
kommen nocn die Kraft und die Zeit 
als Elemente hinzu, und jede Art des 
Zusammenwirkens von Kräfte in Zeit 
und Raum ergibt ein Gesetz, nach wel- 
chen dieselbe als Erscheinung sich äulsert. 

Die Gesetze des freien Falls sind die 
summarischen Ergebnisse aus der .Attrac- 
tion der Erdkugel, der Entfernung des 
frei im Raum befindlichen Körpers von 
derselben und der Zeitdauer, innerhalb 
welcher die Attraction auf den freien 
Körper ohne Unterstützung im Raum 
einwirkt. 

SMlchtMXe, s. V. w. Augeoase. 

Gesichtsfeld ist der Raum, den man 
entweder mit blobem Auge oder mit 
einem Fernrohr auf einmal übersehen 
kann. 

Gesichtskreis, s v. w. Horizont, s. 
..Astronomischer Horizont“. 

Gestalt eines Körpers (Kryst) Diese 
ist regelniäfsig, wenn sie durch die 
Form und die gegenseitige Lage der Be- 

f renzungsflächen mathematisch bestimni- 
ar ist, sonst unregelmäfsig. 

Gestirn ist der allgemeine Name für 
jeden Himmelskörper, für Fixsterne, Pla- 
neten, Trabanten nnd Kometen. Deren 
scheinbare Bahnen unter dem Asqnator, 


den Polen nnd den zwischen diesen lie- 
genden Punkten der Erdoberfläche, des- 
gleichen deren geometrische Construction, 
s. n. .Aufgang nnd Untergang der Ge- 
stirne“, Bd. L, pag. 174 mit Fig. 108 
bis 111. 

Die Bewegung der Gestirne ist 1. die 
gemeine oder tägliche Bewegung 
derselben, nämlich die Erscheinung ihres 
täglichen Auf- und Untergangs und des 
sicotbareu Bogens, den sie über dem Ho- 
rizont am Himmel beschreiben. 3. die 
eigene oder besondere Beweg'ung, 
die sie auberdem noch machen, indem 
sie zu derselben Zeit an verschiedenen 
Tagen an verschiedenen Orten des Him- 
mels sich befinden, eine Bewegung welche 
allen Planeten, Monden und Kometen 
ei^n ist. 

Dafs diese Fixsterne täglich 3 Minuten 
50 Secunden von Ost nach West vor- 
rücken ist eine scheinbare eigene Bewe- 
gung; die Ursacb davon ist die eigene 
Bewegung der Sonne, nach welcher sie 
täglich von AVest nach Ost um 3' 56" 
zurück bleibt. Die Fix.steme haben nur 
gemeine Bewegung. 


Gestrichelt« Bnehstahen. Buchstaben, 
welche mathematische Grüben bezeich- 
nen , werden der leichteren Uebersicht 
wegen gestrichelt, wenn sie Grüben der- 
selben Art, von demselben Zusammen- 
hänge mit anderen Grüben oder von dem- 
selben Gesetz bezeichnen sollen. In Fig. 
224, Bd. I., pag. 352 sind die waagerech- 
ten Linien, welche als Längen die Ge- 
schwindigkeiten ausdrücken sollen, mit 
tut', 55’, dd' ... bezeichnet, weil diese 
Längen einerlei Zusammenhang haben, 
weil sie daher, ohne dafs man nüthig hat 
auf die Figur zu sehen, also schneller 
sich niederschreiben lassen und beim 
Lesen schneller verstanden worden. 

Meier Hirsch hat pag. 222, No. 69 fol- 
gende Aufgabe; Es sollen 3 Zahlen ans 
folgenden Angaben bestimmt werden; 
Wenn die erste zum mfachen der übrigen 
addirt wird, so ist die Summe = a ; wird 
die zweite zum m'fachen der übrigen ad- 
dirt, so ist die Summe = a', wird aber 
die dritte zum iii''facben der übrigen ad- 
dirt, so ist die Summe a". Welche Zah- 
len sind es? i 

Der erste Ansatz ist; 

X -f my -f mj = d 
y -f- m'x -b m's = a' 
s + m"x -f m"y = o" 

Die änfserst bequeme Bezeichnung läfst 
es in, dafs man die 3 GleichonMn an- 
setzen kann, nachdem man die Aufgabe 
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nur einmal durchgelesen hat, was bei 
Gebrauch verschiedener Buchstaben nicht 
gut möglich «äre. Auch das Calcül wird 
dahin erleichtert, dafs keine Schreibfehler 
Vorkommen können und das Resultat ist 
von den Formen, dafs man über dessen 
Richtigkeit kein S!wei(el haben kann. 
Es ist, wenn 



gesetzt wird 


1 

( mB 

m — 1 ^ 

U - 1 

1 

/ m’B 

m’-l 

U - 1 

- 1 

(m"B 

m"- 1 ' 

[ a -1 
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CcviertschelB, s. u. ,Aspecten“, 
No. 3, Bd. 1 , pag. 131. 

Gewicht eines Körpers ist die Aeufse- 
riing der Gröfse eines Drucks, den er ru- 
hend auf seiner Unterlage ansübt; die 
Gröfse seines Druckes, sein Gewicht 
wird durch Einheiten, Gewichtsein- 
heiten gemessen, nämlich durch Ge- 
wichte allgemein bekannter unveränder- 
licher Stotte von bestimmtem Raumin- 
halt und den vervielfältigten Exempla- 
ren von Körpern anderen Stoffs, welche 
drückend mit derselben Gewicht-seinheit 
sich änfsorn. 

In dem Art. Attraction, No. 9, Bd.I., 
pag. 169 ist auseinandergesetst, dafs die 
Anziehung unsres Erdkörpers, deren Sitz 
in dem Erdmittelpunkt zu denken ist, 
anf jedes Massenelement eine gleich gröfse 
Kraft äolsert, dalä also jedes Massenole- 
ment mit gleichem Bestreben dom Mit- 
telpunkt der Erde sich nähern will. Dies 
Bestreben eines auf der Erdoberfläche 
frei befindlichen Elements äuCsort .sich 
durch Fall, das eines ruhenden ElemenU 
durch Druck. 

Eine so grolse Anzahl der Elemente 
in einem Körper angehänft ist, so viele 

§ laich gröfse Bestrebungen sind vorhan- 
en, die Bewegung nach dem Erdmittel - 

S ankt zu beginnen , so grofs ist also auch 
ie Anzahl der Elementar- Druckkräfte, 
die in dem Körper angehäuft sind. 

Massenelemonte wissen wir nicht ein- 
zeln zn unterscheiden, haben also auch 
keine Konntnifs von ileren Anzahl in 
einem Körper. Ferner sind der Atomen- 
lehre nach die Massenelemente oder 
Atome von verschiedenem Gewicht, wel- 


ches wir wieder nicht kennen (s. die Art. : 
Atom, Atomgewicht, Atomvolnm). So 
wichtig die Untersnehung über diesen 
Gegenstand auch ist>, so liegt in dem 
Toniegendeo Fall nicht daran, diese Ein- 
zelheiten zu wissen, sondern nur daran, 
die summarischen Druckwirkungen sämmt- 
lichcr in einem Körper vereinigten Atpme, 
d. h. das Gewicht des Körpers zn erfah- 
ren, indem dies mit dem bekannten Ge- 
wicht eines bestimmten Körpers vergli- 
chen, oder in dem es als ein VielfacMs 
einer Gewichtseinheit angegeben wird. 

Nun ist aus dem Obigen klar, dafs die 
Gewichte zweier Körper desselben Stoffs 
sich nothwendm verhalten müssen, wie 
die in beiden Körpern befindlichen Maa- 
senelemente, und wenn die Körper von 
verschiedenen Stofien sind, wie die Pro- 
ducte aus der Anzahl der Atome mal 
dem Atomgewicht. Sieht man von die- 
sem letzten Umstand ab, der hier eben- 
falls ohne alle Bedeutung ist, so wird 
mit dem Vorhältuifs der Gewichte zu- 
gleich das Verhältnifs der Massen zweier 
oder mehrerer Körper gegeben, und man 
setzt in den dynamischen Wissenschaf- 
ten deshalb auch Gewicht ~ Masse. 

3. Die Gewichtseinheit kann der 
obigen Erklärung au Folge nur aus einem 
Stoff hervorgehen , der auf das Genaueste 
cubisch zn messen ist; der geeignetste 
Stoff ist also ein unelastischer tropfbar 
flüssiger Vörper, der möglichst überall 
in unverfälschter Reinheit zu haben ist, 
folglich das destillirte Wasser, in- 
dem Weingeist, Quecksilber n. s. w. erst 
durch mühsame Arbeiten rein zu erhal- 
ten sind. Die nothwendige Genauigkeit 
erfordert auch, dafs die Temperatur fest- 
gestellt wird, und endlich ist ein enbi- 
sches Maafs für den Stoff festznstellen. 

Da nun das enbisebo Maafs unmittel- 
bar mit dem Längenmaafs im Zusam- 
menhang steht, fast jedes Land aber an- 
dere f.ängenmaafse bat, so gibt es auch 
eben so viele verschiedene Gewichtsein- 
heiten, z. B. Pfunde als es Fufse gibt. 

So z. B. war das ehemalige Pren- 
fsische Pfund = dem C6ten Tbeil des 
Gewichts eines preufsiseben Kubikfhfs 
destillirten Wassers bei Iä°Reaumur. 

Die neapler Libbra ist — dem Ge- 
wicht von 3ü Kubik-Once destill. Wassers 
unter 0,76 Meter Barometerdruck bei 
12,93° Reaumnr 

Das russische Pfund von 9316 Doli 
wird bestimmt, dafs der russische (eng- 
lische) Kubikzoll destillirtes Wasser bei 
63° Fahrenheit (Normaltemperatur für das 
englische Längenmaafs) im luftleeren 
Raum 368,361 Doli wiegt. 
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Das eoglische ImperialTroj-Pound 
TOD 5760 Troy-Grän hat zar Bestimmung, 
dafs 1 englischer Kubikzoll destillirtes 
Wasser bei 30 engl. Zoll Barometerstaiid 
und 62“ Fahrenheit 252,458 Troy-Grän 
wiegt. 

Das französische Normnlgewicht ist das 
Grammengewicht-, die Gramme hat 
das Gewicht eines Kiibik - Centimeters 
deetillirten Wassers bei 3,5° Reaiimur. 

Dieses letzte Gramiuengewicht hat die 
gröfste Verbreitung erhalten und man 
rechnet danach Jetzt in Preiifsen , dem 
ganzen Zollverein, in Dänemark, in der 
Schweiz, in den Niederlanden, in Belgien 
h. s. w. Das Pfund in diesen Ländern 
ist = dem halben Kilogramm = 500 Gramme, 
in den Niederlanden ist das Pfund (Pond) 
und in Belgien die Livre = dem Kilo- 
gramm = 1000 Gramme. 

3. Es ist bekanntlich von grofser Wich- 
tigkeit zu wissen, welches Gewicht ein 
aus einem beshmmten Stoff bestehender 
Körper hat, wenn dessen Rauminhalt ge- 

S eben ist; oder welch einen Raum ein 
örper von gegebenem Gewicht einneh- 
men wird, und es ist daher die Aufgabe 
der Wissenschaft gewesen, die Gewichte 
aller im Leben vorkommenden Stoffe für 
eine bestimmte Knbikeinheit zn ermitteln. 

L’m nun diese Angaben von den so 
überaus verschiedenen Uaafs- und Ge- 
wichtseinheiten unabhängig zu machen 
und zeitranbende und unsichere Gewichts- 
reductionen zn vermeiden, bedient sich 
die Wissenschait nicht einer Gewichts- 
einheit, sondern einer Stoffeinheit 
und wiederum die eines üherall in un- 
verfälschter Beschaffenheit aufzuündenden 
Stoffs, nämlich des destillirten Was- 
sers bei einer bestimmten Temperatur, 
von dem das Gewicht der landesüblichen 
Knbikeinheit in der landesüblichen Ge- 
wichtseinheit überall bekannt ist. 

Das Gewicht eines Stoffs in Beziehung 
auf das Gewicht = 1 des destillirten Was- 
sers als Stoffeinheit heifst das speci- 
fische Gewicht desselben Stoffs; dem 
gegenüber das Gewicht des Stoffs für 
eine Volumeneinheit in Bezug auf eine 
Gewichtseinheit dessen ahsoTutes Ge- 
wicht. Ist für einen Stoff S (Eisen, 
Blei u. s. w.) das specifische Gewicht 
= y ermittelt, und wiegt 1 Kubikfnfs 
destillirtes Wasser p Pfund, so ist das 
absolute Gewicht von 1 Kubikfnia des 
Stoffes S= yp Pfund. 

4. Diese erforderlichen Gewichtsbestim- 
mungen gehören mit zu den wesentlich- 
sten Gründen , dafs die Gewichte des de- 
stillirteo Wusers hei den verschiedenen 


Temperaturen im Vergleich zu dem Was- 
ser l^i 0° C. so überaus genau durch 
vielfache Versuche ermittelt worden sind. 
In dem Art. «Ausdehnung des Was- 
sers“, Bd. 1., pag. 200 n. f. sind die 
Gröfsen der jeder einzelnen Temperatur 
zugehörigen Ausdehnung und Dichtigkeit 
tabellarisch geordnet, die specifischen und 
absoluten Gewichte aber verhalten sich 
genau direct wie die Dichtigkeiten und 
indirect wie die Ausdehnungen. 

In der Tabelle pag. 201 bis 204 ist die 
Dichtigkeit und die Ausdehnung des Was- 
sers bei 0“ C. Tenmeratur mit 1,000... 
zu Grunde gelegt. Bei 20° C. ist 0,998409 
die Dichtigkeit. Wird nun das specifische 
Gewicht des Wassers bei 0° C. = 1 ge- 
setzt , so ist das specifische Gewicht nes 
Wassers bei 20° C. = 0,998409. 

Nach No. 2 wiegt der prenfs. Kubikfufs 
Wasser bei 15° R. 66 alte prenfs. Pfund; 
15° R. sind =18}°C. 

Das Volniiien liei 19° C. ist 
(Tabelle) = 1,001397 

Die Differenz der Volumen 
zwischen 18° und 19° ist 187 
mithin! -187= _ 0,000047 

Gibt Volunieii für 18}° 1,001350 

Es ist mithin das specifische Gew-icht 
des Wassers bei 0° 0. = 1,001350. 

1 Knbikfnfs Wasser bei 0° C. wiegt 
l,f)013ä X 66 = 66,08910 alte preufsi.sche 
Pfund. 

4. Die Ermittelung des specifischen 
Gewichts fester und flüssiger Körper ge- 
schieht durch das Aräometer, das der 
Gase mit Hülfe von geräumigen Ballons. 
Der Art. , Aräometer“, Bd. I., pag. 86, 
gibt von No. 1 bis 6 die Beschreibung 
und Einrichtung des A. zu Bestimmung 
der specifischen Gewichte tropfbar flüs- 
siger Körper; in den folgenden Abschnit- 
ten die Theorie und die practische An- 
wendung desselben: No. 17 betrachtet 
besonders das Alkoholometer, mit 
welchem die Gradigkeit der Alkoholmi- 
schungen gemessen wird und pag. 97 er- 
klärt das Gewichtsaräometer, wel- 
ches von dem vorher beschriebenen Ska- 
lenaräometer darin abweicht, dafs die 
eiutanchende Röhre nnr einen Theil- 
strich hat, dafs unten eine Kugel ange- 
blasen ist, in welche zur Be.schwerung 
Schrot oder (Quecksilber geschüttet wird 
und dafs oberhalb zu Einlegung von Ge- 
wichten eine Schale sich befindet. Soll 
dieses Aräometer zu Bestimmung des 
specifischen Gewichts fester Körper be- 
nutzt werden, so ist noch unterhalb eine 
Schale anzubringen, in welche der za 
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nntersachende Körper behufs des Ein- 
tauchens unter IVusor gelegt werden 
kann, und die zu Terschliefsen sein mnls, 
wenn derselbe leichter als Wasser ist. 

Gesetzt nun man wolle das specifische 
Gewicht eines Körpers untersuchen, so 
legt man den Körper in die obere Schale 
und so viele kleine Gewicbtstücke , in 
Snmma das Gewicht P hinzu, bis das 
Aräometer bis zn dem Theilstrich in dem 
Wasser einsinkt, alsdann nimmt man den 
Körper heraus, legt in dieselbe Schale 
so viele Gewicbtstücke in Summa von 
dem Gewicht p hinzu bis das Aräo- 
meter wieder bis zu demselben Theil- 
strich eingesenkt ist und bat mit diesem 
binzngelegten Gewicht p das absolute 
Gewicht des Körpers. Hiernach nimmt 
man das Gewicht p fort, legt den Kör- 
per in die untere Schale und senkt das 
A. wiederum ins Wasser. Der Körper 
wiegt nun nm so viel weniger als das 
Gewicht des von ihm verdrängten W'as- 
sers, und das Gewicht 7 , welches Jiun 
in die obere Schale gelegt werden mnfs, 
damit das A. bis zu dem Theilstrich ein- 
sinke, ist um so viel grölser. Esist also 
f — p das Gewicht des von dem Kodier 
verdrängten Wassers und dies Gewicht 
verhält sich zu dem Gewicht des Körpers 
wie y - p : p. Es ist mithin das speci- 
fische Gewicht des Körpers = -J--. 

y-p 

Die Ermittelung des specifischon Ge- 
wichts von Flüssigkeiten geschieht durch 
einfaches Eintauchen des Aräometers in 
dieselben, wie dies der Art. ,.\räometer“ 
angiht. 

Den specifischen Gewichten der Gase 
liegt das der atmosphärischen Lnft als 
Einheit zu Grunde. Es wird ein mög- 
lichst geräumiger Ballon von dünner 
Olaswandnng evacuirt, mit dem zu un- 
tersuchenden Gase angefnllt und direct 
gewogen. Wiegt nun der evacuirte Bal- 
ion Q, mit atmosphärischer Duft ange- 
füllt 0-1- p, mit Gas gefüllt 0 + y a» >st 

das specifische Gewicht des Gases. 

P 

Tabell e 

der specifischen Gewichte fester 

K.Ö r p e r. 


Achat ' . • 2,ö90 

Ahornhoiz 0,750 

Alabaster , . . , 2,700 

Alaun 1,7 U 

Alaunerde 1,20—1,740 

Alaunstein, derb 2,671 

, krystall. . . . 2,694 

Albit 9,63-2,630 


AUanit 3,52- 4,000 

Aluminit 1,66—1,705 

Analcim 2,086 

Anatas 2,820 

Andalusit 3,1—3,160 

Anhydrit 2,70 —2,899 

Authophyllit 3,120 

Anthracit 1,4—1,480 

Antimon 6,702 

, blende 4,600 

, glanz 4,600 

„ oxyd .... 5,560—5,778 

, Silber _. . . . 9,440-9,820 

Antimonige Säure .... 6,525 

Apathit 3,128-3,218 

Apfelbaumbolz 0,793 

Apophyllit 2,335 

Arragonit 2,920 

Arsenige Säure . . . 3,698—9,738 

Arsenik 5,760—5,960 

, kies 6,127 

„ nikei 7,650 

, säure 3,39—3,698 

Asbest, biegsamer . . . 0,908—2,444 

, gemeiner . . . 2,050 — 2,800 

Asphalt 1,070—1,160 

Angit 3,23-3,340 

Auripigment (Rauscbgelb) . . 3,480 

Axinit 3,270 

Balsam, peruvianiscber . . 1,150 

Barium " . . 4,000 

Baryt 3,30—4,800 

Basalt 2,722-2,864 

Bausteine durchschn. . . . 2,600 

Benzoe 1,063 — 1,090 

Bergkork 0,680—0,993 

Bergkrystall 2,685—2,880 

Bergmehl 0,360 — 1,372 

Bergtbeer 1,130 

Bernstein 1,066—1,085 

, säure 1,350 

Beryllerde 2,967 

Bildstein 2,810 

Bimsstein 0,914 — 1,647 

Birkenholz vom Stamm 

Bimbaumholz vom Stamm trocken 0,661 

Bitterkalk 2,878 

Bittersalz 1,750 

Bitterspatb 2,926 

Blätterkohle 1,27—1,340 

Blättertellur 7,00—8,910 

Blasenoxyd 1,577 

Blasenstein (menscbl.) . . . 1,700 

Blei, englisches 11,600 

, deutsches. . . 11,352—11,445 
„ cbromsaures . . . • . 5,7—6,000 
„ phospborsaures .... 7,090 

Bleiglanz ........ 7,585 

, bornerz 6,060 

, oiyd, verglastes . . 9,277—9,500 
, spatb 6,460 


nr- 


I 


A lOOglt 
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Bltiüberoxyd ...... 8,908 

, überoxydul . . . 9,096—9,190 

, Titriol 6.309 

, lucker '. 8,395 

Blende 4,070 

Blntkncben 1,186 

Bolus 1,90-2,050 

Boracit 2,566—8,911 

Borax 1,720 

, lfl*s 2,600 

, säure, geschmolzen . . 1,830 

krystallisirt . . 1,479 

Bouruonit 5,790 

Brasilienholz 1,031 

Brannkohle ....... 1,280 

Braunstein 3,69—3,760 

Brogniartin 2,73 — 2,800 

Bronzit 3,201—3,252 

Buchenholz, frisch .... 0,852 

s. Rothb. Weifsb. 

Bnchsbaumholz, franz. ... 0,912 

, holländ. . . 1,028 

, brasil. ■ . . 1,031 

Bnntknpfererr 5,000 

Butter 0,942 

Cacaobutter 0,892 

Calomel i 7,14—7,700 

Campecheholz 0,913 

Campfer 0,986 

Cautchouc 0,9345 

Caranna 1,124 

Cameol 2,620 

Cedernholz, wildes .... 0,596 

, ! aus Palästina . . 0,613 

. indisches. . . . 1,315 

, amerikanisches 0,561 

Cerer (neutr. ’flufssaures) . . 4,700 

Cererit 4,930 

Cerin 0,969 

Chabasie 2,040 

Chalcedon 2,207-2,691 

Chiastolith 2,940 

Chinasäure 1,637 

Chlorcyan 1,320 

Chlorkalium 1,826—3,860 

Chlorkohlenstoff in max. , . 1,5767 

Chrom 5,900 

Cbromeisen 4,362 

Chromoxydul 2,500 

Chrysoberill 3,750 

Chrysolith .3,34 - 3,440 

Cimolit 2,00-2,180 

Citronenholz 0,726 

Citronensäure 1,617 

Cocosbaumbolz 0,726 

CTilestin 3,858 

Coffein 1,230 

Copal 1,069-1,139 

Cordierit 2,580 

Crichtooit 4,000 

Cronstetit 3,348 

Cypressenholz, spanisches , . 0,644 


Dacbschiefer 2,67—3,500 

Datolith ...... 2,85—2,980 

Diamant 3,40—3,530 

Diaspor 3,430 

Disthen 3,545 — 3,676 

Dracheiiblut 1,196 

Dysodil 1,14—1,250 

E^nbolz Ton den Alpen . . 1,050 

, amerikanisches . , 1,3.31 

„ indisches .... 1,209 

, spanisches .... 0,800 

Edingtonit 2,710 

Eibenbaum, holländisch . . . 0,788 

, spanisches . , . 0,807 

Eichenbolzkohle 1,573 

Eicbenkernholz, frisch . . . 1,170 

s. Sommer-Steineichen. 

Eis 0,9268—0,950 

Eisen, gegossen . , . 7,207 — 7,251 
, geschmiedet, brandenb. . 7,600 

, engli^bes 7,790 

, meteorisches . ... 7,6 — 7,830 
, phosphorsanres , . . 2,660 

Eisenchrom 4,498 

„ hammerscblag .... 5,480 

, oxyd, rothes . . 4,93 — 5,240 

, oxydhydrat 3,940 

, oxydul 3,500 

, Sinter 2,2—2,400 

, Vitriol . 1,970 

Eiweifsstoff 1,0408 

Elaterit 0,9-1,230 

Elemi 1,083 

Elfenbein 1,825-1,917 

Epbeuharz 1,294 

Epidot 3,269—3,425 

Episülbit 2.249 

Erde lebmichtl frisch . . 2,060 

und festi trocken . . 1,930 

„ magere, trocken . . . 1,340 

, ». Gartenerde. 

Erdkobalt 2,240 

Erdpech 1,07-1,165 

Erlenholz, Stamm frisch 0,788—0,800 


, , trocken 0,586—0,660 

, Splint trocken 0,485—0,574 

Eschenholz, Stamm trocken . 0,845 


, Zweige , . 0,734 

Enklas 3,090 

Fshlerz 4,79-5,100 

Fahlunit 2,61-2,660 

Federharz, fossiles .... 0,905 

Feldspath 1,841-2,717 

Feldsteine 2,502 

Fergusonit 5,830 

Fernambukholz 1,014 

Fett von Ochsen 0,923 

, , Schweinen .... 0,937 

, , Hammeln .... 0,924 

, , Kälbern 0,934 

Feuerstein 2,594—2,700 
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Fichtenharz . ...... 1,073 

Fichteaholz, frisch . . , . 0,546 

„ trockeu . . 0,370—0,498 
Fliederholz, spanisches ... 0,770 

Fiintglas, engÜMhes . . 3,373—3,442 
„ französisches*. 3,158—3,200 
, Körners .... 3,341 

„ Fraunhofers . . . 3,779 

Flufsspath 3,094- 3,300 

Franklinit 5,090 

Franzosenholz 1,333 

Gadolinit 4,230 

Gahnit 4,23—4,700 

Gallensteinsäure . . . 0,80—1,000 

Galmei 3,380 

Gartenerde fest, frisch ... 2,047 

„ ' „ trocken . . " 1,630 

Gehlenit . 3,020 

Gelberde 2,240 

Glanzerz (Schwefelsilber) . . 7,000 

Glas, grines 2,642 

8. Spiegelglas, Flintglas, Krystallglas 

Glaubersalz 1,470 

Glaukolith 2,900 

Glimmer 2,654—2,934 

Qmelinit ........ 2,050 


Gold, das reinste gegossen 
„ „ „ gehämmert 

„ in Ducaten . . . . 
„ französisches zu 22 Carat 
gegossen 
geschlagen 
„ guineisches . 

, in englischen Guineen 

Granat, gemeiner . 

„ edler . . 
Granatbaum . . 

Granit, ägyptischer 
„ gemeiner . 

Graphit .... 

Griesholz .... 

Grobkohle • • 

Grünspan, destillirter 
Guajakharz . • > 

Gummi, arabisches 
„ gutU . . 

„ lack . 

Qyps, dichter . . 

„ fasriger . 

„ körniger . . 

„ spermberger 


19,258 

19,361 

19,352 


17,486 
17,589 
18,888 
17,629 
3,668—3,757 
3,839-4,230 
. . 1,354 

. . 2,654 

2,538—2,956 
2,24-2,450 
. . 1,200 

1,45—1,600 
1,914 
1,205 
1,452 
1,482 
1,139 
1,872—2,964 
. . 2,300 

2,199 2,310 
2,199-2,266 
gebrannter 1,810 
fnsch gegossen 1,292 
gegossen und 


Helvin 3,100 

Hisingerit 3,040 

Holunderbaum 0,695 

Holz, fossiles .... 0,20—1,380 

Holzkohle 0,28-0,440 

Honigstein 1,58 — 1,660 

Hornblende 2,922 — 3,410 

Hornsilber, chlorsaures . 4,74—5,550 

Hühnereier 1,090 

Hyazinth 4,35—4,680 

Hypersthen 3,390 

Jamesonit 5,560 

Jaspis 2,358 — 2,764 

Idokras 3,08-3,400 

Indigo 0,769 

Jod 4,948 

Jodkalinra 3,070 

Jodsilber 5,614 

Iridium 15,588 — 15,862 

Ittnerit 2,300 

Kadmium, gegossen .... 8,604 

„ gehämmert . . . 8,694 

„ oxyd 8,183 

Käsestoff 1,259 

Kalium 0,865 

Kali, arseniks 2,638 

„ chroms. r 2,612 

„ kohlens 2,600 

., schwefelsaures .... 2,636 

„ talgs 0,820 

Kalihydrat 1,708-2,100 

Kalk, gebrannter 1,274 

„ kieselsaurer . . . 2,76—2,900 

, phosphorsaurer . . . 3,180 

„ salzsaurer ..... 2,210 

Kalkmörtel, frisch .... 1,789 

„ trocken .... 1,638 

Kalkspath 2,714 

Kalkstein, dichter . . . 2,396-2,700 
„ rüdersdorfer . . . 2,396 

„ körniger . . 2,707—2,862 

Kannelkohle 1,21—1,270 

Kaolin 2,210 

Karpolit 2,930 

Kiefernholz Kern, frisch, harzig 0,725 
„ Kern u. Snlint fnsÄ 0,640 
,, Kern trocVen . . 0,625 

„ Kern u.Splinttrockeu 0,625 
Splint trocken 0,400—0,570 
2,660 
2,100 


Kieselerde 
Kieselkupfer 
Kieselmalachit . 
Kieselmangan . 
Kirschbaumholz 
Kleesäure . . 


Gypsspath . . 


Knebelit .' 

3,710 

Harmotom . . 

Knochen von Ochsen . . . 

.1,656 

Harnstoff . . . 


Kobalt, gegossen 

8,710 

9,162 

3,033 

Harz, fossiles . 
8. Fichtenharz 


s ' gestreckt 

„ arseniksaurer . . . 

Haselnnfsholz . 


» glanz 

6,290 

Hauyn . . . 


„ ‘ uberozyd 

5,822 


2,000 
3,50-3,600 
0,715 
1,507 
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Kochsalz 2,12—2,170 Marmor, schwedischer . . . 2,726 

Korallen 2,690 Mastix 1,04—1,074 

Korkholz 0,240 Mastixbaum 0,849 

Korund 3,9—3,970 Mauerstein 2,000 

Kreide 2,252—2,675 Manerwerk mit Kalkmörtel 

, schwarze . . . 2,144—2,210 von rüdersdorfer Bruchsteinen 

, weilse .... 1,797—2,657 frisch 2,461 

Kryolith 2,963 trocken 2,396 

Kupfer, geffossen 8,788 von magdebnrger Sandsteinen 

, gehämmert .... 9,000 frisch 2,123 

> draht 8,878 trocken 2,047 

, japanische 8,434 von Ziegelsteinen 


, erz, rothes . . . 5,7—6,000 frisch . . . 1,554—1,699 

, glanz 6,690 trocken . . . 1,471—1,593 

, kies 4,160 Maulbeerbaum 0,897 

, lasur ...... 3,831 Meerschaum 1,27—1,600 

, glimmer ..... 2,540 Menakan 4,10—4,500 

, oxyd .... 6,09— 6,400 Mergel, erdiger . . . 2,40—2,606 

, Oxydul .... 5,3-6,749 , erhärteter. . . 2,300—2,700 

, phosphorsaures . 3,60—3,800 Mesotyp 2,249 

, schäum 3,090 Messing, gegossen .... 8,396 

, Smaragd . . . 2,10—3,278 , draht 8,544 

, Vitriol .... 2,194— 2,300 Meteorstein 3,55—3,600 

Labrador 2,714 — 2,751 Milchzucker 1,534 

Lambertsnufsholz 0,600 Mispelbaum 0,944 

Laumonit 2,300 Molybdän 7,50—8,600 

Lava 2,795 — 2,823 , glan 4,590 

Lazulith 3,024—3,039 , säure ...... 3,460 

Leberkies 4,630 Monophan 2,150 

Lehm, fetter, frisch .... 1,664 Mühlenstein 2,490 

„ erhärtet 1,516 Myricin 1,000 

, mit Stroh vermischt zum Myrtbenwachs 1,010 

Staken frisch . . . 1,192 Napthalin 1,048 

trocken . . 1,072 Natrium 0,972 

Loucit 2,48—2,500 Natron, weinsteiiisanres . . 1,744 

Lievrit 3,82—3,990 , alaun 1,600 

Limonienbaum 0,703 , hydrat 1,536 

Lindenholz 0,604 Nephelin 2,700 

Lorbeerbaum 0,822 Nephrit 3,020 

Magnesia 2,300 Nickel, gegossen 8,279 

Magneteisenstein 5,090 , gestreckt 8,666 

Blagnetkies 4,400 „ antimonglanz .... 6,450 

Mahagoni 1,063 , überoxyd 4,846 

Malachit 3,670—4,001 Obsidian 2,34—2,390 

Mangan 7,00—8,013 Olivenbaum 0,927 

, glanz 3,950 Olivenit 4,400 

, oxyd 4,328 Onyx 2,638—2,816 

. oxydul 4,720 Opal 1,70—2,114 

, überoxyd. . . . 3,69—3,760 Ophit 2,560 

Marmor, ägyptischer, grüner . 2,668 Opium 1,336 

, bairenther .... 2,840 Opopanax 1,622 

, blankenbnrger . . . 2,675 Orangenbaum 0,705 

, campanischer . . . 2,736 Orthit 3,280 

, cararischer .... 2,717 Osmium 10,000 

, elbingeroder . . . 2,851 Osminm-Iridiumerz . . 17,97—19,250 

, italienischer schwarzer 2,712 Palladium, gegossen . .11,30—11,800 
, _ . weilser . 2,715 . gehämmert . . . 12,148 

, patischer weifser . . 2,838 Pappel, s. Schwarz-, Weifspappel 

, schlesischer. Jaspis - 2,739 Pech 1,150 

> . blauer . 2,711 , weilkes 1,072 

, . grüner . 2,700 Pechblende 6,6—6,600 

. . weifser . 2,648 Pechkohle 1,29—1,350 

in. 11 
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Hechstein 2,210 Sa^nfra»bolz 0,482 

Perlen, orientaUsche .... 2,684 Sauerkloesäure 1,507 

„ gemeine 2,750 Saussürit 3,256—3,343 

Petalit 2,440 Schaumkalk 2,530 

Pflaumeub&um 0,785 Scbeelit 6,760 

PbarinakoUth 2,(^0 Schiefer 2,672 

Phoaphor 1,7 — 1,770 „ thon .... 2,600 — 2,680 

„ eisen ...*... 6,700 Schiefspulver, gehäuft . . . 0,836 ' 

„ kupfer 7,122 „ geschüttelt > . 0,932 

„ säure 2,687 „ gestampft . . 1,745 

Prikro.<nuin 2,59 — 2,660 Sillcrspath 2,691 

Platin, geschmolzen .... 20,856 Schmergel 3,922 

p gehämmert . 21,25 — 21,314 SchrifUellur .5,800 

„ geprägt 21,343 Schwarzgiltigerz .... 5,9—6,260 

„ (Iraht 21,4—21,100 Schwarzpappel, trocken . . . 0,380 

„ er* . . . .16,0-17,7-18,940 Schwefel in Stangen . . 1,92-1,990 

„ .staub, schwarzer . . . 16,680 , gediegen . . 2,07—2,100 

Polyhalit 2,65—2,769 , krystallisirt . . . 2,033 

Pulyiiiignit 4,800 „ blumen 2,086 

Porphyr 2,7 — 2,800 , kies .... 4,60—4,908 

Porzellan, berliner .... 2,293 „ säure, krystallisirtc was- 

„ chinesisches . . . 2,385 serfreio .... 1,970 

„ französisches (Sevres) 2,146 „ wismutb 6,500 

meifsener .... 2,493 Schwerspath .... 4,412—4,679 

« wiener . , . 2,075 — 2,386 Schwimmstein i. . , , 0,405 — 0,797 

Prehnit 2,925 Selen 4,310 

Probirstein 2,415 , blei 7,697 

Pyrodmalith 3,080 Serpentin 2,43—2,669 

Pyrortbit 2.190 Silber, gegos.sen 10,414 

Quarz 2, 652 , gehämmert .... 10,622 

Quecksilber, deutsches . , . 14,000 „ glanz 6,9 — 7,200 

,, englisches . . . 13,693 , hornere .... 5,56— *7,740 

, gefrornes 14.391 — 16,012 , nxyd 7,143—7,260 


„ . « . I1,U— ll,£27U OütMUUII ........ 0,104 

, oxydul .... 11,0T4 .Siuara^ 2,G7S— 2.775 

. euMimat . . 5,13»— 5, 420 Sodalit 2,37—2,490 

(^uittenbauiu 0,705 Souimereicheii, Kern, trocken 

Realgar 3,3-3,600 0,720 0,795 

Retinit 1,07—1,350 „ Kern und Herr, 

Rhodium 11,000 trocken 0,618-0,695 

Rothbiichen, Stamm, trocken , Splint, trocken 0,610 

0,666 — 0,854 , Stamm, frisch 0,848 

, .Splint, trocken 0,600—0,721 , Wurzel, frisch 0,880 

Rothgiltigerz .... 5,42—5,830 , Zweige, frisch 

Rothtannenholz, s. Fichten. 0,698—0,780 

Rubin, Orient 3,990 Speckstein 2,600 

Rutil . 4,240 Speiskohalt 6,460 

Salmiak 1,45—1,600 Spinell 3,48 - 3,640 

Salpeter 1,930 Stahl, geschlagen 7,819 

, feuerbeständiger . . 2,745 , ungeschlagen .... 7,833 

Sand, gemeiner, trocken . . 1,636 , kölnisches 8.215 

, aus Bächen .... 1,900 , Ton engl. Feilen . . . 8,189 

, mit Wasser gesättigt . 1,945 , gegossen (Onfs.stahl) . 7,919 

Saudarach 1,05-1,090 Staiirolith '3,720 

Sandelholz, weifscs .... 1,041 .Steineichen, Stamm, frisch 0,99—1,100 

. rothes .... 1,128 , trocken . . 0,724-0,760 

, gelbes 0.809 , Wurzel, frisch 1,008— 1,200 

Sandstein 1,933—2,699 , Zweige, frisch0,819— 0,832 

, magdebnrger . 1,971 — 2,123 Steinkohle ..... 1,232—1,510 

Saphir, Orient 4,29-4,830 .Steinsalz 2,143—2,412 

, brasilianischer . . . 3,130 Stilbit 2,192—2,213 

Saphirin 3,420 Strablkies 4,69-4,840 
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Strafa 3,5-3,600 

Stroh, xuaammangebandeu 0,053 

, zusammengeprerat . . 0,125 

Strontian 3,4—3,958 

, kohlenaaare.a . 3,67—3,800 

, schwofelsanres . 3,5 3,900 

Strontium 4,0—5,000 

Takamahab 1,046 

Talgatoff 0,986 

Talkerde 2,350 

, phospborsaure . . . 3,130 

Tannenholz, weitsea .... 0,550 

, rothea .... 0,498 

Tantalit von Kimito . . . 7,6—7,900 

Tantalaäure 6,500 

Taxua, a. Eibenbaum 

Tellur 6,115 

, «ismutb 7,820 

Tennantit 4,375 

Tbomaouit 2,370 

Thon 1,80-2,630 

Tbonerde, reine . . . 1,305 — 1,699 

Tbonaebiefer .... 2,76 — 2,880 

Thorerde 9,402 

Titan 5,300 

„ eiaen 4,62—4,890 

. oxyd 3,85—4,240 

Titanit 3,49—3,600 

Topaa 3,49 — 3,560 

Traganth 1,316 

Tripel 1,0—2,200 

Tripban 3,690 

Türkia 2,86-3,000 

Tungateiu 5,9—6,600 

Turmalin 3,0— 3,300 

lUmenbolz vom Stamm, trocken 

0,600 - 0,742 

Uran 9,000 

, glimnier .... 3,12 — 3,300 

Warhholder 0,556 

Wacha, gelbea 0,965 

, weifaes 0,969 

Wacke 2,622-2,893 

.Walkererde 1,5—2,000 

Wallnnrabaum 0,671 

Wallrath 0,942 

Wallrolazahn 1,933 

Wawellit 2,330 

Weidenholz 0,585 

Weihrauch 1,221 

Weinreben 1,327 

W’einateinrahm 1,900 

Weinateinaäure .... 1,596—1,750 
WeUabnehen, Stamm, trocken 

0,755-0,805 

Weifagiltigerz 5,322 

Weilapappel, trocken . 0,529—0,810 

Wernerit 2,720 

Wismutb, gegoaaeu . . 9,822—9,831 

, glanz 6,540 

, Ocker 4,360 

, oxyd ...... 8,449 


Witherit 

2,27—4,436 

Wolfram 

. . 7,600 

, metall . . . 

17,22—17,600 

„ säure . . . . 

. . 6,120 

Wollastonit 

. . 2,805 

Wootz 

. . 7,665 

W'ürfelerz 

. . 2,990 

Yttererde 

. . 4,842 

, phospborsaure . 

. . 4,557 

, srhvefelaaure . 

. . 2,790 

Ziegel, gebrannt . . . 

1,410—2,215 

Zink, gegoasen .... 

. . 7,213 

, gehämmert . . . 

. . 7,861 

. blüthe . . . . 

. . 3,350 

, oxyd 

5,43—5,600 

, s^ath 

. . 4,441 

, Titriol .... 

. . 1,912 

Zinn, eiielisch, gegossen 

. . 7,291 

„ genämmert . . . 

. . 7,799 


6,51—6,960 

, kiea 

. . 4,350 

, oxyd (Zinnatein) . 

6,30 -6,900 

, oxydul . . . . 

. . 6,666 

Zinnober 

. . 8,090 

Zirkon 

. 4,0—4,700 

, erde 

. . 4,300 

Zucker, weifser .... 

. . 1,606 

Zurlit 

. . 3,274 

Tabelle 


der specifiseben Gewichte tropfe 

bar flüasiger Körper. 

Aetheraäuro .... 

. . 1,0150 

Alkohol 

. . 0,7920 

Ameisouäther . . . 

. . 0,9157 

Ameisensäure . . . 

. . 

Ammoniakflüssigkeit . 

. . 0,8750 

Anisöl 

. . 0,9958 

Arsenikäthor . . . 

. . 0,6900 

Arseniksäure, stärkste 

. . 2,5500 

Baldrianul .... 

. . 0,9650 

Benzoeäther .... 

. . 1,0540 

ßergamottül . . . 

. . 0,8855 

Bier 

1,0230—1,0340 

Blau.aänre .... 

. . 0,7050 

Blutwasser .... 

1,0250—1,0310 

Boraxaänre .... 

. . 1,7770 

Bocheckeröl . . . 

. . 0,9225 

Bntteraäure .... 

. . 0,9675 

Butyrin 

. . 0,9080 

Caieputöl 

. . 0,9474 

Catmusöl 

. . 0,9950 

-Caacarillöl .... 

. . 0,9380 

Citronenöl .... 

0,8470-0,8517 

Cbloräther .... 

. . 1,1340 

, araenik . . . 

. . 6,3000 

, cyan .... 

, kohlenstofT io mec 

. . 1 ,3200 

. •. 1,5526 

. pbospbor in min. 

. . . 1,4800 

„ säure .... 

. . . 1,3000 

• C • 

, Schwefel in nun. 

. . . 1,6500 

, . . 1,7000 


11 * 
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Chlorachwefel in max. . . . 1,6280 

, Stickstoff 1,6530 

, sinn 3,2500 

CopaiYabalssin .... 0,95—0,9666 

Cyan, ffüssig 0,9000 

Dslphinöl 0,9178 

, säare 0,9330 

Dillöl 0,8810 

Erdöl 0,75 —0,8400 

Essigätber 0,8660 

. säure 1,0630 

, , concentrirte . . . 1,0791 

Essigsänrehydrat 1,0630 

Fenchelöl 0,9990 

Flnorarsenik 2,7300 

Flnlssänre 1,0609 

Fuselöl 0,8310 

Oalbanumöl 0,9166 

Hanföl 0,9288 

Ham 1,0110 

Honig 1,4500 

Hopfenöl, spanisch .... 0,9465 

Hydriotäther 1 ,9306 

, säure 1,7000 

Kleesäure 1 ,0450 

Kohlenwasserstoff 0,6270 

Kiausemünxöl 0,9696 

Kümmelöl 0,9598 

, römisches . , . 0,9450 

Kuhsäure 0,9100 

LaTendelöl 0,9480 

I;.ebertbran 0,9450 

Leinöl 0,9395 

Mandelöl 0,9300 

MelUsenöl 0,9750 

Milch 1,030—1,0410 

Mohnöl 0,9243 

Mohrrübenöl 0,8860 

Muskatblütbenöl 0,9538 

, nuböl 0,9480 

Naphta, ameisensaure . . . 0,9157 

Nelkenöl 1,0660 

NuCsöl 0,9260 

Oelsäure 0,8980 

. Stoff 0,9130 

, süfs 1,2700 

Oel des ölbildenden Gases . 1,2200 

Perubalsam 1,1400 

Petersilienöl 1,0150 

Petroleum 0,836-0,7580 

Pfeffermnnzöl 0,9560 

Pflaumenkernöl 0,9137 

Pommeranzenblnthenöl . , . 0,9086 

, schalenöl . . . 0,8880 

Rainfarmöl 0,9315 

Rantenöl 0,9110 

Repsöl 0,9136 

Ricinnsöl 0,9699 

Rosenöl 0,8330 

Rosmarinöl 0|9100 

Rnböl 0,9138 

Sadebaumöl 0,9155 


Salbelöl 0,8640 

Salpeteräther 0,8860 

, napbta 0,8000 

, säure . . . 1,5130—1,5540 

Salpetrige Säure 1,4510 

Salsätber, leichter .... 0,8740 

. säure 1,2109—1,2780 

Sassafrasöl 1 ,0940 

Sauerkleeätber 0,7155 

Schaafgarbenöl 0,8530 

Schweleläther 0,7155 

, bläusäure 1,0220 

, koblenstoff .... 1,2720 

, säure (Vitriolöl) . . 1,8450 

„ , Nordhäuser . . 1,8600 

, Wasserstoff, flüssig . 0,9000 

Seewasser 1,0286 

„ im todten Meer . . 1,2123 

Selensänre 2,5240 

Senföl 1,0380 

Spiköl 0,8770 

Steinkohlentheeröl .... 0,7700 

, öl 0,836-0,7530 

Terpenthinöl .... 0,7920—0,8910 

Thran 0,9270 

Tymianöl 0,9050 

l'nterschwefelsäure .... 1,3470 

Wachholderöl 0,9350 

Wasser 1,0000 

Wasserstoffüberoxyd .... 1,4520 

Wein, Bordeaux 0,9940 

, Burgund 0,9920 

, Canarien 1,0330 

, Capwein' 1,0210 

. Champagner .... 0,9620 

, französischer, weifser . 1,0200 

, Madeira 1,0380 

, Malaga 1,0150 

, Portwein 0,9970 

, Rheinwein . . 0,9925—1,0020 

Weinöl, schweres 1,1330 

, leichtes . . 0,9174 — 0,9210 

Weinsteinöl 1,5400 

Wermutböl 0,9725 

Wurmsaamenöl 0,9258 

Ziegensäure 0,9320 

Zimmtöl 1,0740 


Tabelle 

der specifischen Gewichte Ton 
Gasen. Das der atmosphärischen 
Luft als Einheit genommen. 

Ammoniakgas 0,5912 

Arsenikwassentoffgas 0,539 (und 2,695 7) 

Atmosphärische Luft . . . 1,0000 

Chlorgas 2,4700 

, kohlenoxydgas .... 2,4378 

, oxydgas 2,7000 

, oxydulga 2,4090 

CUorbor^s 2,4316 

Chlorcyangas 3,1330 

Cyangas 1,8064 
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FInorborgu 3,3709 

Fluorphosphor 5,9390 

FInorsiliciumgss 3,5736 

Hydriotsanres Gas . . 4,4288—4,3700 

Jodsäuregas 4,4193 

Kohlenoxydgas 0,9727 

, saures Gas .... 1,5240 

, «assersto^as .... 0,5590 

Kohlenwasserstofi^s, ülbildendes 0,9784 
Phosphorwasserstoffgas in min. 

des Ph 0,9022—1,7610 

Pbosphorwasserstoffgas in max. 
des Ph. . . 0,9700, 1,214, 1,2500 

Salzsaures Gas 1,2474 

Sauerstoffgas 1,1026 

Scbwefelwassorstoffgas . , . 1,1912 

Scbwefligsaures Gas .... 2,2470 

Stickstongas 0,9760 

, oxydgas' 1,0393 

. oxydulgas .... 1,5270 

Wasserstoffgas . . . 0,0688—0,0689 


Tabelle 

der specifischen Gewichte von 
Dämpfen, das der atmosphäri- 
schen Loft als Ein heit genommen. 


Alkoholdampf . . . 1,6018—1,6133 

Arsenikdampf 5,1839 

Benzoeätherdampf .... 5,4090 

Bordampf 0,7487 

Bromdampf 5,3934 

Blansäuredampf 0,9476 

Chlorarsenikdampf in min. . 6,3006 

Chlorcvandampf 2,1130 

Chlorpbosphordampf in min. . 4,8750 

Chlorsiliciumdampf .... 5,9390 

Chlortitandampf Ti CD . . . 6,8360 

Chlorzinndampf 8t CD . . . 1,1997 

Cyansänredampf 0,9476 

Essigätherdampf 3,0670 

Ilydriodätherdampf .... 4,8720 

Joddampf .... 8,6195—8,7160 

Naphthadampf von Miano . . 2,8330 

Phosphordampf 2,2052 

Qnecxsilberdampf 6,9760 

Salpeterätherdampf .... 2,6270 

Salpetrigsaurer Dampf . , , 1,4500 

Salzätherdampf 2,2190 

, (schwerer) . . 3,4484 

.Sauerkleeätherdampf . , . 5,0870 

Schwefelätherdampf .... 2,5860 

Schwefelkohlenstoffdampf . . 2,6447 

Schwefelsänredampf .... 2,1204 

Siliciumdampf 1,0197 

Terpenthinöldampf .... 5,0130 

Titandampf 2,1070 

Wasserdampf 0,6200 

Zinndampf 4,0530 

Gewicbtsariometer, s. u. Aräometer, 


Bd. I., pag. 97. 

Gewlchtsverlast ist der Verlust, den 


ein Körper an seinem Gewicht erleidet, 
wenn er in Wasser gesenkt winL Die 
Erklärung davon gibt der Art. Drnek, 
hydrostatischer, Bd. II., pag. 333, 
No. 2 und 3 ; die Ermittelung speciucher 
Gewichte von Körpern mit Hälfe des ge- 
fundenen Gewichtsverlustes derselben Set 
Art. Gewicht, No. 4 Der Art. Ar- 
chimedische Aufgabe, Bd. I., pag. 99 
lehrt, bei gegebenen Mischungen ans 2 
bestimmten Stoffen das Gewicht jedes 
dieser Stoffe mit Hülfe der bekannten 
Gewichtsverluste zu finden. 

fiewSlbe über einen Raum ist dessen 
hohle gekrümmte Decke; die Wände des 
Raums oder einzelne Pfeiler, auf welchen 
das Gewölbe ruht, heilsen seine Wider- 
lager. Je nach der Form der Krüm- 
mung erhält das Gewölbe den speciellen 
Namen, jedoch nicht in geometrischer 
Bezeichnung, sondern im Vergleich mit 
Gegenständen ans dem practiscoen Leben 
mit denen das Gewölbe Aehnlicbkeit hat. 

Ist die Krümmung eine Halbkugeliläehe 
oder eine Calotte, so heilst das Gewölbe 
Kuppel; man bedeckt mit derselben 
kreisfurmige und viereckige Räume. Ist 
die Krümmung der Theil eines Cylinder- 
mantels, so beifst das Gewölbe Tonnen- 
oder Kufengewölbe und wenn die 
Decke nur einen kleinen Theil eines Cy- 
lindermantels ausmacht, Kappenge- 
wölbe. Zwei Tonnen- oder Kappenge- 
wölbe über einen Raum, die sich in schar- 
fen Kanten überschneiden heilst Krenz- 
ewölbe. Werden diese Kanten zu 
mmmen Flächen abgerundet, Mnlden- 
g e w ö I b e. Geschieht der mittlere Schlnfs 
eines Muldengewölbes oder einer Kugel 
durch eine horizontale Ebene, so heust 
das Gewölbe ein Spiegelgewölbe, die 
Ebene selbst der Spiegel. Treffen 2 
halbe Tonnengewölbe in der Mitte des 
überdeckten Raums in einer mit beiden 
Widerlagern parallelen Kante zusammen, 
so heilst das Gewölbe Spitzgewölbe. 
Die unteren sichtbaren krummen Ober- 
flächen der Gewölbe heifsen Wölbun- 
gen. 

Die Gewölbe werden , abgesehen von 
künstlichen Holz- nnd Eisenconstmctio- 
nen, den Bohlendächern und dergleichen, 
aus keilförmigen Bausteinen zusammen- 
gesetzt, der Art, dafs diese Steine eine 
gegenseitige Spannung auf einander aus- 
uben , die sich bis auf die Widerlager 
fortpflanzt, dieselben belastet und in ihnen 
einen festen Halt findet. Es sind also 
diese gegenseitigen Wirkungen zu unter- 
suchen erforderlich, und es soll zuerst 
abgehandelt werden 
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die Statik der Tonnengewölbe, 
l. Dae Tonnengewölbe hat mit dem 
Kappe iigewülbo und dem Spitigewölbe 
einerlei Construction, nur in der Profil- 
form sind sie verschieden nnd sie haben 
sogleich die gemeinschaflliche Kigeuschail, 
dats in jedem Gewölbe alle lothrecht anf 
die + mit einander befindlichen Wider- 
lager genommenen Profile einander iSi 
sind. Es wird vorläufig angenommen, 
dafs das Gewölbe keinen Schl u Iss t ei n , 
sondern eine Fuge in der lothrechten 
Scbeitelebene hat. 

Es seien ABÜE und ABB'E' die bei- 
.. den obersten gleichgeformten und gleich- 
liegenden (iewöihstücke, A also der 
Scneitel, AB die .Schoitolfugo des 
' Gewölbes, DE, D'E' die I.agerfugcn 
beider Steine, mit welchen sie anC den 
unmittelbar darunter befindlichen Steinen 
ruhen, so wie von den folgenden Steinen 
die oberen auf den zunächst unteren ihre 
Stützen finden bis zum Widerlager hin. 


Fig. 6Ö8. 



Aus dieser Zusammensetzung schwerer 
keilförmiger Körper entspringen zunächst 
2 gleich grofse horizontale Druckwirkun- 
gen P, welcho die beiden obersten Steine 
gegen.seitig auf einander ansüben, die 
8c hcitelsnan nn nge II, die sich ein- 
ander anfheDen. 

2. Hierauf wirken die Steine von oben 
nach unten bis zu den Widerlagern hin 
als Keile: ein oberer Stein hat das Be- 
streben längs seiner Lagerfuge auf dem 
zunächst unteren Stein herahziigleiten 
nnd diesen zum Rückgleiten nach aiifsen 
zn veranlassen. Diese Wirkung heifst 
die Keilwirkung und das Gewölbe 
mit seinen Widerlagern mufs in seinen 
Abmessungen so construirt werden, dafs 
es dieser Wirkung widersteht, dafs es 
im Gleichgewicht gegen die Kcil- 
wirkii ng ist. 

3. Ist G der Schwerpunkt des Oewöl- 
bestücks ABDE, Q sein in G zu den- 
kendes senkrecht abwärts wirkendes Ge- 
wicht, so fällt dies Gewicht aufserhalb 
der Lagerfuge. Es hat also der Stein 


das Bestreben sich um die Kante E der 
Lagerfuge rechts nach einwärts zu dre- 
hen nnd die Fuge in der Aiifsenkante 
n zu öffnen. Hit diesem Bestreben ist 
offenbar das zur Drehung dos Steins nm 
die Kante A nach links und zu Oeffuung 
der Fuge AB in B verbunden. Ferner 
erhält das darunter befindliche Gewölb- 
stück auf der oberen Innenkante E theils 
einen lothrechten Druck, theils einen ho- 
rizontalen Schub und somit ein Bestre- 
ben, nach links um II und auswärts sich 
zu drehen. Die.se Wirkung heifst die 
ilehelwirkung; sie findet liei allen 
Gewölhstücken statt, von deren Schwer- 
punkten die Lothe aufserhalb der I.ager- 
fiige fallen, sie ist bedeutender als die 
Keilwirkung und auf den Widerstand 
gegen dieselbe miils ganz besonders ge- 
achtet werden. Das Gleichgewicht des Ge- 
wölbes gegen dieselbe heifst das Gleich- 
gewicht gegen die Hebe I wi rk ung. 

4. Eine zweite Hebelwirkiing entsteht 
durch die horizontale .Scheitelspannnng 
P, indem diese strebt, das GewölKstuck 
ABDE n,ach aufsen, nämlich um die Kante 
II nach links zu drehen und somit die 
Fuge DE in £ zu öffnen. Mit dieser 
Drehung geschieht zugleich eine Drehung 
des Steins um die Kante B nach oben 
und die Oeffniing der Fuge AB in A. 

Dieselbe Wirkling ent.steht durch das 
Bestreben des unteren Gewölbslücks OEEH 
zur Drehung nm die innere Kante F sei- 
ner Lagerfugo nach rechts einwärts, wo- 
durch die Kante D offenbar zur Drehaxe 
für den .Stein ABDE werden mufs. 

Die ad 3 betrachtete eiste Hehelwir- 
knng könnte demnach die Hebel Wir- 
kung nach innen wie die zweite die 
Hebelwirkung nach aufsen genannt 
werden. 

5. Dadurch dafs das obere Gewölbstück 
ABDE nach innen zn gleiten strebt, 
entsteht in dessen Lagerfuge DE ein Ho- , 
rizootalschub nach linu. Derselbe kann 

in der Kante E dahin wirken, dafs der 
untere Stein DEFH um die äufsere Un- 
terkante II nach links, also nach aufsen 
sich dreht. Ehen so kann durch Gleitung 
des unteren Gewölbstücks DEFH nach 
innen der gegen die Kante ü hervorge- 
hende Horizontalschub das obere Gewölb- 
stück ABDE zu einer Drehung um die 
Kante D nach links, also nach oben ver- 
anlassen. Oder es kann auch das untere 
Gewölbstück DEFH, um die Kante F 
nach innen rechts sich drehend, das obere 
Wölbslück zur Rückgleitung auf der La- 
gerfnge nach der Ri^tnng ED, also nach 
anfsen veranlassen. 
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Alle diese hier gedachten Wirkungen 
sind offenbar Keil«irkungen und Hehel- 
wirkungen vereinigt. 

6. Die hier genannten Wirkungen der 
Gewblbstürke gegen einander un> das 
Uleichgewichl des tiewolbes aufauhebeu 
sind diejenigen, »eiche am meisten Vor- 
kommen. Es gibt al-cr noch folgemle 
Fälle. 

A. Ein unteres Gewölbstück EOfW hat 
das Bestreben um seine innere Unterkante 
F rechts nach einwärts sich in drehen, 
das darüber befindliche Gewolbstuck wi- 
dersteht ihm als Hebel, erhält in seiner 
äiifseren Untorkante I) eine Hrehaxe, das 
Bestreben sich um dieselbe in erheben, 
und findet in seiner inneren Oberkante 
B den Widerstand in dem Horiiontal- 
schube. Die Untersnehnng des Gleich- 
gewichts geschieht also, indem der Hofi- 
lontalschnb P in dem 1 unkt B thatig 
angenommen wird. Es ist dies der um- 
gekehrte Fall mit No. 4. 

B. Ein unteres Gewölbstück hat das 
Bestreben nach innen als Keil in gleiten 
lind dadurch das darüber befindliche (le- 
wölbstück aufwärs in drehen indem es 
in der untersten AuCsenkante eine Dreti- 
axe bildet, wo wiederum der Widerstand 
in dem in B wirkenden lloniontalschub 
besteht. Gesellt das untere gleitende 
Gewölbstück läge unter der Fuge hH, 
so soll das Gewölbstück »P.FH um die 
Kante II nach aulsen sich drehen, und 
es fragt sich niin bei der Untersuchung, 
ob der in der Kante B wirkende 1 ori- 
lontalschub so grofs'ist, dars er diese 
Drehung des Gewolbstücks DhhH um 
die Kante H nach aiifsen hervoriubrin- 
gen vermag. 

C. Ein obere.s Gewölbstück jiBBF hat 
das Bestreben als Keil nach einwärts in 
gleiten, und indem es dabei auf die oberste 
Aufsenkante O des unteren Gcwolbstuckes 
einen Horiiontaldruck ansübt, strebt es 
dieses Wölbstück um die äufsere Unter- 
kante H nach aiifsen in drehen (vergl. 
No. 5). 

D. Ein unteres Gewölbstück hat das 
Bestreben ilir Drehung um die innere 
Unterkante F nach einwärts, das obere 
Gewölbstück aber wirkt dieser Hebelwir- 
kung als Keil entgegen, indem an dessen 
äufserer Unterkante D das untere Ge- 
wnlbstück gleitet. 

7. Es sollen die Bedingungen des Gleich- 
gewichts eines Gewölbes und seiner Wi- 
derlager bei der Voraussetinng ,e>ne' 
blofsen Keilwirkung der Gewolb- 
stücke auf einander bestimmt werden. 


Es sei AB DF. das oberste Gewölbstück 
der Gewölbehältle; rechts gegen die Fuge 


All ist ein iweites gleiches und gleich- 
liegendes Gewölbstück rtßD’E' wie rig. 
65« in denken. W'cnn nur Keilwirknng 
statt findet , so haben beide Steine das 
Bestreben, auf ihren I.agerfugen Oh', 
W'E’ einwärts iii gleiten, und ans diesem 


Fig. C59. 


,/ 

P 

/ 




1 

1 

1 


1 

J 

1 


'V 




Bestreben erfolgt ein gegenseitiger Ho- 
riiontalschuh P, der von dem rechts be- 
findlichen Stein auf den hier geieichoe- 
teii die Richtung JP hat, und der fürs 
Gleichgewicht das Einwärtsgleiten des 
Steins AB Dt: längs l»F. verhindert. 

Ist 6’ der Schwenuinkt des Steins, Q 
sein Gewicht, so sind Q lothrecht durch 
(1 und P horiionlal in JP die einiigen 
beiden wirkenden KräHe; beider Rich- 
tungslinien schneiden sich in F, und es 
ist daher F ein Punkt in der iwischen 
P und Q statthabcndeii Mittelkraft H, 
und diese Mittelkraft wird fürs Gleich- 
gewicht mit der auf PK normalen FH 
den KeibungsZ UFR = r bilden. Be- 
leichnet man den Winkel DPA^ den die 
Lagerfiige PK mit der Vertikalen des 
Scheitels bildet mit 
so ist auch Z FF/f = 
und Z FFÄ = tf -b r 

und Z (?FH = 90" - (7 + 0 

folglich wenn man sich das Parallelogramm 
der Kräfte geieichnet denkt, 

P=Qlg 190° - (7 -1- i)] = ö cot (7 + r) (I) 
Zerlegt man die in der Richtung FR 
wirkende Mittelkraft fl in der Fuge PK 
horiiontal und vertikal, so erhält man 
wieder für die horiiontale Seitenkraft P , 
für die vertikale Seitenkraft Q. Hat das 
unter der Fuge PK befindliche Gewolb- 
stück das Gewicht Q', so ist auf dessen 
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Lagaribge der horizontale Schab = P, der 
Vertikaldruck = 0 + 0'. Jede Fuge des 
üewolbes also erleidet eine Horizontal- 
wirkimg - der Scheitelspan nang und einen 
. Vertikaldruck = dem Gewicht der über 
der Fuge_ bis zum Scheitel befindlichen 
Gewolbstucke. 

Es entwickelt sich also für jede ein- 
zelne Fuge die ihr zugehörige Scheitel- 
spannnng, und die wirklich im Schei- 
tel thatige Spannung ist offenbar 
die, bei welcher Q • cot (y ?) ein Maxi- 
mum ist', welches ermittelt werden mufs 
nnd mit welchem die wirkliche Scheitel- 
^annung, der Uorizontalsc hub des 
Gewölbes vermöge der Keilwir- 
****^ff gefunden wird. 

Wird der Horizontalschub kleiner, so 
entfernt sich die Mittelkraft H von P 
der ^ PFR wird gröfser; ist demnach 
der Honzontalschub so gering, dafs für 
das Maximum von Q cot (y -f i) der z NFR 
g^üer wird als der Reihungswinkel, so 
eri^olgt ein wirkliches Gleiten des Ge- 
yfolbstncks AßDE auf nach innen 
zu; desgleichen ein Gleiten des rechts 
befindlichen Gewölbstücks ABD’E' länirs 
seiner Lagerfuge />'£'. ** 

8. Um den Werth der Scheitelspannung 
ad 7 zu ermitteln, ist zuerst der Reibungs- 
winkel T för das Steinmaterial zu be- 
stimmen nöthig, welches nur ans Erfah- 
rungen geschehen kann. 

Durch wiederholte Versuche ist ermit- 
telt worden: 
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Bei Bramley -Fall- 
Wetbey - Sandsteinen, 

Hia Ti'nrrzxti 


.^v«vaa auuiiu 0 » OrbUGDf 

(Mosely-Scheffler) 
Oolith auf Oolith . , 
Muschelkalk auf Oolith 
Ziegelstein auf Oolith 
Muschelkalk auf Musche 

halk 

Oolith auf Muschelkalk 


Bei gebrannten Zie 
(nach Amontons) 

Bei behauenen Ste..,«. 
zwischen welche gesäg- 
tes (nicht behobeltes' 
Holz gelegt ist (nacl 
Perronet) .... 

Bei Wölbsteinen auf Kei- 
len und trocken ver- 
setzt (nach Gauthey) . 

Bei Stein auf Stein oder 
auf lufltrocknem Mör- 
tel (nach Boistard) . . 

Bei gut zugerichteten Stei- 
nen (nach Perronet) . 

. j • 

Bei den Granitgewölbstei- 
nen der New-London- 

- 'Bridge, deren Lagerfu- 
gen gut und ohne Mör- 
tel zugerichtet . . . 

Dieselben mit frischem 
und' feingemahlenem i 
Mörtel dazwischen . .) 


1 

p 

1 - 

\ 

. 0,75 

1 36° 52' 

0,835 

39° 52' 

;o,8 

38° 40' 

0,76 

37° 14' 

(0,5317 

28° 

0,5773 

30° 

0,65 

33° 

0,67 

34° 


0,47 

0,49 


26° 

(26° 


kalk 

Oolith auf Oolith, mit 
Mörtel aus 3 Theilen 
feinem Sande und 1 
Theil hydraulischen 

Kalk 

Weicher Kalkstein auf 
weichem Kalkstein, gut 

behauen 

Harter Kalkstein auf wei- 
chem Kalkstein, gut 

bebauen 

Zi^elstein auf weichem 
Kalkstein, gut behauen 
Harter Kalkstein auf har- 
tem Kalkstein, gut be 
hauen ..... 
Weicher Kalkstein auf 
hartem Kalkstein , gut 

behauen 

Zi^elstein auf hartem 
Kalkstein, gut behauen 
Weicher Kalxstein auf 
weichem Kalkstein mit 
fmchem Mörtel . , . 
Weicher Quadersandstein 
auf demselben (nach 

Ren nie) 

Derselbe auf demselben 
mit frischem Mörtel 
(nach Rennie) . . . 
Kalkstein auf Kalkstein, 
beide Flächen mit dem 
Meifsel rauh gemacht 
^ (nach Bonchanfi) . . 
Gut bearbeiteten Granit 
auf rauhem Granit (nach 

_ Rennie) 

Desgleichen auf frischem 
Mörtel (nach Rennie) . 
Grob behauenerWerkstein 
auf einer Unterlage von 

Thon 

Desgl. der Thon feucht 
nnd milde 


P 

! » 

1 

■(0,7 
'1 0,7265 

35° 

36° 

( 0,649 

33° 

■( 0,6745 

34° 

0,74 

36° 30' 

0,75 

36° 52' 

0,67 

33° 50’ 

0,70 

35° 0' 

0,75 

1 36° 52' 

0,67 

33° 50’ 

0,74 

36° 30' 

0,74 

36° 30' 

0,75 

36° 52' 

0,67 

33° 60' 

0,70 

35° 0' 

0,67 

33° 50' 

0,67 

33° 60' 

0,74 

36° 30’ 

0,71 

36° 23' 

0,66 

33° 26’ 

9,78 

17° 58' 

),(J6 1 

13° 26' 

),49 S 

!6° 7' 

>,51 2 

7° 2' 

',34 1 

8° 47' 
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Grob behauenerWerkstein 
auf einer Unterlage Ton 
feuchtem Thon mit 
dickem Sande bedeckt 


1 " 

r 

0,40 

21°48 


9. Beispiel. Es soll die Scheitel- 
spaunnng für die Keilwirkung an 
einem Gewölbe ermittelt werden , welches 
im Profil aus *2 concentriscben Kreisbo- 
gen besteht. 

Es sei Fig. 659 ABUE das halbe Ge- 
wölbe im Profil, die Halbmesser AC = R 
und BC = r, die Fuge DE mit dem Wi- 
derlager bildet mit dem Scheitelloth den 
/_ACD, dessen Bogen für den Halbmes- 
ser = 1 sei =7- Bas Gewicht der Ge- 
wölbhälfte auf die Länge = 1 sei = Q, 
so ist bei der Länge L dos Gewölbes 
das Gewicht desselben = LQ , und ist 
das Profil durch den Schwerpunkt des 
Gewölbes genommen, so ist der Schwer- 
punkt G des Kreisrinptücks ABDE zu- 
gleich der Schwerpunkt des halben Ge- 
wölbes. 


Da die Scheitelspannung von dem Ge- 
wicht Q und Q Ton den Dimensionen 
des Gewölbes abhängt, so verfahrt man 
am entsprechendsten wenn man Q durch 
den Flächeninhalt des Riugstücks aus- 
drückt 


folglich mit (? = 1 (Ä’ — r*) 7 (1) 


Da für das Gleichgewicht zwischen den 
auf das Gewölbe einwirkenden Kräften 
das Gewölbe eine bestimmte Stärke ha- 
ben mufs, die innere Weite aber io jedem 
Fall constant gegeben ist, so setzt man 
r constant und A = n • r. Alsdann ist 

0 = H"’-I)r»7 (2) 

Die Scheitelspannnng ist nach Formel 

P=QcolO/+i) (3) 

lind diese soll ein Maximum sein. Han 
hat also das Maximum zu bestimmen von 
P= j (li* — 1) r* 7 col (7 -f r) (4) 
und dieser Ausdruck wird für jeden Werth 
vonr und nein Maximum, wenn 7 co((7-|-i) 
ein Maximum wird. 

Für gegebene Werthe von t findet man 
dieses Maximum am bequemsten durch 
Proberechnungen. Sieht man von den 
tabellarisch geordneten Versuchszahlen ab, 
die bei dem angewandten feuchten Thon 
und frischem oder feinem Mörtel auch 
nur für die Construction von Lehrbogen 
Wichtigkeit haben, so ist kein einziger 
Coefficient kleiner als 1- Nimmt man also 
den Reibnngscoefficient der Sicherheit 
wegen zu dem kleinen Werth 1, also 
I = arc {lg = 26° 34', so erhält man mit 
Hülfe der Logarithmen, (wenn nämlich 
eine Zahl ein Maximum ist so ist auch 
deren Logarithmus ein Maximum). 
lo$ 7 + log col (7 -b 26° 34*) = Maximum 


nnd erhält bei 7 = 27° 17' = 0,4761840 also »' =0,5414248-1 
bei 7 = 27° 18' = 0,4764749 , M = 0,5414284 - 1 

bei 7 = 37° 19' = 0,4767658 , M" = 0,54142457 - 1 

Es ist demnach fürs Maximum der Scheitelspannnng 
der Z 7 = 27° 18' 
der Bogen 7 = 0,4764749 

und 7 cetöf -fr) = >«um >0,5414284- 1 = 0,34788 (5) 


Hieraus der gröfste Horizontal- ADSE hat den 'Schwerpunkt G in Ent- 
schnb für die Keilwirkiing 

P=0,17394.(»>-l)r* (II) 

10. Es sollen die Bedingungen des 
Gleichgewichts eines Gewölbes und seiner 
Widerlsgen bei der Voraussetzung der 
blofsen Hebel wirk 11 n g de r Ge wölb- 
stücke bestimmt werden, wenn also 
(nach No. 3) ein oberes Gewölbstück das 
darunter befindliche oder das Widerlager 
nm die unterste Anfsenkante auswärts 
zu drehen strebt. 

Fig. 660 ist ABFH das Profil des hal- 
ben Gewölbes mit dem Widerlager FR, 
durch den Schwerpunkt des ganzen Ge- 
wölbes genommen, also zugleich eine 
Schwerelienc. Das oberste Wölbstück 


Fig. 660. 
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fermingCJ=j vom Scheitelloth und das 
Gewicht Q-, das darunter befindliche Wedb- 
stück DEKL hat den Schwerpunkt G' 
in dem Abstand G'N = 5 ' vom Scheitel- 
loth und das Gewicht Q'. Die lothrechte 
Entfernung AM des Scheitels A von der 
inneren Kante E der ersten Lagerfuge 
DE sei X, die lothrechte Enfernung AO 
des Scheitels A von der Aufseiikante K 
der zweiten Lagerfuge KL sei x'. Der 
Abstand EM acr ersten Kante E von 
dem Scheitelloth sey y, der KO von der 
zweiten Kante K bis zum Scheitelloth 
= y’. AB ist eine Scheitelfuge. 

Wenn nun das obere Wolbstück AB DE 
als Hebel wirkend das darunter befind- 
liche Wölbstück DEKL um die Kante 
K nach aufsen zu drehen strebt, so bil- 
den sich für den Fall der wirklichen 
Drehung in E und A Drehaxen und die 
Fngen DE und AB werden in D und B 

g eöffnet. Das Gleichgewicht des oberen 
rewölbstücks wird also dadurch bedingt, 
dafs die andere Gewölbehälfto in A einen 
horizontalen Gegendruck F ausübt, wäh- 
rend das obere Gewölbestück ABDE in 
der Kante E seine feste Stütze findet 
und diese mul's durch das Gewicht 0 
hervorgebracht werden. Für das Gleich- 
gewicht dieser beiden Kräfte F und Q 
mufs die Mittelkraft beider durch die 
Drehaxe E gerichtet sein, und dies ge- 
schieht wenn das Moment der Mittelkraft, 
also auch die Momentensnmine der Sci- 
tonkräfte F und Q in Beziehung auf E 
als Momentenaxe = 0 ist. Oder wenn 
^ ' xP' = (y-5)(> 

woraus F=~ Q (IIL'O 

X 

Zerlegt man die durch den Punkt E 
gerichtete Mittelkraft in dem Punkt^ E, 
so entstehen dieselben beiden Seitenkräfte 
F und Q horizontal und vertikal und es 
wirkt also das obere Oowölbstück auf das 
darunter befindliche in seiner inneren 
Oberkante E mit dem horizontalen Schub 
F und dem vertikalen Druck Q. 

Soll nun durch das obere Gewölbstück, 
also durch die horizontale Kraft P in E 
kein Bestreben des unteren Wölb.stücks 
für die Drehung um K nach aufsen her- 
vorgehen, so darf das Moment von F in 
Beziehung auf die Kante K als Momen- 
tenaxe nicht gröfser sein, als die auf die- 
selbe Axe genommenen Momente der 
Kräfte, welche jener Drehung um K wi- 
derstreben. Diese Kräfte sind aber der 
iti E lothrecht abwärts gerichtete Druck 
-Q und das im Schwerpunkt G' vereinigt 
zu denkende ..Gewicht Q' des Wölbstücks 
DEKL, 


ln Beziehung auf K diat die Kraft F 
in E den Hebel.sarm ;WO = x'-x; der 
Druck Q in E den llebelsarm KO — EM 
— y'~y\ das Gewicht Q’ den Hebelsarm 
KO — G'K ~y'~ i'. Daher ist für’s Gleich- 
gewicht und für Sicherheit: 

(x'-x)P' = (y'-y)(?.p(i,'-0(?’ (3) 
Nun ist xF -iy ~ i) Q 

.•\ddirt man beide, Gleichung und Ver- 
gleichung, .so erhält man 

oder x' r = y' (() -b {)') - (zQ -|- 00 (4) 

Setzt man das Gewicht beider Gewölb- 
stücke, also 

(> + (?'= (5) 

den Absfiind des Schwerpunkts der Fläche 
ABKL von dem Scheitelloth = 11 , so hat 
man 

uW = iQ + J Q' ( 6 ) 

Setzt man die Werlhe aus 5 und 6 in ^ 
4, so erhält man 

X F~y’- W-uW 

oder x'P'^(y’- tj) IF 


woraus 


F F --r 


(Illb) 


Es ist aber y - u der Abstand des 
Loths aus dem Schwcrininkt der Ebene 
oder des Wölbstücks ABKL von der Dreh- 
kanle K, al.-^o ist {y' - «) IV das Moment 
dieses Wölbstücks in Beziehung auf die 
Kante K als Drehaxe. 

11. Betrachtet man den Fall, dafs von 
der Lagerfu^o KL nach dem Scheitel hin 
in keiner Fuge wie DE eine Drehung 
um die innere Kante wie um E .statt 
linden kann, so dafs K allein nur Dreh- 
axe sein kann, und nennt man die zu 
diesem Fall gehörende Scheitel.spannung 
F’ so hat man deren .\bstand von n 
= AO = x’ und demnach lür's Gleichge- 
wicht 

a-' P"=(y'-M) W 


woraus 


F' = 




w 


(IV) 


Nun war für den Fall, dafs auch in 
einem oberen Gewölbstück eine Dreh- 
kante sich bilden kann 


F 


y'~u 


W 


Hieraus die Bedingung F F' (V) 
Dennmch kann ein unteres W'ölbstück 
durch ein darüber liegendes vermöge der 
Hebelwirkung nicht mehr nach aufsen 
gedreht und umgeworfen werden, wenn 
die Horizontalkraft F die im Scheitel 
wirksam das obere Gewölbstück auf seiner 
unteren Innenkante als Drehaxe im Gleich- 
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gewicht za erhalten verma;^, nicht (»röl^er 
ist als eine Horizontalkrafl /*" im Schei- 
tel, welche Heiden Oewrilhstücken als ein 
Ganzes Helracbtet auf ihrer untersten 
Aufsenkante als Drehaxo das Gleichf(e- 
«icht hält. 

Cm also des Gleichgewichts in allen 
Theilen des Gewölbes versichert sein zu 
können hat man in jedem besonderen 
Fall nur nöthig, das Maximum von 
P und das Minimum von P' zu be- 
stimmen; ist dann Ersteres nicht ' als 
Letzteres, so ist die Bedingung für den 
schlimmsten Fall erfüllt und es findet 
iira so mehr für alle übrigen Fälle Sicher- 
heit statt: 

Dies Maximum von F ist übrigens die- 
jenige aus beiden Gewölbohälften gegen- 
seitig im Scheitel sich entwickelnde llo- 
rizontalspannung also die wirkliche 
Scheitelspannung des Gewölbes 
für die Ilebelwirku ng. 

Diese Scheitelspannung ist denn auch 
gleich dem Ilorizoiitalschube, welchen das 
obere vom Scheitel ah gerechnete Wölb- 
stück in der untersten Innenkante seiner 
Fuge, zu welcher das Maximum von F 
gcnörl, oder der sogenannten Bre- 
changsfuge ausüht. Da nun für jede 
andere Fuge die sich gleichbleibende Ho- 
rizonlalspannung denselben Horizon- 
talschub auf ihre Innenkante ansübt, 
so nennt man diese wirkliche Schoitei- 
spaoming auch den Ho rizontn Ischu b 
des G e wö 1 bes. 

Das Minimum von P' würde der Ilo- 
rizontalschub im Scheitel sein, wenn das 
Gewölbstück, dessen La^erfiige diesem Mi- 
nimum entspricht, blois in seiner unter- 
sten Aufsenkante unterstützt wäre, daher 
nennt man auch das Minimum von P' 
die hypothetische Scheit e) span - 
nung des Gewölbes. 

Bei der soeben vorgenommenen Be- 
stimmung der Stabilität eines Gewölbes 
gegen die Uebelwirkung hat die Lage der 
Fuge gegen die Horizontale keinen Kin- 
flufs gehabt, die Gesetze gelten also auch 
für Gewölbstücke mit horizontalen Lager- 
fugen, d. h. für die Widerlager. Bestimmt 


man daher für irgend eine Lagerfuge des 
Widerlagers die hypothetische Scneitel- 
spannnng, die Auisenkante die.ser Fuge 
als allein unterstützt angenommen, so 
wird das Widerlager um diese Kante nicht 
nmgeworfen.wenu die hy|>otlieUscheSchei- 
telspannung nicht kleiner gefunden ist, 
als die wirkliche Scheitelspannung. 

12- Beispiel. Es soll die wirkliche 
Scheitelspannung für die Hebel- 
wirkung an einem Gewölbe ermittelt 
werden, welches im Profil aus 2 concen- 
trischeii Kreisbogen lieslcht. 

Es ist in No. 10, Formel III.: 



für die wirkliche Scheitelspannung ganz 
aligomeingöltig und demnach gleichgültig, 
ein wie grofses Ringstück, vom Scheitel 
ausgenommen, untersucht wird, ln Fig. 
661 sind mit Fig. 660 für das Ringstück 
A/iÜK mit dem Schwerpunkt G und dem 
Gewicht Q die Längen x, y, » dieselben; 
wie in Fig. 660 sei ÄC = r, AC = H=inr, 
^ACD^if. llalbirt m.in 7, so trifft 
die HalbimngsIiniefT den Schwerpunkt G. 


Fig. CGI. 



Nun hat man bei der Bezeichnung mit 
dem Beispiel No. 9: 

( 1 ) 

y = rsin ip (i) 


AM = I = AC - M('= H - r con/ = (h - co$ i/) r (3) 

> = CG «in ip 

Die Entfernunf; des Schwerpunkts des KreisriuKstäcks AK DE som Mittei- 
pnnkt ist 


pc=r- 


i, 






also 


» = CG..»iv = J 


( 4 ) 


, 1 
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Endlich 


F = 


. li»* 4« n* — 1 
r stn ff — § — — r r 


= 1 (»’ - I) r3 


\if n* — 1 , , , , 

i (»* - 1) »•’ '/ 

{n — cosi/)r 

n* - 1 

!f «in y — I (1 - cos y) 

fl X 


n — cos if' 

Schreibt man für 1 — cos y den Ausdruck 1 — n + « — co« y, so erhält man 

n3 _ 1 

tf sin y 4- i 


(Via) 


i»'= H«’- !)»•* 


n — cos y. 


n + 1 n* — 1 


(VI b) 


Nun wird P ein Maximum, wenn der 
Minuend der Klammergröfse ein Maxi- 
mum wird, weil die übrigen Aggregate 
constant sind. Es kommt also darauf an, 
den Werth von y für dieses Maximum 
ru finden. Der mit Hülfe der Differen- 
zialrechnung gefundene Werth von y ßr’s 
Maximum wird aber noch verwickelter 
als die gegebene Formel ist. ' Aufserdem 
ist If' noch von n selbst abhängig. Es 
ist also in einem speciollen Fall mit ge- 
gebenem n gerathener, das Maximum ?ür 
y durch Proberochnungen zu finden, wo 
man dann unmittelbar P erhält. Ver- 
möge dieses Verfahrens findet man das 
Maximum von P für y l>ei folgenden 


Werthen von n 
Für »=1,01 
» = 1,02 
» = 1,04 
» = 1,05 
»=1,08 
» = 1,10 
» = 1,12 
» = 1,2 
n= 1,3 
n = 1,4 
»=1,496 
H = 1,5 


ist y = 32'’ 37' 

„ y=38'’12’ 

, y =44'’26' 

„ y = 46° 33' 

„ y =51° 6' 

, y = 53° 16' 

„ y =55° 

„ y =59°34' 

„ y =62°28' 

„ y = 6S° 48' 

„ y = 64° 9’ 50" 
, y =64° 9' 47" 


mit einem gleichförmigen Wachsthum 
von n um 0,01 die Werthe von y immer 
langsamer zunebmen bis für » = 1,496 
wo <f' seinen grölsten W'erth erhält. Für 
gröfsere Werthe von.» nähert sich die 
Fuge des gröfsten Ilorizoutalscbubes wie- 
der dem Scheitel und somit kann die- 
selbe sich nie weiter vom Scheitel ent- 
fernen als um 64° 9' 50". 

13. Beispiel. Es soll die hypothe- 
tische Scheitelspannung für die 
Hebel Wirkung an demselben Gewölbe 
No. 12, Fig. 661 ermittelt werden. 

Hierfür gilt Formel III b oder IV, wel- 
che beide identisch sind. 

Ist das Gewölbstück ÄBDE dasjenige, 
dessen Lagerfuge dem Minimum von P" 
entspricht, so.raufs ffir’s Gleichgewicht 
P’ gerade nur so grofs sein, dafs es das 
Wölbstück nicht mehr um D links nach 
aufsen herumdreht. D. h. es mufs sein 
AKxP’ = {DK- GJ)Q 
Nun ist DK = CD «i» y = «r st» y. 


daher 


»*-l 


DK- CJ=r[ 


» si» y — J 


»»-1 


i'/ . 

»«»»*(W )1 
iy J 


»’-l 

ferner ist Q = ^(»^ — 1) r*yi 
daher das Moment von Q in Beziehung 


Aus dieser Tabelle geht hervor, dafs auf die Kante D. 

M= \ (n* - 1) r* [«y si» y - ) (1 - cos if ) j 

der Hebelsarm von P ist AK = AC — KC = R — R cos if = «r (1 — cos ff) 
Mit diesem das Moment M dividirt gibt die Scheitelspannung 

f*n{k'f) ros(\ if) w» - 1 ~| 

-i(" 2si»’ay) *«(«»-l)J 

= Hn’ -!)»•' y 


( 1 ) 


( 2 ) 
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DieseT Änsdieck 
*7 


«iid ein Minimnm 


wenn — . ein Uinimam wird. Nun 

wird aber der Quotient eines Bo|;ens für 
den Halbmesser = 1 dividirt durch die 
Tangente des Bogens immerfort kleiner 
wenn der Bogen Toir 0 bis 90° wächst, 
weil der Bogen gleichförmig, die Tan- 
gente aber beschlennigend zunimmt und 
mr =90° unendlich wird; demnach 
findet das Minimnm in der horizontalen 
Fuge am Widerlager statt. Für ein Kreis- 


bogengewölhe von durchweg gleicher 
Starke ist also die hypothetische Schei- 
telspannung = derjenigen am Scheitel 
anznbringenden Horizontalkraft, welche 
der Hälfte des Gewölbes für das Um- 
werfen nm seine unterste am Widerlager 
befindliche Aufsenkante als Drehaxo das 
Gleichgewicht hält. 

Ist diese Fuge horizontal so ist = Jt, 
*9 (.i't)— i das erste Glied der Klam- 
mergröfse = 


und = (VII a) 

Ist dagegen die unterste Fnge nicht horizontal, der Winkel derselben mit dem 
Lotb = tt, so bat man 

P"= H«’- l)r’[ocet(io)-.1-^^-J (Vllb) 


' 14. Formel V, No. 10 spricht die Bedin- 

gung ans, dafs P" > P“. Der Werth von 
P" (No. 13, Formel Vllb) vermindert sich 
aber mit dem Wachsthum des Winkels 
und es kann einen Fulswinkel r geben, 
bei welchem P" = P' wird. 

Ist nun in einem speciellen Fall n ge- 

? eben, so findet man das Maximum von 
wenn man in Formel VI b den Werth 
für <f aus der darunter stehenden Ta- 
belle setzt. 


Nun hat man P" Formel Vllb, No. 13 
= dem bekannten P" zu setzen und er- 
hält 


woraus 

Jn CO« (1r) = 


i + 1. 


(««-1)J 

»»-1 


(■•- l)r» ' ’ »(i.»- 1) 

Die rechte Seite des Gleichheitszeichens 


ist eine bekannte Zahl m, — bedeutet 

den Bogen in Theilen von ir, ist aber 

als Winkel in Graden gegeben ; man hat 
also zur Berechnung 

Z 7 ° 1 180° = Bogen 7 :ir 
V' 

woraus Bogen y = • 3,14159 .... 

Demnach schreibt man 
180° 

4r° cot (4r) = * w» 

1t 

eine einfache Form für Rechnung mit 
Logarithmen, wenn für ein bestimmtes 
fl Proberechnungen gemacht werden sollen. 

Z. B. Bei n = l ,01 ist für das Maxi- 
mum von F : 1 / = 32° 37’. 

Setzt man den Werth von n in Gl. VI b, 
No. 12 , so erhält man 


P’ = 0,01005 • r> r ? ^ _ 1 , 005009 ] 

L 1,01 - cos y J 

Für 7 = 32° 37' rechnet man 


32,616 6... 

180 


n sin 32° 37' = 0,306844 


hierzu 

gibt den Zähler 
der Nenner ist 


-t- 0,010050 
0,316894 

1,01 - cos 32° 37’ = 0,167704 


daher 

hiervon 

gibt die Rlammergrolse 
also 


7 


sin 7 - 0,0 1005 
1,01 — cos 7 


1,88960 

1,00501 

0,88459 


F = 0,01005 X 0,8846» • r« = 0,0088901 


• r 


s 
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Also ist 


0,008890j^. r' 
■ “o;o2or • r* 


+ 0,497.’>29 = 0,939819 


1 80 

uud endlich log» cot{^(t) = log • — • 0,939819 I 731 16t>8 


Man findet loj ({ n) co( (Je) 
für 4« =24“ 10’= 1,7312413 
= 24° 25' = 1,731048« 

= 24° 12’= 1,7311651 

Es ist mithin der gesuchte Furswinkel 
« = 48° 24’. 

Man erhält diejenigen Kiifswinkel des 
kreislmgenfurniigen Oewüllms hei welclien 
/»= P": 

Für « = 1,01 ist it=48°24’ 

= 1,04 . ,=69° 4’ 

= 1,05 , , = 73° 8’ 

= 1,1 , ,=87° 11’ 


= 1,11 


, = 89° 1 


= 1,12 „ , =91° 13’ 

15. Es soll die Stärke eines Kreisho- 
gengeeölhes liestimint «erden, hei wel- 
chem die wirklichen Scbeitclspanniingen 
der liehel und der Keilwirkung einander 


gleich sind und bei welchem die eine die 
andere üherlrifft. 

No. 12, Formel Ylb ist der allgemeine 
Ausdruck für die Scheitelspaiiuung I” 
ans der ilehelwirkung bei einem kreia- 
furmigen Gewölbe; die.se wird als Maxi- 
mum zur wirklichen S eh eitel s pa n - 
nung P’, uud xwar bei den Verbiltnis- 
seii H:r = n, unter den Winkeln 7, wie 
sie lum Theil in der Tabelle angegeben 
sind. 

No. 9, Formel II gibt den Ausdruck 
für die Scheitelspannung P aus der Keil- 
wirkung, und für n = J oder r = 26° 34' 
das Maximum als die wirkliche Sebei- 
telspaniiuiig bei dem ,£7>=27°17’. 
Diese ist also bei einerlei r bei beliebi- 
gem M, also in jedem Kreisbogengewölbe 
bei dem constanten .^7' =27° 17’ vor- 
handen. 

Die erste Formel VI b ist 


7 »i« 7 + 5 


P = i(H»-l)r’ 


- 1 
n t 1 


N — cos 7 


' 1 I 


Die zweite Formel II ist 

P = J («• — 1) !•’ 7 cot (7 + r) 

Für jedes gegebene « sind also beide 
Maxima zu bestimmen und mit einander 
zu vergleichen. 

Da der Factor IC»’ - 1)>’ beiden For- 
meln gemeinschaftlich ist, so hat man 
nur zu vergleichen; 


, n’ — 1 

7..«7 + 5 


fl — COi ff< 



mit tf • cot (y + f) 

nml n.^cb No. 9 Ut bei i = 26° 34* 

/oj ^ • co< (93 + f) = 0,S4 142486 - 1 
woraus y ro( (y -f i) = 0,. 347876 


Für n = 1,01 ist 7 = 32° 37' ujid M = 
« = I,i , 7 = 53° 16' und Jtf = 
«=1,3 , 7 = 62° 28' und # = 

»= 1,4 „ 7 =63° 48' und Ä = 

Von bierab wird das Maximum für die 
Hebelwirkung immer kleiner und die 
Gleichheit beider Spannungen 
liegt zwischen it = l,3 und n = l,4. 

Wenn demnach bei ^ der 
aufsere Halbmesser des Gewölbes 
um und weniger grofser ist aU 
der innere, so i.st die .Scheitel- 
Spannung für die Uebelwirkung 
rolser und weuu es um ^^0 und 
arüber gröfser ist als der iuuere 
Durchmesser, so ist die Scbeitel- 


0,88459 

0,61320 

0,41166 

0,33670 

Spannung für die Keilwirkung 
grofser. 

Der Reibungswinkel r ist aber mit 2C° 
34' iu fi>t allen Fällen zu klein, ein gro- 
fseres r gibt aber eiue kleinere Scheilcl- 
spannung für die Keilwirknug und dann 
muDi auch für ein grofseres n die Sebei- 
telspannung für die Uebelwirkung noch 
überwiegend sein. 

16. Es sollen die Bedingungen des 
Gleichgewichts eines Gewölbes und seiner 
Widerlager unter der Voraussetzung er- 


I 
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mittelt «erden, dafs bei vereinieler 
Hebel- und Keilwirkung ein oberes 
Gewülbstück als Hebel wirkend ein dar- 
unter befindliches auf seiner untersten 
I.agerfuge nach aufseii zu verschieben 
strebt. 

Es sei Fig. 662 ADKL das Gewolb- 
stöck, welches durch die Hebelwirkuiig 
des oberen Stücks ABUE das Hestrehen 
erhält, auf der Lagerfuge EL nach aufsen 
zu gleiten. Ist r die wirkliche horizon- 
tale Scheitelspannuug, so wirkt auch die- 
selbe (s. No 10) in der Kante E hori- 
zontal nnd in E das Gewicht des Ge- 
wülbstücks ABDE vertikal. Dies letztere 
setzt sich mit dem Gewicht des unteren 
Wölbstücks DEEL zu einer Mittelkraft 
znsammen, welche dann in dem Schwer- 
punkt G des ganzen Gewölbestücks ABEL 

Fig. 662. 



lothrecht abwärts wirkt, und welche = ist 
dem Gewicht ^ des Gewölbestücks .4 AA'L. 

Heide Kräfte P und Q schneiden sich 
in dem Punkt M und durch diesen Punkt 
ist auch die Mittelkraft B zwischen bei- 
den Kräften P, Q gerichtet. Soll nun 
ein Gleiten des Steins DEEL nach aufsen 
möglich sein, so kann die Mittelkraft R 
nicht zwischen G und das Loth MJ auf 
EL fallen, sondern sie mufs links von 
dem Loth HJ wie nach MR gerichtet 
sein. 

Ist nun /'JMR gröfser als der Rei- 
hnngswinkel i, so geschieht die Gleitung, 
ist er kleiner so geschieht sie nicht und 
für das Gleichgewicht ist Z_JMR= iii = i 

Hezeichnet man daher den Z ACE zwi- 
schen dem Scheitelloth nnd der Fuge mit 
7 , so ist auch Z MNE = 7 also z iV.WJ 
= 90“- 7> undzA'WP = 90“-t- g--7. 
= 90“ - (7 - i;0 

Nun ist, wenn man mit P, Q, 
R das Parallelogramm der Kräfte 
bildet, 

(?lj /!«() = /*' 
oder Q lg (90“ — (7 - ?/')] = P‘ 
oder Q eol (7 — ii’) = F 

oder F lg (7 — i,'0 = Q 

oder F. '«'r = Q 
1 + (J 7 • I 9 

woraus >3 < 1 ' = ~ ^ CVIII) 

17. Beispiel. Der Satz No. 16 
soll auf das in den früheren schon 
untersuchte Kreisbogengewülbe an- 
gewendet werden. 

Es ist wie' No. 12 

P= K"’- OrV 


op- 


, /'/07 -H»’- D'-’V' (n’ - 1) r« 


2F 


oder wenn man den constanten Werth , = A setzt 

(»* - 1) c 


A <L. 

.1, _ y - r _ >3<f 

^ ~ A + ^ lg. r A 

•3<P ' 


(I) 


(IX) 


Da nun für die Hebelwirkung nach No. 12, Formel VI b 

F= (C’-l)'-’ 


X 1 " ■ * 

7....T + J a.i 

fl — cot </ ^ — l 


+ a_i 

•o ist -4= J « 

n — cot tf n' — 1 


(X) 
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Wobei zn bemerken , dais diese« letzte 
7 in dem Ansdnek für A dem jedesma- 
lil^en Maximum für n (No. 12) entspricht, 
und dafs für jedes bestimmte n das aus 
dem Maximum herrorgehende constante 
F in jeder Kngenkante wie K, L das- 
selbe bleibt 

Nun ist jederzeit A<\t In No. 15 ist 
berechnet, dafs für n = l,01 der Werth 
von A = 0,88469 und dafs er mit dem 
Wachsthnm von n immerfort abnimmt. 


Da nun -- ebenfalls < 1 aber mit be- 
•S 'I 

liebiger Abnahme von 7 dem Werthe 
= 1 Mliebig nahe gebracht werden kann, 
so ist für sehr kleine Werthe von 7, also 

für die .Stellen nahe am Scheitel, -r — > A 

•S't 

und hiermit lg ip und ip selbst negativ : 
d. h. die Mittelkraft A ist nach dem In- 
nern des Gewölbes gerichtet und es kann 
kein Ausweichen eines Gewölbstücks nach 
anfsen geschehen. 

Mit dem Wachsthnm von 7 wird - 

tgg 


immer kleiner and es wird einen Werth 


von 7 geben , für welchen -J- = A also 


tgr 

(j = i)i = 0 ist. Dies ist der Ort, an 
welchem die Mittelkraft A in das Loth 
MJ fällt. Wächst 7 noch mehr, ent- 
fernt sich also die Fuge vom Scheitel, 

so wird < A, lg tp wird positiv und 

die Mittelkralt A fällt von dem Loth MJ 
ab links nach aufson. 


Nun ist zu nnterfuchen, ob mit dem 
ferneren Wachsthnm von 7 auch lg ip 
fortgesetzt wächst oder wiederum abnimmt, 
wo dann für ein bestimmtes y ein Ma- 
ximum für \ji entstehen würde. Es wird 
aber lg ip fortgesetzt wachsen, wenn der 
Unterschied der Werthe von lg ip, die zu 
2 zunächst auf einander folgenden Wer- 
then von 7 gehören, immer positiv ist. 
Bezeichnen 7" und 7 zwei zunächst auf 
einander folgenden Fngenwinkel, von wel- 
chen 7 ’ > 7 nnd sind ip' nnd ip die dazu 
gehörigen Werthe der Mittelkraftswinkel, 
so hat man 


lg ,p'-lgtpz= 


Algg'-g’ 


^}9/l - 

A + !f lg tf 


A+ 'i' lg 

_ A sin 7 ' — 7’ cos 7 ' A sin 7—7 
A cos <f'+ <f' iii 7 ’ A rot 7 -f 7 «in 7 
_ tiii(7' — 7)- A (7' - 7) CO« (7’ — 7)-|- 7’ 7 sin (7 '-7) 


(A CO« 7'-!- 7’ «in 7’)(A cot 7 H- 7 «in 7) 


- A* -f 7 ' 7 — A(7-’ - 7)cot (7*- 7 ) 


(A CO« 7 ' -)- 7 ' «iw 7 ') (A CO« 7 7 «in 7) 


. — «iw (7'- 7) 


(&) 


Aus dieser letzten Form der Tangen- 
tendifferenz ersieht man, dafs das Vor- 
zeichen derselben blofs von dem des Zäh- 
lers abhängt, denn der Nenner und der 
zweite Factor sind positiv. 

Es kommt also darauf an , für welche 
verschiedene Werthe von 7’ nnd 7 der 
Zähler positiv nnd negativ ist. 

Nun ist (7 7) co( (7 ■- 7) = 

immer kleiner als 1, kann aber mit Ver- 
minderung von 7'- 7 dem Werth 1 be- 


liebig nabe gebracht werden. Daher ist 
auch A(7' — 7) CO» (7' — 7) immer klei- 
ner als A und kann durch Annäherung 
von 7’ an 7 dom Werthe A beliebig 
nahe kommen. 

Da nnn 7' > 7 so ist i/'g >7’ 
und A* -|- 7'7 > A* -f 7* 

Die erstere Summe kann aber wieder 
der zweiten durch Annäbrung von 7’ an 
7 beliebig nahe gebracht werden. Ans 
beiden Vergleichungen 


A(7'- 7)col(7'-7) <A 

A’ + 7>'7> > A* 7 ’ 

folgt A^ -p 7 '7 - A (7' — 7) col (7’ — 7) > A’-f 7> — A (ß) 


Es kann aber das erste Aggregat dem 
zweiten beliebig nahe kommen. 

Ist daher A’ -I- 7’ — A negativ, so kann 
7’ an 7 so nahe gebracht werden, dafs 
auch die linke Seite der Vergleicbung 


negativ wird , nnd dann ist lg ip' — lg ip 
ebenfalls negativ. 

Wird A’ + 5^ — A = 0 so wirdV’’ — d '=0 
oder v<’= 1)1. Wirdvonhierab A’-t-g’— A 
positiv , so wird aneh lg ip' — lg tp and 
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\lr* — 1 /' positiv und tg und \!j wächst 
dem Obigen nach fortdauernd mit dem 
Wachsthum von- (f. 

Denn da A immer < als I ist, so ist 
A — positiv und für einerlei » con- 
stant; es ist also in dem letzten Fall 
(i‘^ >{a - A‘^ und A^ + (f^ — A wird mit 
dem Wachsthum von (f immer gröfser. 

Ueber das Verhalten des Z bei ne- 
gativem y4* -|- — A ist noch Folgendes 

zu bemerken; Für kleine Winkel ist nach 
dem Obigen auch negativ. Da nun 
bei A* + — A < 0 auch i;»' — tp < 0, 

oder ip' und ip absolut genommen, ip' -f ip 
<0 so mufs I// negativ gröfser sein als 
\p. Aus diesem Grunde wächst Z'f» ne- 
gativ vom Scheitel ab bis zu dem Werth 
von ip für welchen A'^ + — A = 0 ist, 

wo tg yp und ip ihre gröfsten negativen 
Werthe haben. Von nier ab nimmt ip 
wieder negativ ab bis zu dem Werth ip 

für welchen A = -^, wo ip = 0 ist und 
tg(f 

von hier ab bis tf = 90° wachsen lg ip und 
und Ip fortdauernd positiv, so dafs tp für 
fi in der untersten am Widerlager be- 
findlichen Fuge ein Maximum ist. 

Gibt man dem Ausdruck ju = lg ip 

_Ajg^ — ^ durch Division mit dem Nen- 

A + n tg K 

ner die Form 

« (1 -f <0 *«) 

= tgip = tg « - ^ 

80 ersieht man, dafs mit A zu- und 
abninimt, und da mit der Zunahme von 
n also mit der gröfseren Stärke des Ge- 
wölbes A abnimmt, so ist das Rückglei- 
ten eines Gewölbestücks anf der unteren 
Fuge um so weniger zu besorgen, je stär- 
ker es ist, und um so mehr zu erwarten 
je schwächer es ist. 

Die Praxis verlangt die Kenntnifs von 
dem inneren Zustand eines zu erbauen- 
den Gewölbes und will auch in dem vor- 
liegenden Fall nicht nur die gefährlichste 
Stelle desselben wissen, sondern auch 
’ dessen Verhalten und der Fortschritt der 
Nachtheile^ von der ungefährlichsten Stelle 
ab ist von Interesse. Aus diesem Grunde 
soll das Verfahren zur Ermittelung der 
fraglichen Punkte mit Zahlen erläutert 
werden. 

A. Auffindung des Orts, wo die 
Mittelkraft ll in die auf die Fuge 
gerichtete Normalo fällt. 

'Für .diesen Fall hat man den Zähler 
in Formel 2; 


oder 


Nach No. 15 ist 
für n = 1,01 

M = 1,1 
n = 1,3 
M = 1,4 


A = 0,88459 
^1 = 0,61320 
yl = 0,411GG 
A = 0,33070 


Um nicht den Bogen q> mit I.ogarith- 
men in Rechnung bringen zu müssen 
hat man 


also 


und 


Bogen q. = 

7- 

180° 


180 

q° = 

( 

71 

' Jfl = 

180 

^9 </ 

71 


TT 


(Bogen ff) 


Nun berechnet man 
180 

für »I = 1,01 log — - 

1,1 

1.3 

1.4 

Ferner .setzt man 


; q ° cul q. 


*9 ff 


111 . 


A = 1,7048040 

= 1,5457247 
= 1,3720013 
= 1,2853057 

JL-. 

^9 ff 

und berechnet log q -f log rot q. = L 
Man erhält, wenn man das Gewölbe 
hei n = l,Ql zum Beispiel nimmt. 

Für q = 33° L = 1,7059905 
(^=34° 7. = 1,7024912 

Es liegt also das gesuchte f/' zwischen 
33° und 34°. 

Man hat nach der Regula falsi: 

33° - g ' : 33° - 34° = 1 1 3 1 9 : 35053 

woraus q ' — 33° = • CO' = 20' 

und für 33° 20’ ist L = 1,7048440 
Nun ist wieder 

33° - 33° 20' : q ’ -- 33° 20' = 11524 : 200 
woraus q ' = 33° 19' 39" 
denn L für q’ ist = 1,7048041 

Es ist also der Winkel zwichen der 
Fuge und dem Scheitelloth, bei welchem 
Z */^ = 0 ist, wobei also die Mittelkraft /f 
normal auf die Fuge gerichtet ist = 
33° 19' 39". 

Für alle kleineren Winkel wird tg }'• 
und Ip negativ und es fällt die Mittel- 
kraft innerhalb des Gewölbes. 

B. Auffindung des Orts wo i!> sei 
neu gröfst e n negative n Werth hat, 
wo also die Mittelkraft dem Mit- 
telpunkt des Gewölbes oder dem 
Fugen halbmesser am nächsten 
liegt. 

Für diese Fuge ist A'^-\-q^ — A = 0 

12 
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Nun bat man = 0,88459 

i4» = 0,78255 

also Bogen tf = v'0, 10204 = 0,319437 


und Z <?; = 18° 18' 8" 

Man findet der Reibe nach aus For- 
mel 2, 


für 


tf = 0, also dem Scbeitel lg tl>~ 


A - 1 

» -f 0 


0 


tf= I/; = - 0,02267 vlirr-l^lg' 

tf = \i° tg\j> = -0fi‘2bbA !,!< = - 1°27J’ 

(/ = 18° 18’ 8" Ij i;i = - 0,02718 ^(. = -l°33j' 
(^ = 19° Ij 1/. = - 0,02705 ip = -I°33’ 

7^ =33° 19' 39" Ij il/ = 0 1^ = 0 


Am Scbeitel (7 = 0) also fällt die Mit- 
telkraft recbtwinklig auf die Scheitelfuge, 
Z ip ist = 0 und wäcb.st negativ bis 
lu seinem grüfsten Werth 1° 33J' von 
wo er wieder negativ abnimiut und hei 
tf = 33° 19' 39 " wieder lu Null wird. 

Die empdndlichste Stelle des Gewölbes 
für die Huckgleitnng ist die Widerlager- 
fuge. 

Nimmt man das sebwärhste Gewölbe 
für n = l,01, so hat m:in nach No 15: 
A = 0,88459. 

0,88459 - 
lg a 

Setit man für den nafhtheiligsten Fall 

<1® s 90° also Uugen « = “ 

= Qo und 

0,88459 

tq i/f s= —i 0,56315 

In allen den Fällen also, wo No. 8 die 
Versucbsiahlen für kleiner sind als 

0,56315 mufs das Gewidl>e stärker sein, 
oder die Fuge mufs am WiderUager einen 
kleineren Fufswinkel als 90° eroalten. 


Gleicbgewicbt.s eines überall gleich star* 
ken Krelsbogengewolbes und seiner Wi- 
derlager unter der Voraussetznng ermit- 
telt werden, dafs ein oberes Oe wölbe- 
stück als Keil wirkend das da ruu - 
ter befindliche znm Rückgleiten 
bringt. 

Hierunter ist verstanden, dafs ein oberes 
Oewülbstück vermöge der Keilwirkung 
nach innen gleiten will und mit die- 
.'iein Bestreben das darunter befindliche 
Gewtilbstnek die Einwirkung zum Glei- 
ten nach aufsen mittheilt. 

Die erstgenannte Wirkung des oberen 
Wolbstücks ist für ein Kreisbogengewolbe 
in No. 9 mit Fig. 659 betrachtet worden : 
das Wölbstück ABDF.y ein Kroisriogstück 
unter dem Cenlriwinkel g. erhält dadurch 
das Bestreben nach innen zu rutschen, 
dafs die aus der Kraft F und dem Ge- 
wicht Q bcrvorgeheiide Mittelkraft R rechts 
der Normale FH fallt und es i.«i für's 
Gleichgewicht (Formel 3) 

P- Q cot{if + t) = I)r*(/ rol{if 4 ») 

Ferner ist zu Verhütung des Rutschens 
nach inneo unter der Bedingung, dafs 
fl =z tg 1 ^ ist, im Ma.\iiuo (Formel 5) 


Für das Gewölbe n= 1,01 und /I =0,61320 
bat man für « = 90° 


*9 = 0,4660 

Für das Gewölbe n = 1,3 und 44=0,41166 


lg = = 0,25887 

Für das Gewölbe n = l,4 und 44 = 0,33670 


fg 1/' = ^’^— = 0,21435 


Alle diese Gewölbe haben für die Mit- 
telkraft am Widerlager einen Winkel i/', 
der kleiner ist als der Rcibungswiukel 
und sind somit gegen das Rü»gleiten 
eines Oewölbestüocs gesichert. 


18. £s sollen die Bedingungen des 


7 rol (7 -I' t) = 0,34788 
und der Uorizontalschub (/*) für die Keil- 
wirknng im Maximo (Formel II) 

F= 0,17394 («’- l)r* 

Mit diesem constanten Werth von P 
ist auch der dem Maximo entsprechende 
ZAC/f (Fig. 659) = 7 = 27° 18' für die 
folgende Ciitersuchung beseitigt. 

Die zweite W’irltiing, das Gleiten nach 
aufsen ist im Allgemeinen für das Ge- 
wölbe in No. 16 mit Fig. 662 untersucht. 
Hier ist AB DE das Oewölbstück, dessen 
Kanten AB und DE den bc.seitigten Ha- 
ximalwinkel in C bilden und das auf das 
untere Wölbstück DEEL mit der Uori- 
zontalspanuung in Ma.ximo 

= 0,17394 (n*- l)r» 

eiueWirkung zum Auswärtsgleiten äufsert. 
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indem das Gewicht beider Oewölbstücke 
zu dem einzigen Q Tereinigt der Uori- 
zontaUpannung P nachgibt, so dafs die 
Mittelkraft R aufserbalb de.s Gewölbes 

nuit. 


Die Formeln No. 16 beweisen übrigens 
ihre gänzliche Unabhängigkeit von der 
Lage des Punktes M, in welchem beide 
Kräfte P und Q sich schneiden und For- 
mel VIII gibt für’s Gleichgewicht der 
Kräfte mit der Reibung 

Ptatf - Q 

wo (f deo Winkel bedeutet den die un* 
tere Fuse beider Gewolbstücke mit dem 
ScheitelToth bilden. 


Setzt man nun 

für P den Werth 0,17394 («* - 1) 
für Q den Werth \ (n* — 1) 
iind dividirt Z&hler und Nenner mit 
I (n* — 1) r*, so erhält man 


^ 0,34788 ig(( _ 0,34788 -y co ty 
~ 0,34788 ~ 0,34788 co( 9: 

Der Werth von tg i/i wird also im Ma- 
ximum für 9 = 90°. Für diesen Werth 
bat man 


0,34788 

lgil>-~ - — = 0,22145 

Ks ist also lg 1 = .11 immer grüfser als 
der Winkel, den nach aufsen die Mittel- 
kraft R mit dem Lotb auf die Fuge bil- 
det, und es kann in Folge der Keil- 
wirk ungkeiu u n teres Ge WÜ1 bst ück 
nach aufseu rutschen. 


19. Es sollen die Bedingungen des 
Gleichgewichts eines gleich .starken Kreis- 
bogengewülbes und seiner Widerlager 
unter der Voraussetzung ermittelt wer- 
den, dafs ein unteres Gewülbstück 
als Hebel wirkend sich nach ein- 
wärts dreht. 


Ist Fig. 663 DEKL das Gewölbestück, 
welches das Bestreben bat, um die un- 
tere Innenkante L nach einwärts sich 
zu drehen, also die Fuge LK hei K zu 
öffnen , so prefst es mit der änfseren 
Oberkante U gegen das obere Gewölb- 
stück AOEB, es strebt dasselbe um diese 
Kante I) nach innen zu drehen und die 
Fuge DE bei E zu öffnen. Mit diesem 
Bestreben entsteht zugleich ein Gegen- 
druck des oberen Stücks ABDE.in der 
Unterkantc D der Scheitelfuge gegen das 
rechts betindlicbe Scheitelstück und ein 
Bestreben zu Oeffnung der Scheitelfnge 
in A. 

Es ist dieser Fall also der entgegen- 
gesetzte von No. 10 mit Fig. 660. Der 
Horizontaldmck wirkt dort In A, hier in 


B, und geht von B auf den festen Punkt 
D über, wo er der Drehung um L wi- 
dersteht, während dort eine Drehung um 
K vorausgesetzt worden. 

Die Kraft P, wirkt demnach mit dem 
Hobelsarm MO = x, auf die Drehaxe L 
um die Oeffnung der Fuge bei K zu bin- 
dern ; ihr entgegen wirkt Q in G mit dem 
llebelsarm (£o — G/)=(y”— s) indem 
sie beabsichtigt die Fuge in K zu öffnen; 
ferner bat das Gewicht Q' in G' dieselbe 
Absicht und wirkt mit dem Hebelsarm 
(iO — G’IV) = (j" — j'). Man hat also die 
Gleichung; 

Setzt man (wie No. 10) W = dem Ge- 
wicht beider Gewölbestücke, oder der nu- 
zon ABEL ; « dessen Abstand vom Senei- 
telloth, so ist 

0 -b 0' = »F 
s0 -b s’0’ = u\V 
daher P,x,?g"yV -u^¥ 
g IV (j"-«) 

wo y" — « der Abstand des Schwerpunkts 
des ganzen Gewölbestücks von der Kante 
L ist. 

A'ergleicht man diese Bedingung mit 
der aus No. 10 

Px‘<(g'-u) W 

so hat man in beiden die Länge w ' 
übereinstimmend, g' aber > g" folglich 
das Moment der wirklichen Scheitelspan- 
nnng für die Hebelwirkung gröfser als 
das für das Einwärtsdrehen eines unteren 
Wölbstöcks. Ist daher das Gewölbe mit 
der wirklichen Scheitelspannung im Gleich- 
gewicht, so wäre der Bedingung gemäfs 
P,x, gewifs gröfser als II' (9" — «), wäre 
Px‘ aber auch kleiner, so wäre 
PV - F,x, = (s' — w) IF - (y" - u) IF 

= (y’ - y") IF 

und es könnte das Moment der wirkli- 
chen Scheitclspannung von dem .Moment 
der Spannung für Einwärtsdrehen eines 
unteren Gewölbestückes nur flbertroffen 
worden, wenn g"> g' wäre, welche.« nicht 
möglich ist. 

20. Ein unteres Gewölbstflck, welches 
als Hebel wirkend sich einwärts dreht, 
kann mit diesem Bestreben ein olieros 
Wölbstück nicht als Keil zum Kückglei- 
ten bringen, denn die wirkliche Scheitel- 
spannung P' für die Ilebelwirkung ver- 
hindert das Einwärtsdrehen der \Völb- 
stücke, die Keilwirkung kommt aber erst 
dann in Betracht, wenn deren Scheitel- 
spannung P> ist als die für die Hebel- 
Wirkung P’ und dann verhindert die Schei- 
12 * 
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telepannnn^ P das Einwärtsdrehen der 
unteren Wolbstücke. 

21. In den bisherigen Cntersnchungen 
der Gewölbe ist jederzeit eine Enge im 
Scheitel angenommen worden, es fragt 
sich nun wie die Kräfte und Wirkungen 
sich verhalten wenn das Gewüll« einen 
Schlufsstein hat. Da nnn die wirk- 
lichen Scheitelsuannungen für die Keil- 
wirkung und fiir die Hebelwirkung die 
hervorragendsten Kräfte sind, so kann die 
Untersncbung auf diese beiden sich 1»- 
schränken. 

Es sei ABDE der halbe Schlufestein 
des Gewölbes von dem Gewicht Q in dem 
Abstand GJ = t dessen Schwerpunkts G 
vom Scheitelloth wirkend. Der AKstand 
DU der oberen Anfsenkante D vom Schei- 
telioth sei y\ der lothrechte Abstand AM 
der Kante D vom Scheitel A sei r. 


stein folglich mit dem halben Gewicht 
Q in der Stützkante D lotbrecht abwärts, 
beide Kräfte Q und (>' vereinigen sich, 
die Drehung des unteren Gewölbstücka 
EDLK um die Kante /. zu vollbringen, 
die Kraft P' wirkt die Drehung zu ver- 
hindern. Für's Gleichgewicht bat man 
daher die Momentengleichung in Bezie- 
hung auf die Axe L : 

{AO-AM)P„ =iLO-DM)Q-nLO-ON)Q- 
oder =(y"— S)P+(y"~»’)0 

„ (y"-4’)P' + (!t"-V)P 

woraus r„ = — ~ ' — 


oder 


p _y'\Q + Q')-±Q^yQ 

y 


Fig. 663. 
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Dasi dem Schlufsstein zunächst befind- 
liche Gewölbstück DKLH habe das (ie- 
• wicht Q', der Abstand G'iV seines Schwer- 
punkts G' vom Scheitelloth sei i, der 
<ler inneren Dnterkante L von dom Sebei- 
telloth seiiO = y”, und der Abstand tO 
der Kante L vom Scheitel A sei x'. 

Da nnn in AB keine Fuge ist, so kann 
weder in A noch in B Bestreben zur 
Drehung sein; die Ilebelwirkung kann 
also nur von dem Oewölbestück DKKL 
ausgehen, und es wird daun vermöge 
seines Gewichts Q' in G' das Bestreben 
haben, sich um (lio innere Unterkunfe L 
nach einwärts zu drehen; bierdiireh aber 
geschieht ein Druck dos Gewölbestücks 
gegen den Schlufsstein in der Kante D 
und der Schlufsstein wird in dieser Kanto 
D der Drehung um die. Kante h mit 
einem llurizonlulschube P„ Widerstund 
leisten. Das Gewicht des Sclilnlssteins 
wirkt ini Scheitelloth AH auf beide Ge- 
wölbehälilen zugleich, der halbe Scblufs- 


In No. 19 ist die Kraft, welche bei 
einer Scheitelfnge derselben Drehung um 
L widersteht 

' x' 

Q 

also ist F, - = (y — ») "t 

SC 

Es ist aber y > s 

folglich ist die Kraft P, bei einer Schei- 
telrnge gröfser als die Kraft P„ bei einem 
Schlnlsstein und mithin die Stabilität 
des Gewölbes bei einem Schlufs- 
stein mehr gesichert als bei einer 
Scheitelfnge. 

22. Für ein Gewölbe ist die Scheitel- 
spannung der Art bestimmt worden, dafs 
es den Äuforderungen der Stabilität ent- 
spricht. Die Abmessungen seiner Wi- 
derlager sollen so festgesetzt werden, dafs 
dieselben sowohl gegen das Verschieben 
als gegen das Umwerfen gesichert sind. 

Es sei Fig. 664 DEM KL. der Quer- 
schnitt des trapezförmigen Widerlagers, 
die halbe Spannung des Gewölbes = 6, 

Fig 664. 
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die lichte Höhe bis inr norizontalon der die Gewichtseinheit, wie hei den früheren 
inneren Oberkante des Widerlagers = », Unlersiichnngen = der Flächeneinheit, Q 
die wirkliche Scheitelspannung = /•’, der das Gewicht der Gewölhehälfte, d der Ab- 
Fnlswinkel h'IIJ = n, die innere Höhe des stand dessen Schwerpunkts vom Schei- 
Widerlagers = ä, die obere Breite dessci- telloth. 

bei) AVI = c,- die äiifsero Böschung KL Der Qnerschnitt des Widerlagers ist 
sei nfüfsig, die untere Breite DL = x\ = den Trapezen 

DEFH + EHKL = 1 (DF+ EH) • 0£ + 1 {HK + EL ) . EH 
Non ist DE= h 

EH=EJ + JH = k + cco$i, 

DE = c sin rr 

also 1 {DF+ EH) • DE = ^ (2A + c cos o)e • sin n 

HK — DL — DE — ML = X — e sin n — n • EH 

= X — c sin K — n (A + e cos n) = x — c (sin o -b » cos «) — nA 
EL = DL — DE = X — c sin « 

also i{HK+ EL) EH =[x — c lin a - ^n{k-{-e cot a)]{h + e cot n) • 

Mithin das Trapez DFHKL 

= X (A + c cot n) + (A + 1 c cos o) c • sin n — [c sin a — Jn (A — c cot re)] (A + c • cos a) 


welches der Kürze wegen bezeichnet wer- 
den soll 

Ax + B 

dann ist das Gesammtgewicht des Ge- 
wölbes mit dem Widerlager 
Ax + B+Q 

Ans diesem Gewicht entspringt au der 
Grundfläche des Widerlagers eine Kci- 
hung = ft {Ax + ß + 0) 

Also für’s Gleichgewicht und die Si- 
cherheit gegen das Verschieben des Wi- 
ilerlagers mit dem Horizontalschub 
P<ft{Ax+ B+Q) 

Man nimmt für die Sicherheit an, dals 
der Keibnngswiderstand mindestens um 
die Hälfte gröfsor sei als der llorizontal- 
schub, also die Gleichung für die Stabi- 
lität gegen das Verschieben ist 
lF = ft{Ax + « + (?) 

woraus 

1 _3P-2t.{Bi{f) 

2Va 


Der Uebelsarm des halben Gewölbes 
ist = X + A — d 

also dessen Moment in Beziehung auf 
A = (x -b A - d) (>. 

Ist das Gewicht des Widerlagers o, die 
Entfernung des Loths aus dessen Schwer- 
punkt von A = e so ist dessen Moment ■ 
in Beziehung auf die Kante A = e-f; 
der llorizontalschub hat den Hebelsarm 
a -b A mithin ist fürs Gleichgewicht und 
Sicherheit _ 

ß(o + A) <; (x + A — d) P + ey 

Auch hier soll der Sicherheit wegen 
das Moment iles Widerstandes das Ibfache 
von dem Moment der Schcitelspannung 
betragen. 

23. Den Horizontalschub eines Gewöl- 
bes zu bestimmen, dessen innere Wölb- 
linie ein Kreisbogen, dessen äufsere aber 
eino Horizontal linie ist, die noch anlser- 
dem eine nach ihrer Länge gleichmälsig 
vertbeilte Belastung trägt. 


Hat das Widerlager horizontale Fugen, 
so kann auf der obersten horizontalen 
Fuge ein Gleiten des Oberkörpers erfol- 
gen; alsdann wird die Stärke x in dieser 
Fuge und A von derselben Fuge bis zur 
inneren Anfänger-Kante F gemessen. 

Soll das Widerlager durch den Hori- 
zontalschub P um die Kante A nicht ge- 
dreht lind umgeworfen werden können, 
so darf das Moment des halben Gewöl- 
bes und des Widerlagers in Beziehung 
auf die Kante A genommen nicht kleiner 
sein, als das Moment des Horizontal- 
schubes P io Beziehung auf dieselbe 
Kante A. 


Fig. 1565. 
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A. Wenn die Wölbftigen bis lur ober- 
sten Horizontallinie sich erstrecken. 

Es sei BF die innere Wölblinie vom 
Halbmesser BC = r, die Stärke AB des 
Gewölbes im Scheitel = d, die Belastung 
der Horizontalen auf die Längeneinheit 
= 9, der Winkel HCB eines Wolbstückes 
= tf. Alsdann ist die Belastung auf die 
Länge AH = + <f)q lg if , 

Ist C der Schwerpunkt des Gewölb- 
stückes ABEH, dessen Abstand GM Ton 


dem Scheitelloth = s, der Abstand EJ 
der Bogenkante E von demselben Loth 
= y , der Abstand F.K derselben Kante 
von der Horizontalen AH = x, das Ge- 
wicht des Gewölbestücks ABEH = Q und 
die Scheitelspannung in A = P, so hat 
man für die Kante E als Drehaxe: das 
Moment der Scheitelspannung für die 
Hebelwirknng = der Summe der Momente 
von Q und f. D. h. 


= - \AH)AH-g 

= (y - ») 0 -b [» - 1 (e -I- d) I9 ()p] (r rf) 9 (J Ijr 
hieraus die Scheitelspannnng für die Hebelwirknng; 

P _ y [Q -f (r -i- dl 9 ty 9] - >0 - ^ (r -1- d)» 9 ly V 

X 

Nun ist 0 = ^CAH — Ausschnitt CBE 
= iACy.AH-iBC'<f 

= Hr + <{)* lg (f - i t»<f 

Ferner ist iQ = dem Moment des C^CAH — dem Moment des Ausschnitts CBE, 
beide Momente in Beziehung anf das Scheitelloth AC, 

Das Moment des A CAH in Beziehung anf AC ist 
A CA/f X 4 AH = l(r -I- d) >/y (jr ■ i (r 4 d) «y f 

= 1 («■ -b d)* ty ’qc 


Der Ausschnitt CBE ist = Jr’q:. 

Der Abstand des in der Ualbirnngs- 
linie von cp liegenden Schwerpunkts des 
Ausschnitts vom Mittelpunkt C 

i?' 

also der Abstand desselben vom Scheitel- 
lolh AC 

I ff (f.‘ 

und das Moment des Au.sschnitts in Be- 


ziehung auf AC 

- J * *? ■ *? . r X U = J r’ sin S(4 y) 
’f 

mithin da.« Moment des Gewölbestück« 
ABEH auf AC 

‘0 = !('• b d) ’ty *'! - .1 1-* <in 
Ferner ist y = r »■" <f 

XX r i d -■ r coi ff 

Substituirt man alle diese Werthe in 
den Ausdruck für P, so erhält man die 
.Scheitelspannnng für die Hcbeiwirknng: 


rsinif [j (r 4d)» ly r p - 4 (r4 d) 9 lg tf ] 

r d — r cos ff 

_ 1 (r 4 d) »<y »y - i r» sin \j<f) 4 Hr + d) ‘g lg »y 
r + d — r cot (f 

oder 


Fx- 


r(r4d)/y9:ii»9:[4(r4d)4j]-trV**»f -i('’+d)'<sV [J(''+d) + 9]4 Jr**«» ~ 


Nnn ist J r* sin -^ = 4 r' (1 - cos (jt) = 4 r’ [d 4 r (1 — cos 9:) — d] ' 

= 4 [d + *• (1 - cos 9)] — 4r ’d 

Diesen Werth für das letzte Glied und mit dem ersten Gliede Torangesetzt gibt 
fi_ 4 »'*[d 4 r(I-coi 9 )] r (r 4 d) ly 9 «in 9 [!('' 4 d) 4 9] - fr >9 sin 9 
d 4 r (1 — CO« 9) d 4 r (1 - CO« 9) 

_ 4 (r 4 dl »/y ^9 [4 (r 4 d ) 4 9) 4 jr »d 
+ r (i — CO« y) 


r i- d — r cot (f 
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also 

ir ‘<1+ i (r + V (» + - ['•Ir + <0 (? + >3 V ~ i’' ‘f\ <F 

ä+r(,l-cotq) 

oder mit )r dividirt; 

) rd-^— ^ L + Ltj*) ,J _ [(r + </) (2j + r + <0 /J T - r *<jr] T 

= ir‘-* ^ ^ ^ 


r + d 


— COI<f 


Das zweite Glied des Ausdrucks für 
P bleibt für jeden Werth tou tf subtrac- 
tis, denn für (^ = 0 und für (f =■ 90° ist 
der Nenner positiv. Für ly =0 wird der 
Zähler = + J rd und für t( = 90° wird der 
Zähler = + °°. L'm also das Maximum 


von P flir die wirkliche .Scheitelspannnng 
zu finden, hat man nur nöthig, von dem 
zweiten Gliede das Minimum zu be- 
stimmen. 

2. Die Scheiteispannnng für die Keil- 
wirknng ist nach Formel 1. 


[0 + ('• -I- d) 'y <f • ?] cot (<F -i- ») 

= li (r + d)’ 'J 'f - i*" ’f ■K'' -h d) » <S V J col (</ + i) 
= 1 [(>• + d) (r + d + 2j) »j qr - I ‘‘iß rot (if + f) 


Eine leichte mit Logarithmen auszn- denselben Bezeichnungen mit Fig. 665, 
führende Proberechnnng ergibt den Z<f' und wenn man noch (len änfseren Halb- 
für's Maximum von Pund P; das gröfste messer AC mit A annimmt, das Gewicht 
beider Maxima ist der wirkliche Horizon- 0 = dem Querschnitt BEDML = dem 
talschnb des Gewölbes. Trapez PDML — dem Kreisausschnitt CA^. 

B. Wenn die Wülbfngen nicht bis zu 
der änfseren horizontalen Linie sich er- 
strecken, sondern nur die Fugen eines 
ans concentrischen Kreisbogen Mstehen- 
den Gewölbes sind, welches bis zu der 
horizontalen Oberfläche üliermauert ist. 

Es sei nun AllOE der Theil des Ge- 
wölbes, von welchem der llnrizoiitalsrhub 
entsteht. Für den iiachtheiligsten Fall 
soll vorausgesetzt werden, dafs die L'eber- 
mauernng in einer lothrechteii Fuge f)H 
sich trennen kann. Ist dann die Bela- 
stung durch dasselbe Material von der 
Höhe AL = y gegeben , so hat man bei 


I*ig. 666. 



= } (ft + DM) ML - CHE 

iKD + q) + {R + q ~ R coi 7)1 X K «in 7 - Jr >7 

0 = (H -b y — lA CO« 7 ) Ä «in 7 — ’y 

Das Moment von Q in Beziehung auf das Scheitelloth CL ist = dem Moment 
des Trapeze« CDML— dem Moment des Kreisausschnitts CBE. 

Der Abstand des Trapezes von CL ist = 

,^,CL + 2DM .„. A-by-l- 2 (A 4 y-Aco« 7 ) 

* Ct + DM “ A -I- y -b A -I- y - A CO« 7 

. 3 (A -b y) - 2 A CO« 7 

’ ^ 2 (A -b y) - A CO« 7 

Dies mnltiplicirt mit dem Trapez (A + y — }A co« 7 ) A «in 7 gibt das Moment 
des Trapezes 

= i A’«in *7 •[3(H + y)-2Äco«7l 
hiervon das Moment des Kreisausschnitts nach A 
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= l (^i]r) = Jr’(l — rot rf) gibt das Moment von Q in-Beiiehung auf CL 
= i • Q = i t<n '■‘tf [3 (ß + j) — 2/1 co> ly] - J r* (1 — cot <f) 
iHid das Moment auf die Kante ß als Drehkanto genommen = (y - ») ß. 

L»as Moment der Scheitelsnannung in der Richtung AP auf dieselbe Kante ß 
genommen ist - /' • EK = Px, folglich 
a-/” = (y-i)(> 

oder (ß — r cos if) P' = (r sin </ — s) (t 
also 

(U — r cos (f)P’ = r sin if Q— i(t = r sin i/ [(ß + y — 4ß cos if) ß sin <f — t r ’y | - sQ 
Für j(> den obigen Werth gesetit und reducirt: 

/>' = ^ + ?) (*• ~ — t li(3r ~2R ) cot If ) — 4 y sin qc + i (1 - cos (f) 

ß — r cos ff. 

Oder wenn tmin wie früher — = n und noch --=m seUt: 

r r 

p— " V [(" + "*) (1 ~ f") ~ — 2n) ent ff"] — i<f sin y + 4 (1 — cos y) ^ 

n — cos ff 

Es ist nun in einem gegei>enen Fall bei bekanntem n nnd m der z <r für's 
Maximum P’ als die wirkliche Schoitolspannung für die Hehelwirkung zu ermitteln. 
2. Die Scheitelspannung P für die Keilwirkung ist nach Formel I: 

/’= 0 rol (y + r) = [ß + y — Jß cos y) ß sin y — jr *y ) rot (y + r) 

= |(n + in — |n ros y ) n sin y — i y] r“ cot (y + t) 


Dieser .Vusdrnck gibt für’s Maximum 
die wirkliche Scheiteispannung für die 
Keilwirkung. 

•24. E a hie II heispiel für ein Kreis- 
bogengewülbe. 

Es soll die Stabilität eines Ciewölhes 
untersucht werden, welches'in Form eines 
liallikrei.ses eine Spannung von 20 Knfs 
und eine flurchwcg gleichförmige Stärke 
von 14 Fnfs hat; ferner soll liie .Stärke 
der Widerlager bei deren Höhe von 12 
Fuls gefunden worden. 


Es ist (s. No. 9) ' 

r= 10', ß= 10+ 14 = lli' folglich 
n = 1,15 
n« = l,32’25 ‘ 
nä = 1,6209 

Die ScheiteUpannung im Maximo für 
die Keilwirknng ist nach No. 9 
1) i’= 0,17394 X (n» - l)r» 

= 0,17394 X 0,3225 S 100 = 5,ti095 
Die Scheitclspannung im Ma.\imo für 
die llebelwirkiing ist nach No. 1 


f' = l(n'‘- 
= IC.,125 


l)ra 


r y sin y + 0,10152 


|y,iny + .?!^^‘ 

n — cos tf w* — 1 J 


U5- 


cos (f. 


- 1,076»] 


Der Tabelle No. 12 zufolge versuche Es ist also für P ein Maxi 

y zwischen 54'’ und 58“. mum. 


(Nach So. 14 rechnet man 

•■f '*(' y = V sin y 

Man erhält den ersten .Snmiuand 
Klammer 


y = ,')4'’ 

Summand 

^ 1,6435 

= 55" 


= 1,6443 

7 = 56° 

n 

= 1,6449 

7 — 57* 


= 1,6554 

7 = 58° 


= 1,6449 


‘2. r= lfi,126 (l,G,554- 1,0768) = 9, 32I>9. 

Woraus horvorgeht, dal's die Scheitel- 
spannimg für die Hehelwirkung grofser 
ist als die für die Keilwirkung. 

Die hypothetische Scheitclspannung hei 
dem Fnlswiukcl = 90'^ hat man nach No. 
13, Formel Vll a; 

3./-' = 4(»-.)r»[!n-4;^_i-J 

= 16,125 (1,57080 ~ 0,93634) = 10,19 1 
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Die wirkliche Scheitelspannanü für die 
Hehelwirkunp; ist also bedingunesmärsift 
kleiner als die hypothetische Scheitel- 
spannnng. 

4. Ob nach No. ItJ ein oberes Wölb- 
stäck, als Hebel wirkend, ein unteres nach 
aufsen verschiebt findet man für das 
Kreisbogengewölbe aus No. 17, Formel IX. 


kend lur Drehung nach einwärts nicht 
kommen kann. 

7. Die Widerlager sollen einen recht- 
eckigen Querschnitt haben. Um deren 
Stärae x au linden hat man 

Die gröfsere von beiden Scheitel- 
spannungen, die für die llebelwirkung 
= 9,3299 


; 

tjq. 

wo A nach Formel X = ist der Klam* 
mergröfse von P* im Maximo, also für 
<p = 57° 


A = 1,6554 - 1,0768 = 0,5786 
Non ist das Maximum der gedachten 
KückschiebeWirkung in der untersten Fuge, 
mithin ijp = 90° und 




in 


2^’»« = 0,371 
1,5708 ’ 


Die lothrechte Entfernung der horiaon- 
taten Scheitelspannnng von der unteren 
Aufsenkante desWiderlagers 1^'-|- lO'-b 12' 
= 23i’. 

Das Gewicht eines Widerlagers ist = 12x 
mit dem Hebelsarm ^x. 

Das Gewicht des halben Gewölbes 

= — • 0,3225 • 10’= 25,3290. 

4 

Dor Hebelsarm des halben Gewölbes 
io Beziehung auf die äufsere Widerlager- 
kanto findet man folgender Art. 


Da nun der geringste Werth von 
^ s= I =0,5 ist, so kann ein Ruckglei- 
ten eines Gewolbstücks auf dem Wider- 
lager nicht statt finden. 

5. Dafs durch die Keilwirknng eines 
oberen Wolbstücks ein unteres zum Aus- 
wartsgleiton nicht gebracht werden kann 
ist in No. IS nachgewiesen. 

0. Desgleichen weist No. 19 nach, dafs 
ein unteres Gewölbstuck als Hebel wir- 


Nach Formel 4, No. 12 ist die Entfer- 
nung des Schwerpunkts eines Kreisbo- 
gongewölbes vom Scheitelloth 
sin* ^{f n^-l _ • I - 1 

^ *n*— 1 ff' 

Für = »0® = also = J • “j— ^ »* 

also das Moment des Gewölbes in Be- 
ziehung auf das Scheitelloth 


— 1 TI 


- 1) r’ = J ("" - 1) »•" = J • 0.5209 . 1000 = 173,625 


' Nun ist das Gewicht dos halben Ge- 
wölbes = 25,3290 folglich der Abstand 
des Schwerpunkts vom Scheitelloth 
_ 173,625 
* " 25,3290 

Mithin der Abstand des Gewölbeschwer- 
punkts von der äufseren Widerlagerkante 


= r-|-x— 5 = 10-bx — 

Und also das Moment 
auf die Aiirscnkante = 


173,625 

25,329 

dos Gewölbes 


( 10-bx) 25,329 - 1 73,625 = 25,329x -|- 79,665 
Das Moraeul des Widerlagers = 

* |x • 12x = 6x* 

Mithin das gcsamrato Widerstandsmo- 
ment = 


6x‘ + 25,329x + 79,665 
und das Moment der Scheitelspannnng: 
9,3299x231 = 219,2526 


Man hat nun für die Sicherheit des 
Gewölbes; 

I. Gegen das Verschieben des Wider- 
lagers : 

Das Gesammtgewicht von Gewölbe und 
Widerlager = 25,3290 -t- 12x 

Die Scheitelspannnng =9,3299 
also für s Gleichgewicht und für die Si- 
cherheit die Vergleichung 

f, (25,3290 -(- 12x)i> 9,3299 

Wenn man für den kleinsten Werth 
= f nimmt, so ersieht man, dafs das Ge- 
wölbe gegen das Verschieben der Wider- 
lager hinreichend geschütrl ist. 

Denn nach No. 22 soll der Uoibungs- 
widerstand das IJfache der Scheitelspau- 
nung betragen, also 
1(25,3290 b 1 2x)= 1 • 9,3290=13,9948 
oder 6x =13,9948-12,6645=1,3308 

also X nur =0,22... 
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Es mufs aber die Breite des Widerla- 
gers mindestens = der Gewölbedicke = 1,5 
sein, wobei also ein Verschieben dessel- 
ben nicht möglich ist. 

Gegen das Umwerfen des Widerlagers 
um die äufsere Kante hat man die Glei- 
chung fiir's Gleichgewicht 


bf* -I- 25,329x -f 79,666 = 219,2626 ' 
Nach No. 22 soll für die Sicherheit des 
Gewölbes das Moment des Widerstandes 
ans der Belastung mindestens das fache 
des Moments der Scheitelspannung be- 
tragen: 


Mithin bx- -b 25,329x -1- 79,665 = j • 219,2526 = 328,8789 
Diese Gleichung geordnet ist 

X» -f 4,221 5x- 41,6316 = 0 
woraus x = — 2,11076 ± 1^45,9868 ^ 

= - 2,11075 -f 6,78136 = 4,67061 Fnfs. 


26. Zahlen bei spiel. Die vorige Auf- 
gabe mit dem Unterschied, dafs die Höhe 
der Wölbung nur ^ der Spannung beträgt. 

Dieser Aufgabe entspricht die neben- 
stehende Figur. 

Es ist gegeben DF =*20' 

JB = i.20’ = 6|' 

Um nun den Halbmesser CD = r zu 
bestimmen hat man 

Sehne DB*=DJ^-\-JB^= lOH 6!)* = 144* 
Nun ist 2^CDxJB = BD* 
also 2r*6j = 144* 


woraus r= 10J = 10,833.... 

ferner /4ß= 1,600... 

hieraus AC= R= 1 2,333 . . . 

, , , 12,33... 74 , 

folgUd. - = iö;i3r,= 65 = >-'3»5 

»* = 1,2961 
«» = 1,4766 
r’= 117,3611 

Bezeichnet man den Fnfswinkel der 
Fuge DE mit dem Lothe mit n so ist 
dieser = ^ACD und 

DJ 10 

ttn « - ^ “ ^>^^23077 

woraus n = 67" 23' 

Der gröfste Horizontalschob für die 
Keilwirkung ist nach No. 9, Formel II. 
1. P=0,17394(»*-l)r* 

= 0,17394.0,2961 •117,3611 
= 6,04462 

Der gröfste lIorizontaLschub für die 
llebelwirkung hat nach No. 12, Ta- 
i)cllc den Maxinialwinkel höchstens 
04" 9’ 60"; der Bogen dos halben Ge- 
. wölbes ist 67" 23' mithin ist der Ma- 
ximalwinkel in demselben mit begrif- 
fen. Man hat nach No. 12 die Sctiei- 
tclspannung 


Fig. 067. 



F = t («3 - I) r» 


if sin (f -1- 3 


»* - 1 

«+1 


- 3 -— I 


= * .0,2961 • 117,3611 


n — cos (f 


] 


,1385 — cos (f 

Eine Proberechnnng mit dem ersten Summand der Klammergröfse ergibt für’s 
Maximum = 56° 20' 

Demnach ist 


/"= 17,3753p 


- 1,0706 


arc 56° 20' x sin 56° 20' -b 0,1482 

i', l385 - cot 56° 20' 

= 17,3753 X (1,6646 - 1,0706) = 17,3753 • 0,584 


|=17,3753r;^ 

J Lo,s 


9665 


58414 


1,0706 


] 


2. P'= 10,1470 

Es ist also die Scheitelspannung für die Hebolwirkung gröfser als die für die 
Keilwirkung. 
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Die hypothetische Scheiteispsnnnng für den Fnfswinkel 67° 23’ hat man nach 
No. 13, Formel VII, h 

' r n' - 1 1 

P" = J (»^ - » >■’ 1 « «' i« - ä i)J 

= 17,3753 . [arc 67° 23' X cot 33° 41’ 30" - 1,070G) 


3. P" = 17,3753 X 0,6934 = 12,0481 
Die wirkliche Scheitelspannung für die 

Hebelwirkung ist also bedingnngsm^sig 
kleiner als die hypothetische Scheitel- 
spannung. 

4. Ob nach No. 16 ein oberes üewöl- 
bestnck als Hebel wirkend ein unteres 
nach anfsen verschiebt findet man für 
das Kreisbogengewölbe aus No. 17 , For- 
mel IX 


•9<P = 


•9<f 

Ij (f 


wo A die Klammergröfse für f — 0,584 
bedeutet. 

Es ist demnach, da das Uaximum von 


<0 0 für den gröfsten Werth von (f, also 
für den Fufswinkel = 67° 23’ entsteht 


; = 0,067 


0,58 4 - 0,490 
0,24330 -I 1,17606 
Der geringste Werth von = 191 ist 
= 4, mithin ist die gedachte Wirkung 
nicht in besorgen. 


No. 5 und 6 dor Wirkungen, deren bei 
dem Kreisbogengewölbe Erwähnung ge- 
schehen, können hier noch weniger ein- 


treton. 

7. Die Scheitelspannung, mit welcher 
das halbe Gewölbe um die unterste Anfsen- 
kante E gedreht wird, ist nach No. 13, 
Formel VIII, b 


P" = l(a’-l)r’[ocol(i.<)- 1 



Der Hebelsarm ist = AC - CE co» n = Ä - H coi n = ar (l - coi «) 

Daher das Moment von P" in Beiiehung auf die Kante E 

9« P" = 5 («» - 1) H [nn cot (Jo) (1 - CO» «) - J (1 - <•“» «) ] 

= J (n’ - 1) r» [^on »in n - I (' - <•«» ")] 

= 1 .0,2961 • 10,833... •(>.13»ü.«rc 67° 23' • lin 67°23'- 1,0706(1 - ro. 67° 23')] 
VI P'’= 188,232 (1,2360-0,6589)= 108,6255 

Nun ist HE = DE ■ fino= 1,5 .»in 67° 2.3 = 1,38462 
EK = 12 -f OE • co$ ff = 12,57684 
Das Moment des Trapezes OEKH gegen EK also 

J (»H -i EE)x //Ex 5 = i IIKHI--K ! 

= J • 1,38462» • (12,57684 -• 24) = 1 1,6870 


Mithin die Summe der Momente des 
halben Gewölbes und des Trapezes in 
Beiiehung auf die iothrechte EK 
= 108,6255 + 11,6870= 120,3125 

Nun ist der Inhalt des halben Gewölbes 
= } (n* - 1) r> • orc 67° 23' 

= 17,3750 X 1,1 7606 = 20,450 
Der Inhalt des Trapezes 
= \(DH + EK)HK 

= J • 24,57684 X 1,38462 = 17,015 

Die Summe beider Inhalte = 37,465 

Daher der Abstand des gemeiiischall- 
lichen Schwerpunkts von Gewölbe Tra- 
pez von der lothrechten EE = 


, , , ,1’20,3125 

und von der Kante L = x + -.7;^,-=- 
37,465 

Daher die Summe der Momente des 
Gewölbes und des Trapezes in Beziehung 
auf die Kante L 


®l = 37,465 


37,465 / 

= 37,465 -X + 120,3125 


Hierzu kommt nun das Moment des 
Rechtecks EL 


= £Exf.ExJtE= Jx». 12,57684 
= 6,2884 X X» 

Folglich ist das Moment dos halben 
Gewölbes und eines Widerlagers in Be- 


ziehung auf die Kante L 

6,2884x»-b 37,465x -b 120,3125 
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Nun ist der lothrechte Abstand de.s 
.Scheitels A Ton der Kante L 
li + 6J + 12 = 20J 

Die wirkliche Scheitelspannnng I* war 
10,147. 

Deren Moment auf die Kante L also 
• = 20Jx 10,147 =204,63. 

Der Sicherheit wegen soll das Moment 
des Widerstandes das Ijfache der Schei- 
telspannung betragen 

= IJx 204,63 = 306,95 

Demnach hat man die Gleichung für 


Sicherheit 

6,2884** + 37,4§5* + 120,3125 = 306,95 
und geordnet 

*» + 6,9578* - 29,6796 = 0 
worans » = - 2,9789 + 6,2091 = 3,2302 
Daher die Stärke HL des ganzen Wi- 
derlagers = 3,2302 -b 1 ,3846 = 4,6 1 48 
26. Wenn man bei solchen Berech- 
nungen die Logarithmentafeln Termeiden 
will, kann man die Fuge des gröfsten 
Horizontalschnbes unter dem Z <7 = 00° 
annehmen, dann hat man 


/> =}(n»- l)r» 


orc 60° • siit 60° ) 


n>-l 

n-M 


60° 


Nun ist orc 60° = jj^ 

siM 60° = 11 = 

CO» 60° = 0,5 
Daher in dem letzten Beispiel: 


I» — cof 60° 
s 4-n 


a’^l 


a = 
J13 


!.■= 17,3753 

= 17,3753 r - 1,0706 I = 17,3753 X (1,6525 - 1 ,0706) 
L 0,6385 J 


= 17,3753 X 0,5819 = 10,1 107 


In dem Beispiel hat man, mit dem Nun ist ßfl* = X 2('ö = 2r* 
wirklichen Maximalwinkel if = 56° 20' ge- gO j , 

rechnet 1^ = 10,1470, welches einen nur also »i»}n = 5— = 2r ^ ~ I 2~ 
geringen Unterschied ausiuacht. ^ ' 

Um nun für die Ermittelung der Stärke 
dos Widerlagers den Fnfswinkol o oin- 
führen zu können hat man 

sin Jn = der halben Sehne BD diTuiirt Nun hat man zur Bestimmung eines Bo- 
duich den Halbmesser r. gens aus dessen Sinus die Reihe (s. arcus) 


Nun ist A = 63 ; r = 10) 

I 2 • 101 ^ 13 ^ 0,554703 


1 3 3*5 

orc sin ( j«)= »in 3« + (»in’ J o) • (»•»* i «) + . 2 T 4 T 6 T 7 + • 


Eine Reihe, welche so conTergirt, dafs 
man nur 4 Glieder zu berechnen nöthig 
hat um den Bogen auf 4 Dccimalstclien 
genau zu erhalten. 

Für »in (In) den Werth 0,55470 gesetzt 
erhält man 

sin(}n) = 0,55470 
{ »in’ (i«) = 0,028446 
^0 »in’ (3«) = 0,003938 
,3, »in’(3«)^0,000721_ 
mithin 3« = 0,5878 

und 0 = 1,1756 

In dem logarithmisch berechneten Bei- 
spiel ist n = 1,17606. 


Es liegt dieser Unterschied darin, dafs 
der / 67° 23' ohne Seennden angegeben 
ist. Es ist nämlich 

0,923077 = »in 67° 22' 49" 

Aus dem gefundenen Bogen hat man 
nnn das Gewicht des halben Gewölbebogens 
= 3 (»’- 1) »* o = 1 7,3753 X 1,1756 = 20,4263 
(anstatt 20,450). 

Die Entfernung des Schwerpunkts des 
Kreisringstücks ABDE Tom Mittelpunkt 
ist ebenfalls logarithmisch-trigonometrisch 
berechnet. Um die» tu Termeiden hat 
man nach No. 12,, Formel 4 den Abstand 
des Schwerpunkts Tom Scheitelloth = 
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n>-l tin’if 
'«>-1 


Nun ist *irt 

, b ’-1 h 


2r 


also * = J — - - 

n ‘ 1 

folglich das Moment des halben Gewölbes 
in Beziehung anf das Scheitelloth 
= } (»* — 1) r*n • » = J («* — 1) Ar* 


Nun ist der Abstand der Axe AC Ton 
der LM = X + a, wenn x die Stärke des 
Widerlagers und a die halbe Spannung 
= DJ bezeichnet Dieser Abstand mul- 
tiplicirt mit dem Gewicht des halben Ge- 
wölbes ist = J («* - 1) (j- o) r*ir. 

Ilierron das Moment in Beziehung auf 
AV abgezogen, gibt das Moment des hal- 
ben Gewölbes in Beziehung auf die Axe 
L!fh 


9R /x’ = }(«>_l)(x-Po)r*n-}(i,>- l)Ar> 

= } 0,2961 (* -f 10) 117,3611 • 1,1756 - i -0,4755 • 6| ■ 117,3611 
= 20,42641-1-80,261 


Nun ist die fehlende Höhe über HD 
= ML-DH = k’ 
und h'-.ED = CJ;CD 
oder A';Ä — r = r — A:r 

woraus = *^ = (B-j)(r-A) 

= 0,1385(10} - 61) = 0,5771 
Niiuint man hierron die Hälfte und 
setzt die Höhe des Widerlagers im Mit- 
tel 12 -f -^= 12,2885 so ist das Moment 

des Widerlagers in Beziehung auf die 
Kante t = J hx* = 6,14425 • x* mithin das 
ge.Haininte Moment des Widerstandes 
G,I4425ar^ + 20,4264x + 80,261 
Pie Scbeitelspannung P ist gefunden 
10,1107 

der Ilelielsarm = 20} 

also deren Moment in Beziehung auf die 

Kante L = 

10,1107 x20J = 203,899 


und der Sicherheit wegen 

f • 203,899 = 305,848 

daher die Momentengleichung in Bezie- 
hung auf L 

6, 1 4425 X* + 20,4264 x '+ 80,261 0 = 305,848 
und geordnet 

x> + 3,32Cx- 35,9014 = 0 
X = - 1,663 -f- 1- 38,6^ = 4,545 

Durch logarithmischo Rechnung ist 
x = 4,6148 gefunden. 

27. Zahlenbeispiel. Es soll der 
wirkliche Uorizontalschub eines KreUbo- 
gengewülbes bestimmt werden, dessen 
Fugen bis zu der Scheilolhorizontalen 
reichen, und welches ül>er dieser horizon- 
talen noch gleichinäfsig belastet ist. Der 
lichte Halbmessersei lüO Fufs, die Starke 
des Gewölbes im Scheitel 3' und die Be- 
lastung sei = einer Cebermauening auf 
2' Höhe. 

No. 23, A mit Fig. 666 gibt die Formel 
für die Scbeitelspannung aus der Hebel- 
Wirkung 


4 rd -I- (q + “^) V “ [(r + d) (2 7 + r -b d) y — r* y I «n qp 

P» = ir» - 1 ü 5: 

r -f d 

ros a 

r ^ 

Hierein die Werthe 100 für r, 3 für d und 2 für q gesetzt, gibt 
p =: 1?^ _ i 200 +^106,09 • 36,33 - (10.V 10 7 -fjy- 10000 y) »n q 

3 * 1,03 — ros ff 

= 3333» - » + 3854,60 tg^ - (U02Ug q - 1000 0 

* * 1 ,03 — roj q 

= 3333» - 5000 0 .3854 0 lg *q - (M_021 g ) sih tg 

» 1 ,03 - cos (f 

Man erhalt den Quotient des letzten Gliedes 
wv «.o 0,02 + 0,235287- 0,121796 

' ¥ z 0,2419893 -w.oojot 

ov TW- ,.o 0,02 + 0,29128 - 0,15906 


J 


Digilized by Google 



OewöUie. 


190 


Gewölbe. 


Es ist mithin für für if =39° die Sebeitelspannunß ein Haximuiu und 
/* = 3333} - 5000 X 0.55 1 62 = 575 


Die Scheitelspanniinf; für die Keilwirkung ist narb No. 23, B 
l[(.r+d)(.r + d+2g)lg (f - r'(f] cot (,<f + i) 

Setzt man hierein die obigen Wertbe für r, d und g, für r das Minimum 
26° 34' (lg r = }) .so hat man 

/■= } [103 . 107 • tj y - 10000 ] rot (<f + 26° 34') 

/■ = 5000 (1,1021 lg<f -g)eot{rf +26° 34') 


Den I.ogarithmns de.s ProdueUs der bei- 
den letzten Factoren erhält man 
für V = 46° hg = 0,026398 
47° hg = 0.027950 
48° /<^ = 0,027891 

mithin ist P für </=47° ein Maximum 
und P=533 

Es ist mithin die Srheitelspannung für 
die Hebelvirkiing gröfser als die der Keil- 
wirkuiie und datier P = 575 die wirkliche 
Scheitelspannung. 

28. Es soll der Horizontalschub eines 
gleich starken Korbbogeugewrdbes be- 
stimmt werden, also eines Gewölbes, des- 
sen Wölblinie ans mehreren Kreisbogen 
von verschiedenen Halbmessern liesteht. 

Es sei Fig. 668, ABJK ein Korbbogen- 
gewölbe, das obere Gewölbstück ABDE 
ans dem Mittelpunkt C mit <len Halb- 
messern BC = k, AC = nB unter dem 
Z.ACU = n beschrieben. Das zweite Wölb- 
stück DEFH ans dem Mittelpunkt C mii 


den Halbmessern DC' = mr und EC‘ = r 
unter dem Zß beschrieben u. s. w. bis 
zum Widerlager. 

Bestimmt man die Momente der Wölb- 
stücke ABDE und DEFH in Beziehung 
auf die Kante F, so ist deren Summe 
das Moment des ganzen Wölbstücks ABFH 
in Beziehung auf F, und hieraus ist dann 
die Scheitefspannnng zu finden. Aus 
den vorstehenden Vorträgen ist aber das 
Moment des Gewölbstücks ABDE nur 
auf die Kante E zu bestimmen, weil mit 
dieser Kante die Radien «B, R ihr Ende 
haben, und das Moment des Wölbstücka 
DEFH in Beziehung auf F ist erat dann 
zu bestimmen, wenn man das bis zu dem 
dem Bogen HD zugehörigen Scheitel A' 
mit iii Rechnung bringt. 

Es sei M das Moment des Wölbstücks 
ABDE in Beziehung auf E, desseu Oe- 

jH 

wicht = 0 , so ist -p der Abstand , des- 
sen Schwerpunkt von der Kante £. 

Folglich der Abstand desselben Schwer- 


Fig. 668. 



punkU von der Kante F= + FL und 

das Moment von ABDE in Beziehung 
auf F=HJf FL- Q. 

Ergänzt man das Wölbstück DEFH 
bis zum ächoitelloth A'B' so trilR die 
mit AC parallele A'C den Mittelpunkt 
C des Bogens HDÄ. 

Ist nun das Moment des Gewölbestücks 
A'B'HF in Beziehung auf die Kante F 
= lU', das des Gewölnestücks A'B'DE in 
Beziehung auf dieselbe Kante F = M" so 
ist M’ — M" das Moment des Wölbstücks 
DEFH in Beziehung auf die Kante F und 
das Moment des Wölbstücks ABFH in 
Beziehung auf die Kante F 

= »I + F‘L-Q + H - M" (I) 

Nun ist No 12, Via, die Formel für 
den Horizontalschnb P wenn dessen He- 
belsarm = (it — cot <f) r ist. Multiplicirt 
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man mit diesem Hebetsarm, so erhält man das Moment von P*, und wenn man 
R für r nnd n für <f setzt, so entsteht das Moment 

jtf = { (n* - 1) Ä’ l^n si» « - J I (■ — ")J 

Nach No. 12, Formel 1 ist 
e = J (*» - 1) Ä> n 

Ferner ist FL = FN — LN= r [u'n (n + /?) - sin i>] 

Nach No. 12, Formel Vl,a wie so eben M auch 

*'={(m»- l)r>[(« + ^)si.i(« + /9)- (l-cos(«-( «ij 

und M" = } (m* — 1) H |^tt sin n — J | (1 — ros n)J 

Diese Werthe in den Monienteiiausdruck I ffesetzt, gibt das Moment der Scbei* 
telspannung für das Gleichgewicht und die Sicherheit: 

AO X I*' < } («* - 1) Ä* |^(ß — r) « fin n + ra iin (« + j“?) - J | Ä (1 — *') j 

+ 5 — 0 r* |^(« -i ß) »in (ft -i-ß)- asinn—\ l*'o» « - (« + /*)l] 


Nun ist 

AO = AC- OC=AC - C'iV - er ro* n 
= nR — r roi (rt + /J) — (ß — r) eot ft 
Eben so wird weiter verfahren, wenn 
ein drittes, ein viertes ein ntes Ge- 
wölbstück, jedes folgende von kleinerem 
Halbmesser als das vorhergehende, zu 
dem halben Korbbogeii gehört und die 
Berechnung bis zum Widerlager erfolgen 
soll. 


29. Beispiel. Es sei Fig. (?68, der Halb- 
messer BC =: A = 100*, der Halbmesaer 
C'f' = r = 70*, die Stärke DE de.s Ge- 
wfdbes ,3', /:BCE = Hzz1ih^, ^ ECE=ß 
= 35^, HO hat maji die halbe Spannung 
FO = CC sifi fl -{- C F »in (f»+ ß) 

= 30 • fin 35® -P 70 • fin 70® - 82,98677 
» = 1,03 ; n* = 1,0«09; = 1,0927 

m= 1,043; = 1,0878: m^= l,i;146 

Es ist nun 


>40 X r = J • 0,0609 • 10000 I 30 • arc 35® . lin 35® + 70 • arc 35® • sin 70® - 

1 + >.0,0878. 343000 f arc 70'’- «in 70>" 

— arc 35° . sin 35° — } (co« 35° — cot 70°) 1 
’ 0,0878 ^ ' J 

= 304,5[10,51134+ 40,18179 - 18,35202] 

+ 15057,7 [1,14805 - 0,35038 - 0,48704] 

= 304,5x32,34111 + 15057,7 X 0,31003 = 9847,807 + 4008,338 = 14510,205 
Nun ist AO = AC-CC cot CCO - CF cot FCIS 

= 103 - 30 cot 35° - 70 co« 70° = 54,48403 


Mithin ist die sSchcitelspannung für die ser Winkel auf Korbbogen, besonders 
Hebelwirkung wenn sie aus mehr als 2 verschiedenen 

p._N516,205_ Bogen bestehen, ist weitläufig, umles ist 

~ 54^484 ~ besser in jedem einzelnen vorkommeiiden 

Es ist aber dieser Werth nicht das Ma- Proberechnungen anaustellen 
aimuni des llorizontalschulies. l’ni die- setze ziinäch.st /S — 0, so 

sen zu finden, hat man aus dem Vortrag man die Scbeitelspannung für die 

(No. 12 Tabelle) die.se.n Maximum für ei n- Fuge Oß. 
fache Kreisbogen. Die Anwendung die- Es ist das Moment derselben 

(«4C - CE cos I.) P' = (103 100 rof 35®) P‘ - 21,085 x P' 

= dem ersten Gliede (40x/*^ der rechten Seite der Gleichung 

» 30450 (0,36038 - 0,18362) = 5080,8 ^ 
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.und 


und 


„ 5080,8 

woruu. ^ = ^0-^5=241 

also kleiner als bei (^ = 35“) für die Fuge HF. 

II. Setzt man nun ,4 = 36“, also n + /4 = 71°, so hat man den Hebelsarm von 
P = 78,425437 - 22,789774 = 55,635663 

65.. . P' = 304,5 (42,760667 sin 71“ - 7,84068) 

+ 15057,7 [arc 71“ sin 71“ - 0,35038 - 1,02201974 (cos 36“ - nw 71“)] 

= 304,5 X 32,59023 + 15057,7 (1,17167 - 0,35038 - 0,50464) 

= 9923,725 + 4769,526 = 14693,25 
^^93,^ 

55,635663 

Uithin liegt das Maximum unter einem kleineren Winkel ß als 35°. 

III. Setzt man ß — 34“ so ist a + ß = 69°, der Hebelsarm Ton P ist 
78,425437 - 26,086753 = 53,339684 und 

53.. . ^=304,5(42,760567.8« 69°^- 7,84068)+ 15057,7(1,12429-0,35038- 0,47093) 
= 304,5 X 32,07975 + 1 5067,7 X 0,30298 = 9768,283 + 4562, 182= 14330,465 

63,339684 

IV. Setzt man ß = 32“, so ist o + /} = 67° 
der Hebelsarm Ton f’’ = 61,07426 

und 

61.. . 1^=304,5 X 31,52064+ 15057,7 X 0,28818 = 13937,362 

, „ 13937,362 „„„ „ 

= -^426 

V. Setzt man ß = 5“, also n + /9 = 40°, so erhält man 
den Hebelsarm Ton P = 24,80233 

24,8 . .P = 304,5 X 19,6453 + 15057,7 X 0,03348 = 5982 + 504 = 0486 
und /^=261 

Es liegt also das Maximum zwischen ß = b° und /! = 32“ 

VI. Für ß = 10°, also n + ,9 = 45° ist 
der Hebelsarm von P = 28,92796 

28. . P = 304,5 X 22,3950 + 15057,7 X 0,09067 = 6819,45 + 1305,28 = 8184,73 

und P = 283 

VII. Für /S=9“ also « + /J = 44° ist 

'der Hebelsarm von i^ = 28,07165 « 

28.. . /' = 304,5 X 21,8633 + 15057.7 X0,08088 = 0057,37 + 1217,86 = 7875,23 

und P = 280 

Der Maximalwinkel ß ist also grüfser als 9°. 

VIII. Setzt man ^ = 11“, also n + ^ = 46“, so ist 
der Hebelsarm von P = 29,799349 

29,7... P = 304,5 X 22,9187 + 15057,7 X 0,09991 = 6978,73 + 1505,77 = 8484,50 
und P = 285 

IX. Setzt man /? = 15“, also n + ;9 = 50°, so ist 
der Hebelsarm von P = 33,430305 

33. . ?■ = 304,5X24,9158+ 15057,7 X 0,13787 = 7586,85 + 2076 = 9662,85 
P = 2S9 

Der Maximalwinkel fl ist also gnifser als 15°. 

X. Setzt man /9 = 20“, also a + ß-bb°, so ist 
der Hebelsarm von P = 38,27509 

38.. = 304, 5X27, 1867+ 15057,7 X 0,1 8997 = 8278,34 + 2800,96 = 1 1 139,30 
P=29l 


XI. Setzt man ß = 2b°, so ist n + /J = 60° 
der Hebelsarm Ton P = 43,425437 

43,... P = 304,5 X 29,19227 + 15057,7 xO,23243 = 8889,046 + 3499,850= 12388,896 
P = 2S3 

Es ist mithin der Maximalwinkel ß kleiner als 25° und liegt in der Nähe 
von 20°. 
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XIII. Setzt man /? = 2I°, so ist « + /i = 56'^ 
und der Hebelsarm von P's 39,281934 

und 39,.. P' = 304,5x27,59943 + 15057,7x0,19422 = 8404,20 + 2924,50= 11328,7 
nnd /** = 288,4 

XIV. Setzt man ,?= 19°, so ist ff + ,4 = 54° 
und der Hebelsarm von P* = 37,280466 

37,2.. .#^ = 304,5X26,75234+ 15057,7x0,17564 = 8146,29 + 2644,73= 10791,12 
und P* = 289,5 

Rs ist mithin /9 = 20° der Maximalwinkel und das Maximum der Scbeitelspan- 
Dung, die in dom Korldmgen thätig ist, beträgt P' = 291. 


.30. Statik der Kuppelgewölbe. 

Das Kuppelgewölbe schlielst sich un- 
mittelbar an da.s Tonnengewölbe an. Das 
Kuppelgewölbe ist ein Tonnengewölbe, 
de.Hsen innere Widerlagerkante einen Kreis 
(oder überhaupt eine geschlossene Cnrve) 
bildet und dessen Bcneitellothe in eine 
einzige Linie fallen. 

Die auf dem Widerlager befindliche 
Kuüpel äufsert im Scheitelloth nach allen 
Rientungeu im Kreise herum Ilorizontal- 
spannungen, al.‘io in jedem Punkt der 
inneren Widerlagskante normal auf die- 
selbe und bei kreisrundem Widerlager 
radial und anf gleiche Länpn der Kante 
mit gleicher Gröfse. Die Kuppel hat in- 
nerhalb ihres Gewölbekörpers in keiner 
ihrer horizontalen Schichten waagerechte 
Spannungen oder Pressungen von Stein 
auf Stein, im Gegentheil in Folge der 
überall radial na^ aulsen wirkenden 
Schubkräfte auch äberall das Bestreben 
in ihren Fugen sich zu trennen. 

Aus diesem Grunde sind die Untersu- 
chungen für Kuppelgewölbe mit denen 
für Tonnengewölbe tHeselben. 

Es wurde zu weitläufig sein, die für 


das Tonnengewölbe vor^enommeneu Un- 
tersuchungen hier für die Kuppel ebenso 
auszudehueii und es sollen nur die eio- 
tretenden Spannungen erörtert werden, 
die bei einer Kuppel Vorkommen, die 
eine Kui^elscbale bildet , so dafs jeder 
Querschnitt durch das Scheitelloth ein 
concentrisches Kreisringstuck ausmacht, 
wonach es dann nicht schwierig ist, jede 
von dieser Form abweichende Kuppel 
ebenfalls zu untersuchen. 

Wenu man sich vorstellt, dafs das Krefs- 
ringstück AHUE^ Fig. 661, pag. 171, um 
das Scheitelloth AC eine vollständige 
Umdrehung macht, so entsteht eine ku- 
l^elformige Kuppel, deren Widerlager die 
in E zu (lenkende waagerechte Kreislinie 
zur Innenkante hat. 

Das Kreisringstück hat den Inhalt 
i (n’ - 1) if 

sein Schwerpunkt 0 hat vom Scbeitel- 
loth den Abstand 

sein Weg um die Drehaxe = 2m 

Mithin nach der Guldiniscben Regel 
der körperliche Inhalt des Gewölbes: 


K = 2n 


• *»n*(4a) n* — 1 . , _ . 

■1 -l)rV 


= i” ("’ — 1) r’ = in (»’- 1) r’ (1 — co« ij) 


(0 


Die Länge des Gewölbes ist offenbar 
die innere Widerlagerkante 2nr. Es 
kommt also auf die l.ängeneinheit 1 (Fufs) 
das Gewicht 

0' = j(«»- l)r>(l- cos.#) (2) 

Ein Tonnengewölbe vom Centriwinkel 
q und der Länge 2nr bat den Inhalt 

k = Kn*-l)r'<f,x27r = ((i> — l)nrV (3) 

und auf die Längeneinheit 

P = H»*- 1) »•*</' (f) 

Es verhält eich also der körperliche 
Inhalt und das Gewicht eines Tonnenge- 
wölbes au dem eines Kuppelgewölbes 
(?'(? = i ~ 1) (1 ~ eo» (t) (n’ — 1 J r '(jp 

III. 


oder (,=,.^^;.Lrpp ( 5 , 

Die Entfernung CJ des Schwerpunkts 
dieser concentrischen Kugelschale von 
dem Mittelpunkt C ist = 

— 1 

In derselben Entfernung von C liert 
also auch die Linie QJ, welche durä 
den Schwerpunkt 0 eines iwischen tweien 
durch das Schsitsllotb genommsnen Quer- 
schnitten begrenzten Oewölbeseraents 
waagerecht nach dem Scheitelloth ge- 
führt ist. 
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Theüt man nun das Gewölbe vom j y 1 

Scheitelloth aus in lauter sehr schmale 

Segmente, so liegt der Schwerpunkt jedes indem man diese Entfernung = der des 
einzelnen Segments in der durch die Linie Schwerpunkts eines Kreisringstücks vom 
GJ gelegten waagerechten Ebene und Mittelpunkt aunimmt. 
es ist sehr nabe Tlczeichnet man 6Y'.4 nut i/«, so ist 


CG CO» if/ = CJ 


uud 


_ * n* - i ^ ^ 1) <■<" 

<^'>”1'- . ,in(}» ) »^-1 (V-1)’ »in (iif) 

* }u 


( 8 ) 


Hat man ^ berechnet so erhält man 

• = CO X stH i}/ (9) ^ ^ • r . 

Die ScheiteUpannung P' in A des Ge- Gewölbes 3 , so ist 

wölbes auf die Längeneinheit des Wider- #i= 1,03; ii*=l,0G09; n*=l, 0927; 1,1255 


31. Beispiel. Es sei der innere Halb- 
messer der Kuppel = 100 Fufs, die Stärke 


lagers ist = 

fgy- O J ,_y-a . 

Es ist aber y = r sintf (10) 

j- = (n — rOÄ ^/) r (11) 

Mithin ist in jedem ^pecieIlen Fall eine 
Aufgabe der vorstehenden Art zu lösen. 


Nun ist 

AM = X = {« — cas r — 103 — 100 c»* y 
EM = y = r sin y = 100 sin y 
i = CG »in I// 

Jqr n^- 1 i(T' 


cos lU 


^ 0,1255 « 0,0609 

“ 0.0927* 


. „ . _ 0 48833 • (f 


P' = } (n*- 1) r* (1 - cai <f) = 309( 1 - cof qr) 
Für (f — 90'’ ist 

y = }.v ; sin y = 1 ; ros y = 0 ; 
hieraus y = 57®10* 
log cos ijf = 9,7.343214 
log sin y = 9,9243412 

ca = 101,478 X **" — = 91,3624 

i'» 

s = 91,3624 X ft« ij/ — 76,7554 
y= 100 sin 90°= 100 
X = 103 - 100 CM 90° = 103 
Q’ = 309 (1 - cot 90°) = 309 


und P = 


100^76,7554 
103 


309 = 69,73 


nnd 


X = 103 - 100 rot 70° = 68,7980 
Q’ = 309 (1 - CM 70°) = 203,3158 


P = 


93,9693-68,3363 


68,7980 
Für y = 60° ist 


X203,3158 = 76,05 


Bei diesem Gewölbe als Tonneneewölbe 
beträgt nach No. 12, Fnrinel VI, a, die 
Scheitclspanniing = 164. 

Für ff = 70° ist 

_ cof *35° 

cos tp = 0,48833 • arc • 70° • 
hieraus 

6/ = 45° 44’ 12" 

.IM 8'i° 

CG = 101,478 . = 95,2836 

arc 35 

s = CC tin 45° 44' 12" = 68,2363 
y = 100 fin 70° = 93,9693 


„„„ coi*30° 
cos <p = 0,48833 • arc 60° • 

’ ' fl« 30“ 

hieraus ip = 39° 54 34 ^ 

CG = 101,478 -^°-ä = 96,9043 
arc 30 

1= CG-fi» 39°54'34"= 62,1715 
X = 103 - lOO cot 60° = 53 
y = 100 • fi« 60° = 86,6025 
(>' = 309 (1 - cof 60°) = 154,5 
86,6025-62,1715 


P = 


53 


X 154,5 = 71,22 


Das Maximum der Schoitelspannung 
liegt also bei einem Winkel swischen 
60° und 90°. 

Nimmt man nach einauder if = 69° und 
71°, so erhält man für <f = 69° 

cM. = 0,48833.arc69°^;^' 
hieraus ip = 45° 9' 20" 

CG = 101,478 . ?^L|y^, = 95.4660 
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1 = rc <in 45“ !)’ 20" = C7,680U 
X = 103 - 100 eos 50“ = G7.1E32 
j/ =100- »in G9“=- 93,3580 
Q' = 309 CI - cos C9“)= 198,2042 




93,3580 -G7,G80G 


Für 


G7.1632 
(jr = 71“ 


X 198,2042;= 75,80 


cos ip = 0,48833 • arc71° 


, f<ii''35° 8(0 
»in 35“ 30' 


/" = 


X 204,3528 = 74,76 


hieraus i//=:4G“19' 

CC= 101,478 .;”^3^,^;=95,1090 

i^ca- litt 46^ 19’ = 68,77% 
j-= 103- 100 rof 71“ = 70,4432 
y = 100 -Jin 91“= 94,5518 
Q' = 309 (1 - cos 71“) = 204,3528 
95,5518-68,7706 
70,4432 

Es ist mithin die Scheiteispanniiii^ für 
die Uebelwirkuiip bei dem Centriwinkel 
(I =70“ ein Maximum und die wirkliche 
Scheitelspaimune für die Längeneinheit 
der inneren Widerlagerk.'Uite = 76. 

Die übrigen rntersnchnngen an dem* 
Kuppelgewölbe geschehen wie die vor- 
stehenden mit Tlozug auf den Vortrag über 
die Tonnengewölbe. 

Gleich ist gleich grofs, von einerlei 
Gröfse. Arithmetisch gleich ist gleich 
in der Zahl, geometrisch gleich ist gleich 
im Raum. Eine Summe von geraden 
Linien Ist einer einzigen geraden Linie 
gleich, wenn jene zu einer geraden Linie 
zusammengesetzt mit der gegebenen ge- 
raden Linie einerlei Länge hat. Krumme 
Linien von verschiedener Form sind ein- 
ander gleich, wenn sie zu geraden Linien 
ausgespannt einerlei I»änge haben. Ebene 
Figuren von vewchiedener Form und 
krumme Flächen sind einander gleich, 
wenn sie zu Quadraten verwandelt con- 
gnient werden. Körperliche Räume sind 
einander gleich, wenn sie bei ihrer Ver- 
wandlung congruente Würfel liefern. 

Gleichartig (homogen) .sind Grölsen, 
die ein gemeinscbaflliches Maats haben, 
die mit eiuander zusammeiigezähU und 
von einander abgezogen werden können; 
Linien, Flächen, Körper sind unterein- 
ander gleichartig. Eine ganze Zahl und 
ein Bruch sind der Form nach ungleich- 
artig; sie werden gleichartig, wenn die 
ganze Zahl in einen Bruch mit dem Ken- 
ner des gegebenen Bruchs verwandelt 
wird. Eben so sind Brüche von verschie- 
denen Nennern in der Form nugleich- 
artig, sie können erst zusammeogezogen 


und von einander abgezogen werden, wenn 
man sie in Brüche von einerlei Nenner 
verwandelt, wenn man ihnen eine gleiche 
Einheit gibt, sie gloicbartig macht. 

Münzen, Maafse und Gewichte mit ihren 
ruterabtheilungen sind der Form nach 
ungleichartig: als Centner und Pfund, 
Fufs und Zoll, Thaler und Groschen; sie 
werden gleichartig wenn die Centner in 
Pfunden, die Fufse in Zollen, die Thaler 
in (iroschen ausgesprochen werden. 

Wurzelgröfsen und Potenzen werden 
gleichartig genannt, wenn sie einerlei 
Exponenten halien, obgleich .«ie nicht zu 
addiren sind als: 
s s 

1'4 ± V'5, 4* ± 5*. Die Rechnung i^t nicht 
eher aiiFZiiführen, als bis wirklich iin er- 
sten Kall raclicirt, im ».weiten potenzirt ist. 

Kine algebr.iische Gleichung heilst 
gleichartig, wenn sämmtliche Glieder 
von gleichen Diincnsioiicn sind. 

-f jry 4- X* -b fiy -1- i.r -f cd = 0 
ist eine gleichartige Gleichung, 

<ry’ + X* -b 4y -t- cxy -b . . . = 0 
ist eine ungleichartige Gleichung. 

Gleichartige lind ungleichartige ■ 
Axe n der K rystalle, s. den Art: Axen 
der Krystalle, Bd. 1, pag. 25. 

Gleicher für Aequator, s. den Art. 
.Aeijuator der Erde am Schlnfs. 

GleicbfÖriDi^ ist der uneigentliche Aus- 
druck für glcichmäfsig Gleichförmig 
heilst nämlich dem Wortlaut nach: von 
gleicher Form, bedeutet aber für jede 
Aendoriuig, die mit einer Gröfse vorge- 
noiiimcii wird, oder für die Gröfse selbst, 
dafs von einer Eigen.schafl mit welcher 
sie behaftet ist, auf jerlen gleichen Theil 
gleich viel kommt, so dafs hier nicht die 
Form sondern das Maafs zur .Sprache 
kommt. 

Eine Bewegung ist gleichförmig, 
wenn der bewegte Pnnkt in gleichen 
/eiten gleiche Wege ziirücklegt und zwar 
nicht ruckweise, sondern dafs die gedachte 
Gleichförmigkeit für jede noch so kleine 
Zeit gilt. 

Eine Bewegung ist gleichförmig 
boschlonnigt und verzögert, wenn 
in gleichen noch so kleinen /eiten die 
Gröfsen der Zuwachse und Abnahmen 
gleich grofs sind. 

Eine arithmetische Reihe der ersten 
Ordnung ist gleichförnlig wachsend 
oder abnehmend, weil zwischen je 
zwei aufeinander folgenden Gliedern die 
Differenz, das Uaals der Aenderung, 
sich gleich bleibt. 

13 * 
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Eine arithmetische Reihe höherer Ord- 
nung ist ungleichförmig wachsend 
and ahnebmend; die aufeinanderfol- 
genden Glieder sind mit beschleunigter 
Zu- oder Abnahme begriflen. Die arith- 
metische Reibe ‘iter Ordnung könnte man, 
conforni mit der Bewegung, gleichförmig 
beschleunigt wachsend oder abnehmend 
nennen. 

Ein Körper ist von gleichförmiger 
Dichtigkeit, wenn auf jedes gleiche 
noch so kleine Volumen gleich viel Masse 
kommt, wenn also die Masse gleichmäfsig 
vertheilt i.st. 

Gleichgewicht Ut gleichbleibender Zu- 
stand zwischen zusammenwirkenden Kräf- 
ten. 8. Aequillbrium, Bd. I., pag. 36. 

Gleichheit ist Uebereiustimmung in der 
Gröise. 

Gleicbheitszeichefi , das Zeicheu der 
Gleichheit zweier Grofsen a und b ist — . 
Man schreibt a = ^. S. den Art.: Alge- 
braische Zeichen. 

Gleichlaufead , parallel sind gerade in 
einer und derselben Ebene liegende 
Linien, die noch so weit verlängert sich* 
nicht schneiden. Denkt man sich zwei 
auf einander liegende sich deckende ge- 
rade Linien, die weil sie keine Dicke 
haben nur eine einzige gerade Linie aus- 
macben, nimmt die obere von der un- 
teren fort und bewegt sie der Art, dafs 
jeder Punkt derselben einen gleichen Weg 
macht, so entstehen 2 Parallellinien. Die- 
selben haben In allen Punkten einerlei 
Abstand von einauder (vcrgl. Axiom). 
Eben so sind Ebenen mit einander gleich- 
laufend wenn sie sich nirgend schneiden, 
sie mögen noch so weit nach allen Rich- 
tungen verbreitert werden'. Die Entste ■ 
bnng derselben kann man auf dieselbe 
Weise wie bei den gleichlaufenden ge- 
raden Linien erklären. 


ander gleichnamig, die Vorderglieder 
mit den llintergliedern ungleichnamig. 

Die gieichliegenden Seiten, Winkel und 
Diagonalen in rongruenten und ähnlichen 
Figuren heifscii untereinander gleich- 
namig. Eben so hat man in den Fi- 
guren durch gleichnamige Diagonalen ge- 
bildete gleichnamige Dreiecke, im 
Allgemeinen gleichnamige Stucke. 

Gleichschenklig ist ein Dreieck, in 
welchem von den 3 Seiten 2 Seiten gleich 
sind. Diese gleichen Seiten heifsen die 
Schenkel, die dritte Seite ist die 
Grundlinie, der von den Schenkeln 
eingeschlossene Winkel heifst der Win- 
kel an der Spitze, die beiden anderen 
gleich grofsen Winkel sind die Winkel 
an der Grundlinie (s. den Art. Drei- 
eck, Xo. 7 und 30 mit Fig 677). 

Ist Kig. 577, pag. 328 ABC ein gleich- 
scbeukliges Dreieci, BC = n die Urund- 
linie, .sind also AB AC die Schenkel, 
j^BAC der Winkel an der Spitze = rr, 
die Winkel an der Grundlinie Z. ABC 
= ^ ACB = ß, so ist 
^ = 90® - io 
Z 0=180° -2^ 

<t 

fin i« = fOI ^ 1 

. _ • ,_r(24 + n)(2»-«) 

C0i 1« = Itll ^ 2t 


n = ^, 1(2* + o) (24 - a) 


»■" = 1 I ' —r~ 




1 1 /y+« 

* 


Olelclueitlg; für Figur und Hyperbel, 
». den Art Aequilateral , pag. 36 mit 
Fig. 37. 


Gleichmacher für Aequator, a. den Art. 
Aequator am Scblufs. 

filelchlUmiE ist \ras einen gleichen 
Namen hat oder was sich auf einen glei- 
chen Namen besieht ; t. B. zwei Glieder 
einer Reihe oder einer Gleichung, die 
beide positiv oder beide negativ .sind, 
beifsen gleichnamig, desgleichen die 
mit denselben Vorzeichen versehenen 
Wurzeln einer Gleichung von höherem 
Grade; die genannten Gröfsen mit ver- 
achiedenen Vorzeichen heifsen nngleich- 
□ amig untereinander. In einer ein- 
fhehen und zusammengesetzten Propor- 
tion heifsen simmtliche Vorderglieder 
und simmtliche HintergUeder unter ein- 


Gleiebstelllge Glieder sind in zusam- 
mengehörigen Reihen die Glieder, wel- 
chen die.selben Stcllenzahlen zugehören. 

Gleichong ist die Gleichsetzung zweier 
Zahlengröfsen von verschiedener Form. 
Liegen diesen verschiedenen Formen für 
eine und dieselbe Gröfse nur arithmefische 
Operationen zu Grunde, so ist d(e Ql 
eine analytische. Z. B. 

(a + 4) (fl - 4) = <i‘ - 4« 
ist eine Gleichung, die durch die AuBü- 
sung der Klammem des links stehenden 
Products entstanden ist. 

fl -f- V' — 4 fl — F — 4 _ 2 («• - 4) 
fl — F— 6"^fl + F'“4 o* + 6 
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In dieser Gleichnng ist der rechts ste- 
hende einfachere Ausdruck entstanden, 
dafs beide links stehende Summanden 
unter einerlei Benennung gebracht wor- 
den und hierani Zähler und Nenner re- 
ducirt worden sind. Beide Gleichungen 
sind analytisch, und sämmtliche ana- 
lytische Gleichungen haben keinen an- 
deren Zweck ahs susammengesettte alge- 
braische Au.sdrücke in vereinfachen, oder 
sie sind das Kesullat von geschehenen 
Rednetionen zu einer allgemein gebräuch- 
lichen Formel, wie Beispiele in den Art.: 
.Analytische Formel und analy- 
tische Gleichung“ gegeben sind. 

Solche analytische Gleichungen oder 
Formeln kommen natürlich auch mit 
transcendenten Gröfseu vor. Z. B. 

log A -f- tag B — log {AB) 
ist eine analytische Gleichung, nämlich 
eine logarithmische F'ormel, welche aus- 
spricht, dafs man um den Logarithmus 
eines Products zu finden nur nöthig bat 
die Logarithmen dessen Factoien zu ad- 
diren. 

Die Art. .Cosin US und Cosecante“ 
haben eine grofse Menge von analytischen 
Entwickelungen. Der erste Art. hat pag. 
140, Formel 27 und 28 die beiden trigo- 
nometrischen Gleichungen oder Formeln; 
cot a A cot ß = 2 cot ^ (« -l ß) - cot J (« — ß) 
cot ß — coi « = 2 tin } (n ß)-tin J (n - ß) 

Beide Gleichungen durch einander di- 
vidirt und dann reducirt gibt die trigo- 
nometrischen Formeln 32 und 33. 


COI a + cot ß 
cot ß — cot « 
und 


= cot J {« -1- ß) • cot } (rt — 


ß) 


COS tt cos ß 

Desgleichen sind die Art. Differeuzial 
bis Diflcrenzialrechnuugzum grofsen Tbeil 
Entwickelungen neuer Formeln und Glei- 
chungen aus gegebenen» die eben.^o zu 
den analytischen Gleichungen gehören. 

Bestehen dagegen die gleich gesetzten 
Werthe in dom algebraisch ausgedrück- 
ten Zusammenhang von unbekannten 
mit bekannten Gröfsen» und sollen diese 
Unbekannten aus dem gegebenen Zu- 
sammenhang ermittelt (entwickelt) 
werden, so sind die Gleichungen alge- 
braische. 


Der Art. algebraische Gleichung 
erklärt gleich zu Anfang, dafs Gleichun- 
gen, in welchen die Unbekannten mit 
Logarithmen , trigonometrischen Linien, 
Differenzialen und Integralen verwickelt 


sind oder aU Potenzexponenten vorkom« 
men, keine algebraische sondern trans- 
cendente Gleichungen sind; und 
in der That man hat keine andere Be- 
zeichnung für dieselben, wiewohl nach 
dem Obigen auch transcendente Gleichun- 
gen den Character der analytischen Glei- 
chungen haben. 

Der Art. Algebraische Gleichung 
handelt von den Gleichungen mit einer 
und mit mehreren Unbekannten, von den 
Gleichungen des ersten Grades und der 
höheren Grade. 

Tran.'sceudente Gleichungen können 
entweder durch Logarithmen aufgelöst 
werden oder es mufs durch Probireu ge- 
schehen. Viele Gleichungen sind_ auch 
nur scheinbar transceudent und können 
algebraisch entwickelt werden. Z. B. 

1. Die Gleichung 

X* -f X log a si log b 

ist keine transcendente Gleichung. Denn 

es ist 

j: = — j log a ± y J (log o)* + log b 
algebraisch zu entwickeln und der Werth 
Von X numerisch auszurechnen. 

2. Desgleichen die Gleichung 

— X tg q = »in {q o) 
ist eine algebraische Gleichung weil mit 
y und n auch die Tangente und der 
Sinus bekannte Zablengröfsen sind. 

3. Die Gleichung 

log X log (a -l- x) = 6 
ist transcendent, sie kann auch nur durch 
Probiren gelost werden. 

■4. Die Gleichung 
log X -f log (nx) = h 

dagegen ist algebraisch. Denn es ist 
log (ax) ~ log a f log r 
folglich hat man 

2 log X f log asb 
woraus x = J (6 — log a) 

5. Die Gleichung a^=b 

ist transceudent, kann aber in eine alge- 
braisch log'iirithmische Gleichung umge- 
formt weraen, nämlich in 
X log a = log 6 
log b 

woraus x = — 

hg a 

6. Dagegen ist die Gleichung x* = ä 
transcendent und bleibt auch durch Um- 
formnng transcendent, denn man erhält 

X log X s log b 

und diese Gleichung ist nur durch Pro- 
biren zu loaeo. 
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7. Pie Gleichung 
ty*x + lg X ~ a — 0 

ist algebraisch entwickelt 

( j j' = — 5 * i 1 + “ 

Wird der rechts stehende Werth nu- chung der Bahn, 
racrisch ausgerechnet, so findet man x 
aus den Tafeln. 

8. Pagegen bleiben die Gleichungen 
X fj *x + fg X — a = 0 
lg ^x -{■ lg X — ar 0 

n. s. «. transceudent. 

S. Bd. I. und II. die .\rl. über Glei 


welche die Radii-vectoren des Planeten 
für seine mittleren und seinen wahren 
Ort von einander abstehen, per Art. 


.\nomalio, pag. 74 mit Fig. ÜG gibt eine 
anschauliche Vorstellung von der Glci- 


Gleichang der Zeit ist der Unterschied 
zwischen der wahren und der mittleren 
Sonnenzeit. S. den .\rt. Chronologie mit 
Fig. 295. 

Gleichwinklig sind Preieeke und Viel- 
ecke, die lauter gleiche Cmfangswiukel 
haben. Pie regulären Figuren sind gleich- 


S. 15«. 1. unu W. «le .vri. uoer ciei- , 

chung ii> dem luhallsverzeichiiifs und 8 f? b‘ 


Sachregister, ferner Fouriers Lehre etc. 
pag. 112 


Glied ist ein einzelner der abgesomler- 
ten Theile, aus welchen ein Ganzes be- 


«... /» a V V. * r Ti I steht, ln der Arithmetik ist es jctle zwi- 

GleichaDg (Astr.) hat d.e Bedeutii g Additions- oder Subtractions- 

,von Ausgleiehung, und zw^r ist sie die |,etindliche GrüCse eines Aggrc^ 

P.ftrenz zwischen dem mittleren erlh gleichbedeutend oder einge- 

iinddem wahren \Serlh enier Grufse. oder Summand, 

der positive oder negative Minuend und Subtrahend. 

Cher dem mittleren erth einer Grofse Aggregat: «x -f x* ± cd 

hinrugefugt werden inufs, um ilen wah- , iilU*(ler 
ren f ertfi derselben Grüfse zn erhalten. Aggregat ax + [b + c-d)g 

C8. die folgenden Art.) 2 Glieder, von denen jedes ein Pro- 

Gleichang der Bahn oder des Mittel- duct aus 2 Factoren ist, der erste Fac- 
pQItkta ist die Gleichung für die Be- tor des zweiten Gliedes ist eine dreiglie- 
stimmung des wahren Orts eines Plane- drigo Gröfsc. 

teil in seiner Bahn mit Benutzung seines a„f Mull reducirlo Gleichung be- 
bekannten mittleren Orts: steht aus iiiindcsicns 2 Gliedern; bcliu- 

Jeder Plaiiol nämlich durchläuft .seine det sich in derselben ein Glied, in wel- 
Bahn um die Sonne mit iiiigleichfürnii- chetii die Unbekannten nicht vorkoiiimen, 
ger Geschwindigkeit; in der Gegend des so heilst dieses Güeil das bekannte 
Aphels ist seine Bewegung am lang- Glied oder das absolute Glied, ln 
sanisteii, in der Gegend des Perihcls am der Gleichung x’-fnx -4 = 0 ist 4 das 
schnellsten (s. den .\rt. Bahn, No. 4, pag. ab.solute Olicu. 

171 mit Fig. 1G5 und 16G). Jedes Verhältiiifs o:4; c— d, besteht 

Macht der Planet iiuii seinen vollstän- ans zwei Gliedern, dem Vordergliede 
digen Umlauf um die Sonne, al.so 360“ und dem llintergliedc. Jede Propor- 
seiner Bahn beispielsweise in 300 Tagen, tioii besteht aus 2 gleichen _Verhältnis.«eii 

360 mit 4 Gliedern, zweien äiil'seren und 
so ist sein mittlerer Weg pro lag zweien inneren Gliedern. Pa.sjenige Glied 
= 36 Grade, und in 10 Tagen sein mitt- in einem Kegel.letri-Ansat_i , zu welchem 
lerer Weg 36 Grad. Nimmt man nun 'las ih»' zugehörige Verhaltmfsglied ge- 
den Anfangspunkt seiner Bewegung im funden werden .soll , heilst Frageglied 
I’eribel, so hat er offenbar in den ersten (s. <i.). ln einer Reihe (s. arithinetischo 
10 Taoen einen grüfseren Weg als 36“ geomelnsclie Reihe) ist das erste 

zurückgelegt; es betrage derselbe (36 + o) 'on Wichtigkeit für die Auffindung eines 
Grade, so ist sein mittlerer Ort 36“, :«<■■>, Ateii, «ten Gliedes nnd die (summe 
sein wahrer Ort (36-f «)“ vom Perihcl sämmtlicher Glieder. Pasjenige mit all- 
entfernt und die Gleichung beträgt + «. gemeinen /.eichen ausgedruckte Glieii 
Wird der Weg vom Aphel ab gerechnet, emer .»pecie len Reihe, mit welchem das 
so hat er in den ersten 10 Tagen weni- Fortschreitung der Reihe all- 

ger als 36“, etwa (36 - ziirückgelcgt gemein gegeben ist, hcifst das allge- 
und seine Gleichung ist (— ,4)°. Glei- meine Glied 
chiing der Bahn heilst die Gleichung, so In der Reihe 1 - 3- 6- 10.... 
fern man die Bogen n und in der Bahn ist das allgemeine Glied u = }it (h -(• I); 
angibt, Gleichung des Mittelpunkts, so wo n die Stclleiizahl des Gliedes der 
fern n und ß die Winkel bezeichnen, am Reihe bezeichnet, und man hat 
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für n = 1 « = ‘ . I (1 + 1) = 1 

n = 2 w = } • 2 (2 + 1) = 3 
» = 3 «= } . 3(3 + 1) = 6 
» = 4 ii=4.4(-J+ 1) = 10 

B= 10 « = 5 . 1000+ 1) = 55 

S. auch den Art. Gleichuaiuig. 

GnomOD (O*bometr.) neunt Euklid im 
zweiten Buch, Satz 6, 7 und 8 den einem 
Winkelmaafs ähnlichen {yymiimf das Win- 
keliuaafs, dis Kichtschuur) Uebcrrest aus 
einem Quadrat, wenn ein in demselben 
von einem £rk[>unkt aus construirtes 
Quadrat von dem );anzen fnrtgeuommen 
wird; also Bd. II., pag. 73, Kig. 412, die 
aus 2 Kectangeln bestehende Ebene 
JGCEH, also die Ebene, welche übrig 
bleibt, wenn von dem Quadrat 67/ das 
Quadrat CE fortgenommen ist. 

Klügel in seinem mathematiacbeu Wör- 
terbuch erweitert den Begriif dahin, dafs 
er nicht nur für ein Quadrat, sondern 
auch für jedes Parallelogramm gilt, wrenn, 
wrie es bei dem Quadrat immer der Fall 
ist, eine Diagonale des kleineren abzu- 
ziehenden Parallelogramms mit einer des 
ganzen in derselben Linie liegt. 

Demnach wiäre anch Bd II., pag. 73, 
Fig. 410 die Figur CGHEBA (ein schie- 
fes Winkelmaaf^ ein Gnomon. 

GnomOD (Astr.) bedeutet den Zeiger 
an einer Sonnenuhr (yyaiftaiy Anzeiger). 
Anch bezeichnet man mit Gnomon eine 
Voiricbtnng, mittelst wtelcher man den 
Angenblick des eintretenden wahren Mit- 
tags markirt, indem man einen finsteren 
Raum, auf dessen horizontalen Boden die 
Mittagslinie reneiebnet ist, mit einer nor- 
mal auf der Mittsgslinie befindlichen Wand 
schliefst und in einem mit jener Miltags- 
linie in derselben lothrechten Ebene be- 
enden Punkt dieser Wand eine sehr 
leine OefTnnng bildet, durch wielche nun 
die Sonne einen Strahl in den dunklen 
Kaum wirft, der von dem Morgen bis zu 
dem Mittage bin der auf dem Buden 
verzeiebneten Mittagslinie immer näher 
kommt und mit (fern augenblicklichen 
Eintritt des wrahren Mittags sie trifft. 

Goldene Regel war bei den alten Rech- 
nenmeistern die Anweisung, aus 3 gege- 
benen Gliedern einer Proportion das vierte 
zu finden, also die Vorschrift für die Aus- 
rechnung eines Regel-de-tri-Exempels. 

Goldene Zahlen, s. u. Epakten. 

Goniometrie (ymyia Winkel, Ecke) wird 
jetzt ziemlich allgemein derjenige Theil 
der Geometrie genannt, welcher mit dem 


Zusammenhang zwischen Winkeln nnd 
ihnen zugehöngen geraden Linien sich 
beschäftigt; und da man eine zweite Ab- 
theilung dieses Theils Cyclometrie 
(aiorlor, Kreis) nennt, so ist die Gonio- 
metrie die Wissenschaft, welche Linien 
aus gegebenen Winkeln und Cyclometrie 
die Wissenschaft, welche die Winkel 
(Kreisbogen) aus gegebenen Linien ken- 
nen lehrt. 

Früher nannte man beide Disdplinen, 
die G. nnd die C allgemein Trigono- 
metrie, und wiewohl dieses Wort Drei- 
ecksmessung heifst {tiuycroy Dreieck, 
ufinity me.ssen}, so wurden nach der Er- 
klärung der trigonometrischen Linien nnd 
den Aufgaben über die Dreiecke auch 
noch die der Vierecke und der Vielecke 
aufgelöst, so wie in der Elementar-Geo- 
metrie die Lehre von den Dreiecken die 
Basis aller geometrischen Erkenntnisse ist. 

Die Namen Goniometrie und Cyclo- 
metrie sind aber entsprechender und be- 
zeichnender, so bald sie die Lehren, ab- 
gesehen von deren Anwendung aof Fi- 
uren, enthalten; es folgt hiernach dann 
ie Trigonometrie nnd wenn man will 
eine Polygonometrie. 

2. Der Name Trigonometrie für die Ge- 
sammtbeit der hierher gehörigen Erkennt- 
nisse wird dadurch gerechtfertigt, dafs 
das Dreieck so recht geeignet ist, die Ua- 
erläfslichkeit dieser neuen Disciplin der 
Geometrie zu begründen. 


Fig. 069 



Denn die Elementargeomctrie lehrt den 
Zusammenhang zwischen Beiten und Win- 
keln nur in den Fällen, wo Winkel rechte 
und aliquote Theile von rechten Win- 
keln sind. 

Es sei nämlich ^ ACD = Z. BCÜ 
also ^ACÄ = 2/(ÄCD 

ferner CA = CD- CB 

so ist Seite AB nicht =2 mal Seite BD. 
Denn es ist nach geometrischen Lehren 
AB < DA + DB 
also AB < iBD 


Digitized by Google 


Ooniometrie. 


200 


Goniomotrjp. 


Wenn also in 3 gleichscbenUigen Drei- 
ecken die beiden Paar Schenkel einander 
gleich sind, der von ihnen eineeschlosseno 
Winkel in dem einen Dreieck aber dop- 
pelt so grofs ist, als der in dem anderen 
Dreieck, so ist die Orundlinie des ersten 
Dreiecks nicht do|>pelt so grofs als die 
Grundlinie des aweiten Dreiecks. 

Eben so ist die Grundlinie des ersten 
Dreiecks nicht das 3, 4, 5, . . . nfache der 
Grundlinie des zweiten Dreiecks, wenn 
der ihr gegenüberliegende Winkel das 
3, 4, 5 ... nfache des der einfachen Grund- 
linie gegenüberliegenden Winkels ist. 

3. Wenn in dem Dreieck ABC /_C 
= 2ir, /_A = ic 
also zBCA = iABAC 
so ist zwar /li4>C8, allein nicht = 3AC. 

Denn halbirt man z BCA durch CE 
so ist AE= CB 
Nun ist Z.BEC=^ECA + ^EAC = ‘2k 
und ^ßCE= w 

Folglich liegt in dem A BCE die Seite 
BC dem doppelten und die Seite BE 
dem einfachen Winkel gegenüber. 

Wäre nun BA = 2BC 
so wäre aus gleichem Grunde 
BC=2BE 
Man hätte also BA = 2BC 

• RC = iBE 

folglich flr-fÄ/t = 2«C + 2BK 
oder BC + B EA AE- 2BC + 2BE _ 
oder AE = CE= ßC + BE 

Mithin wäre in dem A CBE eine Seite 
gleich der Summe der beiden anderen 
Seiten, welches unmöglich ist. 

Es ist also unmöglich dafs AB = 2BC 
Ist. Eben so ist AB nicht das 3,4, 5... 
■fache von BC, wenn Z BCA das 3, 4, 6 . , . 
nfache von z BAC ist. 

Man kann also ans dem Verhältnifs 
der Seiten eines Dreiecks nicht auf das 
Verhältnifs der Winkel und aus dom Ver- 
hältnifs der Wiukel eines Dreiecks nicht 
auf das Verhältnifs der Seiten desselben 
schlielsen. Ueberhaupt kann man aus 
den Seiten nicht unmittelbar die Win- 
kel nnd aus den Winkeln nicht unmit- 
telbar die Seiten finden. Und dennoch 
ist es von Wichtigkeit diese beiden Auf- 
gaben zu lösen. 

Es gehören also zu dem Vergleich 
zwischen Winkeln und Seiten eines Drei- 
ecks vermittelnde Gröfsen, Gröfsen, 
die mit den Winkeln und zugleich mit 
den Seiten verglichen werden können, 
welche in der Elementargeometrio nicht 
Vorkommen und einer höheren Abtheilung 


der Geometrie, der Goniometrie oder 
der Trigonometrie Vorbehalten blei- 
ben. Es sind dies die goniometri- 
•schen oder trigonometrischen Li- 
nien, die jetzt erklärt werden sollen. 

4. Es seien Fig. 669 die Linien CA, 
CD, CB als Radien eines Kreises gleich 
lang und in den Dreiecken ACD, DCB 
unn ACB haben die SeitemAD, BÜ nnd 
AR einerlei Lage in Beziehung auf die 
ihnen gegenüberliegenden Winkel. Hätte 
man nun diese Sehnen bei einer be- 
stimmten Länge des Radius z. B. der 
Längeneinheit = 1 für sämnitliche Win- 
kel von Secunde zu Secunde berechnet, 
so wären diese Sehnen mit den Win- 
keln unmittelbar verglichen-, sie sind aber 
als Linien auch mit den Seiten eines 
Dreiecks zu vergleichen, in welchen die 
zu ihnen gehörenden Centriwiiikel als 
Umfangswinkel Vorkommen, nnd somit 
wäre die Vergleichung zwischen Winkeln 
nnd Seiten eines Dreiecks geschehen. 


Fig 670 



Beispiel. Es sei in dem Dreieck 
ABC die Seite BC=40 gegebeu, ferner 
der z ABC= 65° 10’, der Z-<C'« = 54°60', 
so dafs auch der dritte /_BAC bekannt 
= 180"- (65° 1 0' A 50° 50') = 60 ’ ist. Man 
soll die Längen der Seiten AB und .4C 
linden. 

Man zeichne an einer der beiden un- 
bekannten Seiten z. B. an AB ein dem 
gegebenen A ABC congrnentes i^ABC, 
so dafs zCBA^^CBA und ^CAR = 
z C.4 Ä, also z = 2 z c« A = 1 30" 20’ 
und Zf'AC’=2ZL’A«= 120° ist. 

Ferner zeichne mau aus .4 und B die 
Kreisbogen Ffi und DE mit der Längen- 
einheit der Seite BC also -mit AF= BD= l, 
ziehe die Sehuen FO und DE, welche 
berechnet und also bekannt sein 
sollen, 
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•0 i*t BD = BE, BC=BC 

eben »o AF=AG, AC=AC' 

Zieht man Haber CC so ist diese mit 
DE and F(i parallel. 

Es ist daher BDiBC—DEiCC* 
oder 1:40 = DE : CC 

folglich CC’^40 . DE 

Da nun auch AF:FU = AC:CC 
oder 1 : FG ~ AC : CC 

so ist auch CC = AC • FG 

folglich CC = AC ■ FG = 40~DE 
Die Sehne DE für den Centriwinicel 
130" 20’ ist = 1,815 
Die Sehne FG für den Centriwinkel 
120“= 1,732 

Mithin hat man AC X 1,732 = 40 x 1,815 
woraus v4C = 41,92 

Auf dieselbe Weise würde man die 
Länge der Seite AB finden, wenn man 
an AC ein dem A ABC congmentes Drei- 
eck soichnet. 

Die Linien CC, DE und FG werden 
von der Seite AB balbirt. Da nnn halbe 
Linien wie die zugehörigen ganzen Linien 
sich verhalten, so hat man zur Berech- 
nung der Seite AC nicht nüthig, das 
^^,ACB zu zeichnen; man darf nur von 
den Punkten D, F die Lothe DH, CL, 
FK auf AB fällen. 

Es ist dann BD : BC = DH : CL 


und 


AF.AC=Fh:CL 


mithin CL = ^^xBCz 
DB 


_^^,x.4t 


. DH FK 

oder — X 40 = . AC 

DH = 0,901b-, FA' = 0,8660 

5. Die auf diese Weise coiistruirteu 
halben Sehnen sind nun wirklich 
für alle Winkel von Seennde zu 
Secunde berechnet und tabella- 
risch geord n et. Sie haben den Namen 
Sinus (semissis halb, inscripta die Sehne, 
semissis inscripta wurde s. ms. abgekürzt 
geschrieben, woraus der Name Sinus ent- 
standen ist.) 

Ist nun DB= 1, so heifst das Loth DU 
auf dem anderen Schenkel BH des Win- 
kels der Sinus des ,^DBH und man 
schreibt DH — sin DBH oder sin B. 

Da nun in dem rechtwinkligen Dreieck 
CBL BD BC= DH : CL 
oder 1 ; 0C = sin A : CL 

so ist CL = BC • sin B 


und sin B = 

In jedem rechtwinkligen Drei- 
eckistalsoderSinuseinesspitzen 
Winkels = dem Bruch, in welchem 
die dem Winkel gegenüberliegende 
Cathete der Zänler und die Hy- 
potenuse der Nenner ist. 

6. Dieser Sinus ist also einmal eine 
Linie, die in Beziehung auf einen belie- 
bigen Winkel auf einerlei Weise constru- 
irt wird; nämlich als die dem Winkel 
gegenüberliegende Cathete eines recht- 
winkligen Dreiecks oder was dasselbe ist, 
in Beziehung auf den Winkel als Cen- 
triwinkel als das Loth von dem Endpunkt 
des einen Halbmessers auf den anderen, 
und in seiner Länge in Theilen, entwe- 
der-der Hypotenuse des rechtwinkligen 
Dreiecks oder des Halbmessers des Krei- 
ses ansgedrnckt. Der Sinus wird also 
als eine abstracte Zahl angegeben und 
ist zugleich die wirkliche Lange wenn 
Hypotenuse oder Halbmesser = 1 ge- 
setzt wird. 

Die vielfachen Beziehungen zwischen 
Seiten und Winkeln in einer Figur ma- 
chen es fast unmöglich, dafs diese ur- 
sprüngliche trigonometrische Linie, der 
Sinus die einzige Vermittelung zwischen 
Seiten und Winkeln bleibe: es würden 
be.schwerliche Kechnungen und compli- 
cirte Formeln notbwendig werden. 

7. Aus der Geometrie ist bekannt, dafs 
in einem Dreieck ABC (Fig. 670) 

AC = BC+ AB^- 9 AB. BL 

Nun ist aber 

BL = BC sin BCL = BC . sin y 
wo y der Complementswinkel von CBA 
= X ist. Man kann daher die dritte Seite 
AC eines Dreiecks finden, wenn die bei- 
den anderen Seiten AB, BC und der 
von ihnen eingeschlossene ^ = gegeben 
sind, indem man den Sinus des zu x ge- 
hörenden Complementswinkels in Rech- 
nung bringt. L'm für jeden einzelnen 
Fall nicht erst den Complementswinkel 
ansrechnen zu müssen, hat man ebenfalls 
diese Complements - Sinns (abge- 
kürzt: Cosinus, cos) besonders berech- 
net und tabellarisch geordnet. 

Es sei gegeben AC = 10, AB = 12, 
= 55° 10’, so hat mau 
.4C>= 10>-H2‘-2. 12 -10. cos 35° 10’ 
= 244 - 240 • 0,81748 = 45,8018 
und AC = 145,8048 = 6,77 

8. Es sei Fig. 671 im rechtwinkligen 
Dreieck ABC me Catheto AB = a und 
der ihr anliegende j^BAC=x gegeben, 
man soll die Cathete BC finden. 
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Zeichnet man ans A den Bogen 
fällt das Loth OF auf Ati 


so ist J)Fss AO sin T = Ati sin x= a sinXf 
AF s: AP cos X = <1 cos T 
nnd man hat 

Kiir. G7I. 


AF:ÜF=An:liC 
oder a cos x : a sin x = a : BC 

or> **»• * 

woraus BC = a • — 
ros X 

Man kann also BC finden, sobald a 
und X in Zahlen gegeben sind. Um aber 
nicht die Division von cos x in stn x 
nothig zu haben bat man den Quotient 

* für alle Winkel von Socunde 
cos T 

zu Seennde berechnet und mit den 
Sinus und Cosinus unter dem Namen 
Tangente (abgekürzt tang oder tg) 
zusammen gestellt, nnd es ist demnach 
BC = a tg X 

Der Name Tangente für den Quotient 
ist ganz angemessen, denn der Quotient 

würde mit der geometrischen Tan^ 

cos X 

gente BC an dom Kreisbogen BD und 
dem / X zngehorig gleich grofs sein, wenn 
AB=l wäre. 



Wäre statt x der Complemcntswinkel 
y gegeben, so müfste man, um BC zu 
finden, erstz^ ausreebnen und um dies 
zu vermeiden hat man die ComplO’ 
mentstangentou, abgekürzt Cotan.' 
genten {cutg, cot) ebenfalls mitunter 
tabellarisch zusammengestellt. Man kann 
sie jedoch entbehren ; acim da 
BC = ntgx 

und ts = BC cot X 

so ist BC BC -cot X • tg X 

oder X • cof X = 1 

1 ros X 

woraus cotx = - — — 

tg X Stil X 


unmittelbar aus der gegebenen Catbete 
«1 und dem z * finden. Denn es ist 
AFiAO:>:AB:AC 
oder acosx:a:^a:AC 

woraus AC = a*—^ 

cos X 

Wäre 0=1, so hätte man .ir= — 

tos X 

und man hat diesen Quotienten, welcher 
mit der Länge AC für den Halbmosser 
AB ~ 1 übereinstiiumt, Seca nte genannt, 
weil diese Linie den Kreis durchschneidet. 
Man schreibt AC = asecx 
Eben so heifst die Secante des CH)m- 

I dementswinkels y von x die Cosecaute. 
ist daher auch 

AC = « casec g 

10. Die trigonometrischen I.iuieii sind 
in No 7, 8, 9 in Beziehung auf Dreiecks- 
berechuung, also rein trigonometrisch 
entwickelt. Sie sind aber in Rücksicht 
auf ihre allgemeine Anwendung auch all- 
gemein aufzufassen und zwar ohne Be- 
ziehung auf Figurenberechnung, sondern 
als Vermittelung zwischen Winkeln und 
deren die Längeneinheit bildenden Schen- 
keln, also in Beziehung auf Centriwinkel 
und deren Radien. 

In dem Art. Constructionen, tri« 
gonometrische, pag. 80 mit Kig. 437 
bis 440 sind die genannten trigouome- 
triseben Linien für einen beliebigen Win- 
kel ACD coostruirt, und zwar 

Fig. 437 für Winkel vou 0 bis incl 90'’, 
also im Iten Quadrant liegend. 

Fig. 438 für Winkel von 90° bis incl. 
180°, also im 2ten Quadrant liegend. 

Fig. 439 für Winkel von 180° bis incl. 
270°, also im 3ten Quadrant liegend. 

Fig. 440 für Winkel von 270° bis incl. 
3G0°, also im 4ton Quadrant liegend. 

No 2, pag. 81 ist gezeigt, das die gleich- 
namigen trigonometrischen Linien für die 
Winkel der 4 verschiedenen Quadranten, 
sobald sie .sich auf gleich grofse Winkel 
des ersten Quadrant, nämlich auf gleich 
grofse Ergänzungen zu 2 oder 4 rechten 
Winkeln zurückführen lassen, in den 
Längen gleich und nur in den Vorzei- 
chen verschieden sind. In No 3 ist an- 
gegeben, wie solche Zurückführungen ge- 
schehen. 

Ueber die beiden trigonometrischen 
Linien Sinus versus und Cosinus 
versus oder Quersinus und Quer- 
cosinua s. den Art. aCosinns versus*. 


Ist also y gegeben, so hat man BC = - 

9. Auch die Hypotenuse AC kann man 


11. Die trigoDometrischen Linien für 
die ein- und mehrfachen rechten Winkel 
zu bestimmen ist von grofser Wichtigkeit: 
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Für den ^ ACA (Fig. 437, pag. 80) = 0 
fällt der Sinns DE und die Tangente 
OA in den Punkt A-, beide werden =0. 
Oie Secante C77 fällt in f'.t nnd wird 
= 1 , der Sinusversua AE fällt in den 
Punkt A und wird = 0. Oer Cosinus DF 
oder CE wird = C.l = I. Oie Cotangente 
nach derseiben Richtung DU wird des- 
gleichen die Cosecante CII in der Rich- 
tung C.t = » und der Cosinus versus 
BF wird = BC = 1. 

Für den Z BCA = 90° fällt der Sinns 
DE in BC und ist = 1 , die Tangente 
wird in derselben Richtung Ad <», die 
Secante CC fällt in die Richtung CB und 
wird CO, der Sinus versu.s AE erstreckt 
sich von A bis C und wird =1. Oer 
. Cosinus DF fällt in den Punkt B und 
wird = 0, die Cotangente Bll fällt in den 
Punkt B und wird = 0, die Cosecante 
CII fällt ,in CB nnd wird = 1, der Co- 
sinus versus BF fällt in den Punkt B 
und wird = 0. 


— » , der Cosinus versus BF wird = BC 
= 1 . 

Hiernach hat man folgende Zusammen- 
stellung der Werthe. 

Ffir«= 0 90° 180° 270° 300° 

Sinus -i-O-H-fO -1 -0 

Tangente -fO+co— 0 -l-»— 0 
Secante ' — oo-i-i 

Sinns versus 0 d 1 . 2 -fl -| 0 

Cosinus -fl -fO — 1 — 0 -fl 

Cotangente -f«o-fO — =o -fO — ® 

Cosecante -foo-fl -fao— I — ® 

Cosinus versus -fl fO -fl -f2 +1 

12 Oie icichnungsweise Erklärung der 
trigonometrischen Linien ist durchaus 
unerläfslich. Eben so sind nur mit Hülfe 
der Anschauung von Figuren folgende 
Formeln zu entwickeln: 

Es ist Fig. 437: 

CD'=DEA->rCE^ 


Für den z A'CA (wenn man Fig 438 
den rechts io dem waagerechten Durch- 
messer liegenden Endpunkt mit A' be- 
zeichnet) = 180° fällt der Sinus DE in 
A' und wird =0, die Tangente {—AG) 
fällt in den Punkt A und wird =0, die 
Secante (— CG) fällt in den Halbmesser 
CA nud wird = - 1 , der Sinus versus 
.IE erstreckt sich von A bis A' und wird 
= -f 2. Oer Cosinus CE erstreckt sich 
von C bis .4' und wird = — 1, die Co- 
tangente (- BH) wird r. also = — m , die 
Cosecante -f CH fällt iii die H|chtung 
CA’ und wird * , der Cosinus versus BF 
wächst bis r und wird =-f 1. 

Für den Z B’CA (Fig. 439) = 270°, wenn 
nämlich der unterste Endpunkt des loth- 
rechten Durchmessers mit B‘ bezeichnet 
wird, hat man den Sinus DE in rÄ' = — 1, 
die Tangente AG in derselben Richtung 

, die Secante - CG in der Richtung 
C'Ä so also = — = 0 , der Siiiusversus AE 
in AC = -|- 1. Oer Cosinus — CE in dem 
Punkt C = — 0, die Cotangente Bll in 
dem Punkt ß = 0, die Cosecante — CH 
in der Länge CB = —\ und der Cosinus 
versus BF in der Länge BB'-'2. 

Für den Z ACA = 360° (Fig. 440) wird 
der Sinus (— DE) in dem Punkt A zu 
— 0, die Tangente — AG desgleichen in 
dem Punkt .1 zu —0, die Secante CG 
fällt in -4C und wird = 1, der Sinus ver- 
sus AE verschwindet in dem Punkt A 
zu 0. Oer Cosinus CE wird der Halb- 
messer C;l = 1 , die Cotangente — BH 
wird in derselben Richtung =o also = — «, 
die Cosecante — CH fällt in die entge- 
gengesetztd Richtung von CA und wird 


oder 

1 = sin -f- cöJ 

(1) 

woraus 

<tn ft = l' l — COI 

(2) 

und 

COI n 1 — sin 

(3) 

Es ist ferner 



CG^=AC^^AG^ 


oder 

sec *« = 1 + 

(4) 

oder 

sec « = 1 ' 1 -f- tff 

(5) 

oder 

a = l^sec *«< — 1 

(«) 

Ferner 

c/r = t’Ä* + Ä//* 


oder 

cosec = 1 + coi 

(7) 

oder 

coirc ff = I I 4- <*<>* *« 

(8) 

oder 

cot a s: 1 coiec — i 

(«) 


Ferner 

CE -.F.D = C.l : .4C 


oder cot r: ; xia rt = 1 : tj « 

»i« fl 

woraus lg n — -- “ tlfu 

cos a 

• Man kann noch folgende Proportion 
ansetzen : 

CF: DF= BC i BH 
oder sin a : cos n = I : cot n 

woraus coln = ~: — (II) 

JIM a 

Ferner hat man 

CE : CA = CD : CG 
oder cos a : 1 = 1 : sec a 

woraus iecfi = -' (12) 

COI ff 

Endlich 

CF : CB = CD : CH 


I 
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oder lin n : 1 = 1 : eoiec a 

woraus r«ec n = (13) 

fin a 

13. Die Haupt- oder Grundformeln für 
alle analytischen EntwickeluugCD sind die 
zur Bestimmung des Sinus und des Co- 
sinus einer Summe uud einer Diflerenz 
zweier Winkel durch die Sinus und Co- 
sinus der einzelnen Winkel. Es sind 
diese 

tin = • cot ß* cos ti • sin {I (14) 

cot {n^ß)=cos a • cotfi^tiHU • tinß (15) 

Aus diesem Grunde machen diese 4 
Formeln aus. Von denselben sind die 
beiden 

siii((i -r/t) = sinti-coi,4 -)-cof (I • iin|4 (16) 
und 

cor (o -f-^) = coi if> cor rinn - rin^ (17) 
in dem Art. Conslrnctionen in No. 14, 
pag. 89 mit Fig. 464 bis Fig. 463 
und die Formeln 

ri»(« — ,4) = riii ti • cot ß —cot ifiitiß (18) 

cot{a — ß) — cota‘Cot ß rino ■ ttHß (19) 
in No. 15, pag. 93 mit Fig 464 bis Fig. 
473 in allen nur möglichen Lagen der 
einzelnen Winkel synthelisch als richtig 
nachge wiesen. 

Die übrigen trigonometrischen Formeln 
sind gleichfalls synthetisch und mit müg- 
licbst euklidischer Strenge in Form von 
Aufgaben als richtig dargethan; sie sol- 
len darum hier noch analytisch entwickelt 
werden. 

14. Es läfst sich die Tabelle der Werthe 
aller trigonometrischen Linien No. 1 1 aus 
den ad 13 anfgestellten Formeln analy- 
tisch ableiten, wenn man mir die Werthe 
des Sinus und des Cosinus al.s bekannt 
annimmt. 

Setzt man in Formel 10 für Sinus und 
Cosinus die Werthe, so erhält nun 
sin 0 0 

(j0= ; = -p = 0 


tj90'’ = 


cos 0 1 

sin 90° I 


„„„ sin 180° 0 

Io 180° = =--- = - 0 

' cos 180” - 1 

„ sin 270° - 1 

’ cos 270° - 0 

..„..o sin 360° -0 

=;^3go°=+t=-" 

Eben so ans Formel 11. 
ros 0 1 

Co/ 0 = -r— r = -- = ao 

iin 0 0 

cot 90'^ 0 

col . _ “ T “ 

CO, i80°=£?.‘-.‘f;= 

sin 180” 0 

„ cos 270° -0 „ 

col 270° = -.- ,,-vo = - = 0 

iifi 270 — l 

„ cos 360” + 1 

=s7n-36ÖC=rö=-“ 
Aus Formel 12 hat man 

1 1 0 " 

sec 0 s= ■ — -T" = 1 

cos 0 1 


sec 90” = --x : 

cos 90® 


sec 180” = \~aAo — ""i = — 1 

cos 180® - r 


sec 270” = 


l 


1 


cos 270® - 0 


sec 360” - — ' = -1=1 
cos 360” 1 

Aus Formel 13 

cosec 0 = = — = 00 

. ttn 0 0 


cot 90” 


cosec 90° = — ^ — - = -1=1 
lin 90” 1 

cosec 180”= — ~ — =-!=«> 
itn 180” 0 

eo.cc 270”= -T-i „ö = * . = - 1 
sin 270” - 1 

coscc 360°= -. = -i- = — » 

sin 360° - 0 

Der Sinus versus ist = 1 — cos, der 
Cosinus versus = 1 — sin , beide werden 
also für keinen Werth des Winkels ne- 
gativ. 


sine (0) ist = I — 1 =0 cosc (0°) =1—0 =1 

sine 90° =1 — 0 =1 cose 90° =1 — 1 =.0 

sine 180°= 1 -(- 1)= 2 cose 180°= 1-0 =1 

sine 270° = 1 - (- 0) = 1 cose 270° = 1 - (- 1) = 2 

sine 360° =1-1 =0 cose 360° =1-0 =1 

15. Setzt man in Formel 16 und 17 hintereinander n = 90°, 180° und 270°, 

ß = n, so hat man 

sin (90° -|- w) = 1 • cot n -f 0 • sin a — cot a 
sin (180° + o) = 0 • cos a -|- (— 1) • sin n = — sin n * 


Digitized by Google 


Goniometrie. 


205 


Goniometrie. 


4in (270° + <■<) — (—1) • cos o + (— 0) • fr = — * cos a 
cos (90° + = 0 • eos a — l • « = — itM n 

cos (180° + f<) = (—1) » cos a — 0 • liit n = — cos « 

cos (270° -f- ff) = (—0)« cos fc — (— 1) • sin rt = sin rr 
Setzt man in Formel 18 und 19 hintereinander o=180°, 270°, 360°, und 
ß ^ ttf so erhält man 

sin (180° — «) sc 0 • ros n — (— 1) «^in a =: sin« 

iii* (27o° — i') = (— !)• ros « — (— 0) • sin n = — cos « 

*in (360° — «) = (— 0)*cos « — 1 • sin « = — sin a 

cos (180° — n) =(— I)-cos « + 0 • sin n = — cos a 

cos (270° -«)=(- 0) «cos rt + (— 1 ) • sin n = — sin a 

cos (360° — n) = l • cos « -f* (~ 0) • sin « = cos n 

16. Mit Hülfe der Formeln No. 15 hat man nun die Werthe der Tangente, 
^tangente, der Secante, Cosecante, des Sinus versos und des Cosinus rersus roo 
Winkeln in späteren Quadranten auf Winkel des ersten Quadrant reducirt wie folgt: 

o » + '0 cos ff 

tg (»0° -f «) = — >^6-T -7 = — = - cot u 
cos (90 + fl) — sin « 

. ^ sin (180° +fi) -sin« 

tg (180° + rt) = = ^tgn 

cos (180 + «) — cos tt 

s (270° + ft) — cos « 

t$ (270° + rt) = =r ^ cot K 

eos (270° + rt) * sin o 

sin (180°— rt) _ sin« 
cos (180° — o) ~ — cos « 
lg (270- - ,0 = »" (270° - «) ^ -cotr, 


col (90° + n) = 

col(180°+ «)=; 
cot (270° + f<) = 
eol (180° - n) = 


cot (270° - 

«)" 

— sin ft 

«in (360° - 

«) 

— sin ft 

cot (360°- 

o) 

cos rt 

«f (90° + 

ft) - 

- sin a 

sin (90° -F 

r<) 

cos n 

coi(I80° + 

«) 

— ros « 

'fi» (180° + 

«) 

— sin « 

cot (270° + 


sin « 

lin (270° + 

“) • 

— cos « 

cot (180° — 

f') 

— cos a 

fi. (180°- 

n) 

sin ff 

CO» (270°- 


— sin « 

»in (270° - 

«) 

— cos « 

CO» (360° - 

«) 

cos a 

»in (360° - 

«)” 

— sin ft 

1 


1 


• rt 


= rot n 


=: — <^ « 


Mtc (270° + n) = 
' »ec(180°- n) = 

»*c(970°-<<) = 
«c(360°-o) = 


” cos (90° + «) ~ 

1 

- sin ff 
1 

CO» (180°+ n)~ 

— cos « 

1 

1 

CO» (270° + o) “ 

sin n 

1 

1 

CO» (180° — n) “ 

— cos a 

1 

1 

CO» (270*- o) - 
1 

— sin a 
1 


= — eoicc n 


— = _ gfc ,1 


= — cotec a 
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cgsfc (90'’ + n) = 
coMcClSO® + n) = 
roser (270° n) = 
roser(180° — tt) = 
roser (270° — e) = 
-«) = 


cosec (360^ 
Nnch So. 14 ist 
daher «iiw (90° + n) 

jtne (180° + <0 
linr (270° + n) 
sine (180°— e) 
>tnr (270° - «) 
lifir (360° — e) 
coi© (90° + ft) 
rosv (180° + ft) 
roir(270°+ ft) 
rosr(180°-n) 
rosr (270° — n) 
rosr (360° — ft) 


sin (90° + n) cos a 

1 

1 

sin (180° + ft) 

— «in n 

l _ 

1 

sin (270° + ft) 

— cos a 

. 1 

1 

sin (180° -ft) 

«in n 

1 

1 

sin (270° - ft) 

— cos (( 

1 

l 


: — roier ft 


= — ser ft 


sine ft = 1 — cos n 
rosv ff = 1 — siit 
1 — cos (90° + o) = 
1 - cos (180° + «) = 

1 — ros (270° + ft) = 
1 -cos (lS0°-«) = 
1 - cos (270° - ft) = 
1 - cos (360° - n) = 
1 - sin (90° 4 n) = 
l-si«(180° + ft) = 
1 - sin (270° + «) = 
- 1 -sin (180°- ft) = 
= 1 - sin (270°- ft) = 
1 - sin (360° - n) = 


1 + sin ft “ 
1 — (— cos ft) = 
1 — sin « = 

1 — (- cos ft) = 
1 — (— sin ff) = 
1 — cos II = 
1 — ros ft = 
1 — (— sin n) = 
1 — (— cos ft) = 
1 — sin ft 
1 — (— cos ft) 

1 — (— sin ci) 


2 — cosr ft 
2 — sine ft 
- rose ft 
= 2 — sine ft 
= 2 — cosr II 
= sine ft 
= sine « 

= 2 — cosr ft 
= 2 — sine « 
= cosr ft 
= 2 — sine n 
= 2 — Cüse ft 


17. Die trieoiiometrischen Linien ne- 
gativer Winkel kommen im Calcül nicht 
selten vor und müssen auf positive W’in- 
kel reducirt werden. Unter negativen 
Winkeln versteht man diejenigen, welche 
(Fig. 437 bis 440) von dem festen Schen- 
kel CA ab nach entgegengesetiter Rich- 
tung, also anfeinander folgend durch den 
4ten, den 3ten, den 2ten und den Iten 
(Quadrant geiählt oder gemessen werden. 
K.S ist demnach gleich bedeutend: 
der (-l)te Quadrant mit dem (-H)ten Quad. 
, (-2)te' , . , (+3)ten , 

, (-3)te . . s (+2)ten , 

, (-4)te , , . (+l)ten . 

Und in derselben Uebereinstimmung 
stehen auch die Vorzeichen der trigono- 
metrischen Linien (s. Tabelle, Bd. II., 
pag. 81). 


Quadranten 

+ I 

1+II_ 

Sinus 

+ 

+ 

Cosinus 

; + 

- 

Tangente ! 

! + 

— 

Cotangente 

! + 

— 

Secante , 

+ 

- 

Cosecante 

+ 

+ 

Sinus versus 

+ 

+ 

Cosinus versus 

i + 

+ 

Quadranten 

I-IV 

-llf 


- , + 
- 1 - 


+ + 
+ + 


Da nun correspondiren : 

- 0 mit + 360° 

- 90° mit + 270° 

- 180° mit + 180° 

- 270” mit + 90° 

-360° mit + 0° 

so hat man aus der Taiielle No. 11: 


Kür n = 

-0 

-go"* 

- 180" 

-270° 

-360° 

Sinns . . . ■ 

-0 

- 1 

+ 0 

+ 1 

+ 0 

Tangente . . 

-0 

+ « 

-0 

+ «> 

+ 0 

Secantp . . . 

+ 1 

— ae 

- 1 

+ » 

+ 1 

Sinus versns . 

+ 0 

+ 1 

+ 2 

+ 1 

+ 0 

Cosinus . . . 

+ 1 

-0 

- 1 

+ 0 

+ 1 

Cotangente . . 

— OO 

+ 0 

— » 

+ 0 

+ = 

Cosecante ■ • 

— « 

- 1 

+ ® 

+ 1 

+ ® 

Cosinus versus . 

+ 1 

+ 2 

+ 1 

+ 0 

-M 
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Ferner correspondiren: 

— a mit + 360° — « 

- (90° - ft) mit + 270° + « 

- (90° + ft) mit 4- 270° - ft 
-(180°- ft) mit -{■ 180°+ « 
-(l80° + a) mit + 180°- n 

- (270° - ft) mit + 90° + ft 

- (270° + ft) mit + 90° - ff 

- (360° — ft) mit + n 

Daher ist nach No. 15 und 16 

ft» (— ft) = — 51 » ff 

COf (— ft) = cos ff 
tg (- ft) = - ft 
rol (— ft) = — cot ff 
sec (— ft) = sec n 
cosec (— ft) s — cotec ft 
fiftv (— ft) = 5tne ff 
coso (— ft) = 2 — cojc ff 


li» 

it 

1 

1. 

T 

— COS ff 

COI 

- (90° - <t) = 

lin ff 

•9 

- (90° - 1.) = 

— cot ff 

cot 

-(90°-n) = 

- lg n 

sec 

-(90°-n) = 

cosec ff 

cosec 

- (90° - n) = 

— sec ff 

line 

- (90° - n) = 

cosv ff 

coir • 

- (90° - <i) = 

2 — line ff 

li» 

- (90° + n) = 

— cos ff 

cos 

-(90°+n) = 

— lin ff 

•9 

_(90° + fr) = 

cot ff 

cot 

-(90° + «) = 

lg « 

sec 

- (90° + n) = 

— cosec ff 

cosec 

-(90° + a) = 

— sec ff 

line 

-(90° + ..) = 

2 — coie ff 

COIt> 

-(90° + n) = 

2 — line « 

lin — 

080°-«) = 

— lin ff 

COI — 

(180°-«) = 

— cos ft 

19 - 

(180°- «) = 

tg n 

cot - 

(180°-«) = 

cot ff 

sec - 

(180° - «) = 

— sec ff 

cosec - 

(180°- «) = 

— cosec ff 

line - 

-(180°- «) = 

2 — line n 

coie - 

-080°-«) = 

2 — cosv ff 

lin - 

-{180°+ «) = 

lin ff 

cos - 

-080° + «) = 

— COI ff 

tg- 

-(180° + «) = 

— ff 

cot - 

-(180° + «) = 

— cot ff 

sec - 

- (180° + «) = 

— sec ff 

cosec - 

-(180° + «) = 

cotec a 

line - 

■ (180° + «) = 

2 — fine a 

coie - 

(180° + «) = 

cosv ff * 


# 1 » — (270° — ff) = cot a 
cos — (270° — ft) = — lin « 
tg — (270° — ft) = — cot ff 
cot — (270° — ft) = — ff 
sec — (270^ — ft) = — cosec n 
cosec — (270° — ff) = sec « 
linr — (270° — «) = 2 — coir n 
ro5t> — (270° — rr) = lintJ ff 
sin — (270° + ft) = cos n 
cos — (270° + ft) = stn « 
tg — (270° + ft) = cot ff 
cot — (270° + ft) = Ij ft 
sec — (270° + ft) = cosec « 
ro5fc — (270° + ft) = sec « 
sinv — (270° + ft) = roir « 
co5r — (270° + ft) = sinv « 

51« — (360° — ff) = lin ff 


cos — (360° — ft) = cos ff 
tg - (360° — n) ~ tg n 
cot — (360° — ft) =: cot ff 
sec — (360° — ff) = sec « 
cosec — (360° — ft) s= cosec « 
linr — (360° — n) = line a 
cosv — (360° — ft) = roir ft 

18. Es sollen nun die ferneren in dem 
Art. «Constructiüiien, trigonome- 
trische,“ synthetisch als richtig erwie- 
senen Formeln, welche die gebräuchlich 
sten sind, analytisch abgeleitet werden. 

Schreibt man in Formel 16 für ß den 
Werth ft, so ist 

lin (2ff) — fin ff • cos n + coi n * st» n 
also (Bd. II-, pag.96, No. 16 V. synthetisch) 
sin (2ff) = 2 li» r* • coi « (20) 


Schreibt man in Formel 17: ß = ft, so 
Ut (No. 17, VI. synthetisch) 

cos (2rt) = cos *ff — »in *« (21) 

Schreibt man in Formel 21, nach For- 
mel 1: 

cos V = l — lin '^ff 

so erhält mau (No. 18, VII. synthetisch) 

COI (2«) =1 — 2 li» (22) 

Schreibt man dagegen io Formel 21 
iin *ff = 1 — cos 

so erhält man (No. 19, VIII. synth) 

COI (2«) = 2 COI — 1 (23) 

Dividirt man Formel 20 durchFormel21, 
... iin(2o) 2 sin« cos a 

so erhält man — = — z 5- 

cos (2«) cos *« — II» 

und wenn man Zähler und Nenner des 
rechts stehenden Bruchs mit cot dlTi- 

dirt und = tg u seUt, so erhält man 

COI ff ' 
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{No. 20, IX. synfh.) 




. eol — 1 

CO» (2o) = -- — 

2 cot ft 


Dividirt man Formel 25, Zähler and 
Diridirt man 21 durch 20, »o ist Nenner rechts, durch ro» n, so erhält man 

co.J^) ^ CO. V 22- ^ '■ "y“"'-) 

im (2<») 2 un u • roi a cot n 

und nun Zähler und Neuner des rechts cot{‘2u)~ 'f — 

stehenden Bruchs mit iin V diridirt er- « 2 

gibt (No. 21, X. syntb.) Es ist nach Formel 4 und 2G 


(cot H — le 1 ( 1 ^ 

1 + cot *(2i() = Sec *(2a) = 1 -{ — J (4 cot 4^ tg *re — 2 cot tt • tg «) 

= i (4 + co( V 4- - 2)= l(cer *(( f /j*« f 2ci>( « • a)= | (rola 4- tg n)* 

wrmius (No. 23, XII.), wenn mau radicirt Entwickelt man cot n aus Formel 23, 
/_ . cotai-tga schreibt ta für a, so erhalt man (No. 26, 

co.cc(2o) = - (27) XIV. synth.) 

Entwickelt man aus Formel 22; .in n i/l 4- co.a 

und schreibt Jn für o, so erhält man ro. (jo)— ^ ^ (29) 

(No. 24, XIII. synth.) Schreibt mau in Formel 28: (90° - o) 

.i"(4e)=l/— ( 28 ) für«, so bat man (No. 20, XV. synth.) 


. 90°— n I /I — CO. (90° - n) i /I — «in n 

••"-^=1 2 -=l'-2'- 

Schreibt man (90° - o) für n in Formel 29, so erhält m.in (No 29, XVIII. synth.) 

90°- " _ I ”» (20° ~ 


2 r 2 r 2 

Schreibt man (90° 4- n) für n in Formel 28, so erhält man (No. 28, XVII. synth.) 

. 90°4-o ,/l -CO. (90° 4-0) ,/14-«ino 

^ ^ (32) 

Schreibt man (90° + et) für n in Formel 29, so erhält man (No. 27, XVI. synth ) 

(90° + ") = |/L- «" “ (33) 


Dividirt man Formel 30 dareb 31, so 
erhält man (No. 30, XIX. synth.) 

(34) 

* 2 r 1 4- «in B 

Durch die Umkehrung des Bruchs For- 
mel 34 erhält man (No. 32, XXI. synth.) 

90°— n i/14-.inn 
cot--- =L'- - — (3.5) 

2 ' 1 — «in o 

Dicidirt man Formel 32 durch 33, so 

erhält man 

* 9 r 1 —nn a ' ' 
und dWidirt man Formel 33 durch 32: 
(No. 31, XX. synth.) 

= (37) 

9 F 1 4- .in a ' 

Multiplicilt man in Formel 34, Zähler 
und Nenner derWnnelgrörae mit(l-.iiia) 


und redneirt, so erhält man (No. 34, XIII. 
synth.) 

90°— o 1 - »i* B 

'J-TT = (38) 

*9 eo. B 

Mnltiplicirt man Zähler und Nenner 
derWurzelgröfae in Formel 35 mit(l—ftitn) 
und redneirt, so erhält man (No. 37, XXVI. 
synth.) 

90°— B 14 - *•» « , , 

CO» --- = ^1 (39) 

9 CO. B 

Multiplicirt man Zähler und Neuner der 
Wurieleröfse in Formel 36 mit (I 4 - »in b) 
und redneirt, so erhält man (No. 36, 
XXV. synth.) 

90°4- B 1 -f nn B 

lg — - - = — ( (40) 

9 eoi B 

Mnltiplicirt man in Formel 37, Zähler 
und Nenner derW nrzelgröfse mit ( 1 — sin o) 
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ond rcducirt, so orhilt man (No. 35, 
XXIV. synth.) 

^ 90°+ n _ 1 — lii t « 
cos (t 


cot - 


(41) 


Dividirt man Formel 28 durch Formel 
*29 und redncirt, so erhalt man (No. 40, 
XXIX. synth.) 

1 /I — CO* a 

(42) 

9 \2 / r 1 + cos a 

-und inultiplicirt man in dieser Formel 


Zähler und Nenner der Wurrelgrofse mit 
(1 — cos n) so erhält man (No. "38, XXVII.) 

, . 1 — cos « \ 

/o (4n) = - (4 Ja) 

^ ' *tfi ff 

• MultipUcirt man dagopen mit (1 i ros rr), 
so erhält man (No. 39, XXVIII. synth.) 


*m ff 

^9 (i") ~ 1 f oj „ 


(43 1>) 


Addirt man Formel 28 und 29, so hat 

man 


*111 (I ff) + cos 


1 /I — cos ff 1 /I + CO* ff 1 Vl /I ” " j 1 / I F c os «y 

(i«) = |/ 2 2 / 




■ cot n 1 + f » « « ^ 2 


1 — cos ff) (1 + cos ff) 


'] 


= j (l -f )'l — CO« *«) = + «in « 


Man hat demnach (No. 41, XXX. synth.) 
«in (^ti) t- CO» ( Jn) = )' l + «in n (44) 
Subtrahirt man Formel 28 Ton Formel 
29, so hat man 

. 1 / 1 + CO« o 1 / 1 — CO« « 

co«(Jor)-««n(H = y — 2 y 2 — 

und eben so wie mit der Summe ver- 
fahren ergibt (No. 42, XXXI. synth.) 

CO« (^n) — «in (^a) = ] 1 — «in a (45) 
Subtrahirt man Formel 29 von Formel 
28 so erhält man (No. 43, XXXII, synth.) 

«in (^n) — CO« (|n) = ) 1 — «in « (46) 

Der Grund davon, dals beide Ausdrücke 
Formel 46 und 46 dieselben sind und 
unter «eichen Umständen die eine oder 
die andere gilt, (s. Bd. 11. , pag. 106 und 
107, No. 42 und 43). 

Subtrahirt man Formel 45 von Formel 
44 und dividirt mit 2, so erhält man 

^»in (l^o) = J (l'l «in n - | 1 — «in «) (47) 
Addirt man die Formeln 44 nnd 46, 
ao erhält man 

(in (^a) = J (l'l «in n -b l'l — «in n) (48) 
und subtrahirt man Formel 46 von 44; 
CO« (J«) = i (l'l -I- «in « — p'l — «in n) (49) 
Beide Formeln in eine Formel zusam- 
mengezogen steht No. 44, XXXIV. 

Addirt man Formel 44 nnd 45 so er- 
hält man 

ee« (k«) = k (l'i -|- »in o -1- j'l — «in n) (50) 
Beide Formeln iu eine zusammenge- 
zogen iat No. 44, XX^II. 

Der Gmnd davon, das beide Paar For- 
meln 47, 48 und 4B, 50 das Entgegeo- 
gesetste ausdrücken und «eiche Formelu 

IU. 


in speciellen Fällen genommen werden 
müssen, s. Bd. II., pag 107, No.^44 mit 
noch den Formeln XXXV und XXXVl 

Subtrahirt man Formel 17 von 19, so 
erhält man (No. 48, XL. synth.) 
«in^.«inn= 

CO« (n — iS) — CO« (« -b jä)! (51) 

oder «.»«= ) 

Addirt man Formel 17 und 19 so er- 
hält man (No. 47, XXXIX.) 
cos ff • cos [co* (ff + ß') + cos (ff — /?)] 1 

. cos (ff + /5) + cos (ff - /f) ( (52) 

oder co«n = ^ •— ) 

Addirt man die beiden Formeln 16 und 
18, so hat man (No. 45, XXXVII. synth) 
*inff *co*,3 = i[»if*(« + ;3)+**«(o ~^)]l 

*in(« +/S) + *t» (ff- ;3)((53) 
oder..«« = - 2 -^, fl-- ? 

Subtrahirt man Formel 18 von Formel 
16, so erhält man (No. 46, XXXVIII.) 
«i« (5 • CO« n = f [«in (n -b ,S) — «i«(« -/>)] j 

sin (t< -b iS) - «in (ri - /5)i (54) 

oder CO« n = - n • ^ ) 

2 sin fl 

Schreibt man in den letzten 4 Formeln 
y = n -b^ 

J = n — 

y-bd 
'“2 
-J 


so ist 


und 


/> 




also hat man 
Für Formel 51 : 
CO« J — CO« y = 2 «in 
Für Formel 52 ; 


y-bd 

2 


(55) 


14 



Gonioinetrip. 


210 


Goniometrie. 


y-rf Dividirt man Zähler und Kenner des 

eof y + CO» d — 2 ros — • cos — - (o6) stehenden Bruchs durch cos « • eosß 

Für Formel 53: feducirt. s» erhält man (No.53, XLV.) 

sin J> + »i«t iT = 2 sin • cos - (57) Ij (« + ß) = ■ ß 

Für Formel 64: Dividirt man Formel 18 durch Formel 


.t-9 .1« . CO. (’.k'i 19 '"’d verfährt wie für Formel 59, so 

s.n y - s.n d - 2 »sn — . cos -- (58) j. ^ 

Diese 4 Formeln stehen No. 49 bis 52, to u — Io S 

XU. bis XLIV. fj (n - = 1 + (60) 

Dividirt man Formel IG durch Formel „ , ? ' , 

17 so erhält man Dividirt man hurmel li durch hormel 

siii (« f ß) »in a-cosß + cosc sin ß 16 und ver^rt wie für die vorigen For- 

) -r-csK= .. •* .> mein, so erhalt man (No. 55, XLMI.) 

eot (a + ß) cot a * cot ß-^ *m n • ttn ß ' 


(« + /^) = 


cos a • cos ß — lin it • *ii* ß cot a • cot ß 1 

sin a» cos ß + eoj o • sin ß cot ß cot n 


. cotn^cotß-X nennung, also 

er ro (n ß rot n cot ß _ sin n • ct^ß + ££f " * _ **” (« "f ß) 

Dividirt man Formel 19 durch Formel cot h • rot ß ro*« • rosß 

18 u. s. w., so erhältm»n(Xo.üG,XLVlII.) (,at man (No. 57, XUX.) 


cot {n — ß) — 
Schreibt man 


cot a * cot ß 1 
cot ß — cot rt 


t$a^ tgß=: 


iiri (rt + ,*0 


fin rr 1 IH 0 

t$a\t9ß= +- . 

cot n cos ß 


bringt die Brüche rechts auf gleiche Be- Schreibt man 


' ' cot tf rosß 

Kben so erhalt man (No. 58, D ) 

, sin (rr — 3) 
tgtt^ tgßs: - V — ' 
cos a • ri»s ß 


ros a cos ß cot n • sin ß sin n • cos ß 

col rt + coliS = -. — + . . . 

sm rr stn ß sin rr • sin ß 

eo erhält man (No. 59, LI.) 

#in (rr + ß) 

cot a^colß = ~ (G5) 

Desgleichen (No. 60, LII.) 

cos ß cos ft cos ß • sin n — sin ß • cos a 
cotß - ce/fc = -7-^- ^ r 

^ txnß sinn stn n» stn ß 

rin (rr ~ ß) 

eot ß-cotor: ^ (6G) 

stntfstnß 

MuUiplicirt man Formel 16 mit Formel 18: 
sin (a + /9) • rin (rr — /$) = (stn acos ß-\- cos tt sin ^ (sin rr cos ß^ cota sin ß) 

— sIn*ncos*^ — cos*rrsifi ~sIn*A[L — sin*/?} — (1 — sin *rr)siH®/? 


Reducirt man und dividirt durchsin(rc-/$) erhält man 
so entsteM die Formel (No. 61, LIII.) ros (n + ^) ■ ros (« — ß) 

■ , , „S V ,C.^ = CO» »« • ros V - »in »<I ■ »in V 

Sin (n + w Die Sinnsse fortgeschaffl ergibt die recht© 

Schreibt man für hoido Sinusse im tilelcbung 

Quadrat 1 — cos*, so erhält man reducirt — 1 + ros a i ros ^ — ros /J — sin « 
(No. 62, LIV.) hieraus die Formel (No. 63, LV.) 

ros *iJ — ros *« . , ros V ~ **** *« 

“*«“+«=-cosir-7r 

Multipliciit mau Formel 17 und 19, so Schreibt mau iu dieser Formel 1 -sin^ß 
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für eoi I — eos •« für lin *«, so erhält 
man die Formel (No. 64, LVI.) 

cof V — li« " ‘ 


CQS (n + yS) = 


(70) 


tisch nnd in dem vorstehenden Art. ana- 
lytisch hergeloitet worden sind. 
Trigonomotrische Formeltafel. 


' 9 - 


•9 


(71) 


r..-^ (72) 


(74) 
für « 


cot (er — ß) 

Dividirt mau Formel 57 durch Formel 

56, so erhält man (No. 65, LVII.) 

y + rf *i« y 4- sin rf 

fg - ------ . 1 . 

2 cot y -f cos J 
Pividirt man Formel 55 durch Formel 
58, so erhalt man (No, 68, LX.) 

y -f J cos ä — cos y 
2 sin y — sin d 
Dividirt man Formel 58 durch Formel 
5C, so erhalt mau (No. 66, LVIH.) 
j. - J _ y ~ lin d 
^ 2 ros y -f cos d 

Dividirt man Formel 5,') durch Formel 

57, so erhält man (No. G7, LIX.) 
y — d cos d — cos y 

sin y 4- sin d 

Schreibt man in Fonnel 16: 2« 
und f( für ,4, so hat man 
SIN 3f( = sin 2r( • cos n -j- cos 2a • sin n 
Formel 20 nnd 22 an^»’ewondet entsteht: 
sin 3a = 2 sin ff • cos *n + (1 —2 sin *rt)sina 
= 2iina(l-sin V) + (1-2 sin *«)sina 
endlich (No. 69) 

sin 3a s 3 sin a — 4 sin V (75) 

Schreibt man in Formel 17: 2a für a, 
«für so hat man 
cos 3« = cos 2a • cot tt — sin 2a • sin n 
Mit Anveodung der Formeln 20 und 
23 entsteht (No. 70) 
cos 3a =(2cos *« — 1) cos a — 2stn^acoia 
= cos a [2 cos ’a — l — 2 sin *a] 

= cos « [2 cos *a — 1 — 2(1 — cos*a)3 = 
eos 3a = 4 cos *a — 3 cos n (76) 

19. Mehrere Formeln für die trigono- 
metrischen Linien finden sich in den spe- 
ciellon Artikeln über dieselben. Bis jetzt 
sind in die.sem Worterbuche gegeben die 
Art; Cosinus, Cosinus vers ns, Co- 
tangente, Cosecante. 

Trigonometrische Berechnungen von 
ebenen Figuren werden desgleichen in 
den sie betreffenden Artikeln ahgehau- 
delt. Es befinden sich in diesem Wör- 
terbneb bereits die Art.: D rei eck , F ünf- 
eck, Funfzebneck, Gebrochene 
Linie. 

20. Es erfolgt hier eine geordnete Ta- 
belle derjenigen trigonometrischen For- 
meln, welche in dem Art.: Construc- 
tionen, trigonometrische synthe- 


1. 

sin ht -f cos = 1 

2. 

sin a = 1 1 - cos *a 

3. 

cos a = ['\ — sin V 

4. 

^9 + sec *a = 1 

5. 

sec R = V 1 tg *a 

6. 

ig et ::z y'sec *r — 1 

7. 

cosec *ft — cot *R — 1 

8. 

cosec a = y 1 -f cot 

9. 

cot a “ 1 coscc ^R — 


10. A. 

B. 


tg u 
tgn = 


cot a = 1 
1 _ sin a 

cot tt cos ft 


11. 

12. A. 

B. sec a 

13. A. sifi a 
B. cosec tt = 


1 ros a 
cot n = =: — • — 

a sin a 


cos a • sec a = l 
1 

sec a = — - 

cos a 

cosec (t = 1 
1 

sin r< 

14. s«n (a ± /}) = sin a« cos /9 ros a • sin^^ 

1 5. cos (a ^ jJ) cos n* cos ß ^ sin tt • sin ß 

16. sin (a -j- /f) = sin a» cos ß cos n • sinß 

17. sin (ff — /J) = sin « • cos ß — co.*! ff • sinß 

1 8. cos (a -f- /9) = cos o • cos ß — sin n • sinß 

19. cos (o — ^) = cos a • cos ß + sin n* sinß 

20. sin (2a) = 2 sin r • cos tt 

21. cos (2n) = cos *a — sin *a 

22. cos (2a) = 1 — 2 sin *o 

23. cot (2r) = 2 cos — 1 


24. 

25. 

26. 

27. A. 


cot ^a — 1 

"'(^")='2«rr 


^ (2ct) 


cot n — ig a 
2 


... , 1 + <J ’n 

tec (in) = - — -~:r = 

_ . cot a -{- fo « 

B. coscc(2«) = ' 


28. 

29. 


sin ^a = — 

ros ^a = ± |/i 


2 

— cos n 
2 

-}- cot et 


A. Für a von incl. 0 bis ine). 160^ ist 

I j /I + cot n 
cos = — - — 


2 

14* 
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B. Für a TOD incl. 180“ bi» incl. 360“ ist B. Für n von incl. 90“ bU incl. 270“ Ut 

^ 2 ' 1 — ««■ n 

90° + « i« + e |,'l + «»n 
/!-««« 36. /, _ ^ ^ ^ _ 


„ . 90®-« . 

30. «in — -■ — =«m 


3 

— « 


=-r 


. ^ ^ Ä Für ff von incl. 0 bis incl. 90° 

A. Für « von incl. 0 bis incl. 90“ ist und TOn incl. 270“ bis incl. 360“ ist 


90“ 




2 ' t 2 

B. Für n Ton Incl. 90° bis incl. 360“ ist 
30“ — «_ sinn 


90°+ n 


2 » 1 — «iti ff 

B. Für ff von incl. 90® bis incl. 270° ist 
^ 90° -f- ff _ I ' "b **" " 

^ 2 ““ r 1 -Ti« ff 

90° + ff_ 


«I« 


31. CO« 


90®—« iji it |/1+ «in ff 

— — ■'ftt f • ■ / ' 




2 2 * 2 
A. Für « von incl. 0 bis incl. 270° ist 
90 °—« _ ^ -b «in ff 


37. rot 


2 2 '14 «« « 


CO« 


B. Für « von incl. 270° bis incl. 360® ist 
90® — ft 1 /I + «in « 

CO« — - — = — 1 / — — 

2 r o 


32. «in 


90®+« . + « .i/14‘ «in« 

=««• =±l/ — 


A. Für « von incl. 0 bis incl. 90° 
und von incl. 270° bis incl. 360° ist ^ 

90® + ff , 1 /I — **n « 

col = + 1/ . — 

2 ^ ^ 1 + «in « 

B. Für ft von incl. 90° bis incl. 270° ist 
,90° + ff_ |/1— «in« 


cot ■ 


A. Für « von incl. 0 bis incl. 270® ist 38. tg 


. 90®+« ,, 


1 + «in « 


1 + «in ff 

90® — — «_1 — «in rt 
2 ~ ~ cos « 

oQ , 1 + »*«« 

39. cot —r — -=col _ = — 

2 2 cos ff 


«in - 


o„ »0®+ff 

33. cos 2 - =:ro« 


2 ' » 2 

B. Für« von incl. 270° bis incl. 360° ist 
90°+ ff I /I + «in ff 

+ n _ ^ 1 /I — «in ff 

2 K ~ 2 « 

A. Für « von incl. 0 bis incl. 9o° ist , 

90° + « i/l — «inft 

cos-.— = + b--^- 

B Für n von incl. 90® bis incl. 360° ist 
90®+« _ i^I— «inft 


CO« ' 


40. i,?5!±ü=,o‘ ’'tJ'=L+*"!i 

2 2 CO« ff 

90° + ff 1 — «in« 

2 2 CO« ff 

ros ff 
+ cos ff 


A. Für ft von incl. 0 bis incl. 180® ist 

, |/I— CO« ft 

^ ’ f 1 + CO« ff 

B. Für ff von incl. 180° bis incl. 360° ist 

1 — CO« « 


^9 ^ ^ 

43. A. tg |ff 


+ COI« 

1 • CO« ff 

«in a 


34. t,®2^=t, >i^^ = =.|/i.-“.-“ 

8 2 r 1 

A. Für « von incl. 0® bis incl. 90® 
und von incl. 270® bis incl. 360® ist 

90®— ff i/l— «in ff 

* 2 r+'.ii."^ 

B. Für « von incl. 90° bis incl. 270° ist **** = * 1 I + «in « 

ta " — 1/ 1 — «i n ff A. Für « von incl. 0 bi.s incl. 270° ist 

2 ^ 1 + «in ff 

’l + «in ff 


, , «in ff 

<0 iff = 

1 + cot ff 


n E » 90® — ff I . f, 

35. col cot * sz ±. 

2 2 


1 — «in ff 

A. Für ft von racl. 0 bis incl. 90® 
nnd von incl. 270° bis incl. 360° ist 
90® — « ^ i/ l + «in « 

' 1 — «in « 


col • 


«in j ff 4 CO« Jff = + I I -{ «in ff 

B. Für ft von incl. 270° bis incl. 360° ist 
•in J« + cos ^ff = — t 1 + «in « 

46. CO« |ff — «in |ft = A j'l — «in tt 

A. Für « von incl. 0 bis incl. 90® ist 
cot - «in = + I '1 — (in « 
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B. Für a Ton incl. 90° b is incl. 3 60° ist 
CO# 1« — #in ^(1 = — j/1— #i«o 

46. lii# 1« “ CO# Ja = ± — #ii# a 

A. Für a Ton incl. 0 bis incl^90° ist 

siit Jo — CO» Ja = — — siita 

B. Für o Ton incl. 90° bis incl. 360° ist 
»in Jo — CO» Jo = + )/l - »i no 

47. »in Jo = ± J [|''l J- »ino — )/l — »inoj 

A. Für o Ton incl. 0 bis incl. 90° ist 
»in Jo = + J [)/l +»ino — VI ~ »»nn] 

B. Für o von incl. 90° bis incl. 270° 

ist die Formel nicht anwendbar 

C. Für o Ton incl. 270° bis inc l. 360° is t 
»in Jo = — j[l/l + »in « “ y l^ »in oj 

48. »in Jo = + J [yi + »ino + yi— »inoj 

Diese Formel gilt nur für o von incl. 

90° bis incl. 270®. 

49. CO» }o = + l [y 1 +»in o — |'l — »in o] 

Diese Formel gilt nur für o von incl. 

90° bis incl. 270° ___ 

50. CO» Jo = ± (yi + »ino + yi — »in o) 

A. Für o von incl. 0 bis incl. 90° ist 
CO» Jo = + ( y 1 + »in o + y 1 — »in «) 

B. Für o Ton incl. 270° bis incl. 360° ist 
CO» Jo = — (yi + »ino J- yT— »ino) 

Für o von incl. 90° bis incl. 270° ist 


die 

Formel nngültig. 


51. 

«in a 

• «in fl 

= J(co»(o- 

-ß)- cot (a + ß)] 

52. 

cos a 

• cot fl 

= J[co»(o + fl + co»(o-fl] 

63. 

«in 0 

• cot fl 

= J [»in (o +fl + »in(o - fl] 

54. 

COi 0 

•tinfl 

= J [»i»(n + fl-»in(o-fl] 

65. 

«in 

ft + fl ^ 
3 

. a-ß 

i (co» fl — cot a) 

66. 

COi 

« + 
2 

a — ß 

co» — = 

J(co« O-j-CO« fl) 

67. 

«in 

2 

a-ß 

cot~ = 

}(tin(t + tmfl) 

58. 

cot 

a + fl 
2 

. a — ß 
tm-^ = 

i(tina — iinfl) 


cot(,a + ß). 
col (o — ;J) ; 


tga + U/ß 


59. 

60. 

61. 

62. 

63. 

64. 

65. cot « J- col ^ 

66 . 

67. 

68 . 

69. 

70. 

71. 

72. 

73. 

74. 

76. 

76. 


»in (,a + ß) = 


a + ß 


'i-tg 

a • tg fl 

a 

-•sß 

"i + «j 

tftgß 

cot a* 

cot ß - l 

• cot a 

+ cotß 

_ col « • 

cotß+ 1 

cot ß 

— col tt 

«in(a 

+/») 

cot a • 

cot ß 

«in(a 

-fl 

cot a • 

cot ß 

»in(o 

+ß) 

«in a • 

txnfl 

»in(o 

-fl 

«in a • 

timß 

«in *« 

— »in V 

«in (i 

a-fl 

cot *ß 

— cot 

«in (i 

o-fl 

cot ^ß 

- «in *« 

cot (< 

»-fl 

cot *a 

- »in V 

cot (a — fl) 

«in a + <iit fl 

cot tt + cot fl 

cot fl - 

- cot et 


»in a — nuß 
»in o — »in ß 


2 CO» o + CO» ß 

o —ß eta ß — cot a 
~2 


»in ß J- »in o 
»in 3o = 3 »in o — 4 »in ’o 
CO» 3o = 4 CO» *0 — 3 CO» o 


21. Sind die Winkel a + ß + y = 2Bech 
ten , so ergeben sich mehrere interessante 
Gesetze, von denen folgende sechs die 
vorzüglichsten sind. 


I. 2. »in o • »in ß • iiny = tina • cot a + tim ß • cot ß -f- »in y • cot y 
Analytischer Beweis. 

Formel 16 ist »in (o + ^) = »in o • co» ^ + co» o • »in ß 
hierzu »in o • »in ß — »in o • »in ß 

gibt »in o • »in ^ • »in (o j /9) = »in *o • »in ß • cot ß + »in *ß • tim a • cot o 

— tinß •cot ß (1 —co»*«) + »in n • co» o(l — cot^ß) 

= »in n-co» o + »in;)-eo» ß—cotn-cotß(tiHa'Cotß+coin-tinß) ' 
und mit Hülfe von Formel 16 ; ^ 

»in o • »itt/t •>in(o )-/J) = »inn - co» n + »in^- co»,t — co» o • cotß'iin (a-i-ß) 
hierzu »inn • »in,t-»in(a J-|j) = »in n - »in ji • »in(n+,J) 

gibt 2< »in o • »in ^•»in(o+^) = »in o • co» o + limß-cot ß—tim(,a + ß) [co» o-co» »in o-»in fl 
also nach Formel 18: =»inn-co»o + »in;)-co»/J — »in(Mj-fl‘co»(o+fl 
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Nun ist wegen a+/9 = 180*’-y ; »m(a+/5)=:»my und cw(a+^)=-cMy 
daher bat man 2 »sintf i'*nß^^$'\nY = t\ntt^cc^a■\■»%nß• co$ß-\-iinyco$y 
rta «+/}-f-y=180°, so sind sie die Umfangswinkel eines Dreiecks. 

Synthetischer Beweis. Es sei dien iiC, BC und DC Ton den Ecken 
demnach Fig. 672 in^^ABD der ^A = a, des Dreiecks aus, f^le die Lothe CE, 
der zB=ßt der zD=y; beschreibe um CF und CG auf die Seiten des Dreiecks, 
dasselbe einen Kreis vom Halbme.sser= 1, und fälle auf eine beliebige Seite BD 
dessen Mittelpunkt C sei, ziehe die Ra- die Höhe AH, so ist 

2>aABD=BD^CG + AD^CF-\^AB-CE 

= bd.au 

Nun ist zBCD = 2^BAD = 2a 
und da zugleich BG= DG 
also auch z BCG—Z^C^^~h'^^^^ 
so ist zBCG = Z^CG — n 

Eben so bat man 

ZDCF=Z^CF=ß 
und zACE-ZBCE = y 

folglich 

BD = 2$ina, AD = 2sinß \ind AB — 2siny 
ferner 

CG=co$a, CF=cosß undCE = co*y 
und da AH - AD • s\ny-2ünß • »iny 



II. iin n -fsi»/? + 51« y = 4 cos* ' cos • cos -- 


so hat man BD> AH-2sinu■.2sinß.s%ny = Asxna.stnß.s\nY 

\\nd 2 A/*f?D = 2 iiMrt •cosß + 2siM/9.cos/9 + 2si«y*cosy = 4sirtM*iin,?*siny 

woraus 2 sin k • si»/?* sin y = sin a • cos « + sin^ • cosß [- sin y • cos y 

2 

Analytischer Beweis. 

Es ist y = 1 80*^ — (“ + 
daher ■siny=sin(tt + ß) 
mithin nach Formel 20 

„ . rt + ß tt + ß 

stn y=2sm . cos 

Also nach Formel 16 und 18 

' / o ß ft . ß\/ tt i* 

siny =2 (sin y • c®» y + oo* y »•« y j Y * 2 ~ **” Y T/ 


oder 


« « t ß 

= 2s»n -r- »cos — . cos* — • 


sm y = 2sin y y * cos* y + 2 sin • cos y • cos ^ 


ß A.cos*-^ — 2sin* cos 


-2si»> A. 


n « 

„„ y * cos y 


= 2 sin y * COS y (cos > A - sin 2 j + 2 sin COS A (cos > y - sin 2 y ) 

iny =2sin y*^o*y (2cos2-y — l^ + 2si« ^'cos y (2cos2 


oder 

sin 


=4sin --.cos ■ 

2 2 


« ß ß ß o n « • « ft a. ■ r ß 

; y . cos* y + 4 si n -y • cos y • cos* y - 2si« y . cos y — 2sin -y . cos 

hierzu sina + stn/5= 


. « • « tt . ß 

+ 2 **n y • cos y +2s*n-|- 


cos~ 

2 


* 
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gibt »ino-l-iin/9 + 5irty = 4 

« • ß\ 


2 


« ß ( . a ^ 

= 4cos — •coi-r-liirt— »CO* — +C01 
2 2 V 2 *' 

ß ß . ß+/J 

= 4rof —• co*-^»5in— -— 

2 2.2 


Nnn ist lin = cos ^90° — = 


180®-(ß + /9) y 

cos ^ = 


ft ß y 

daher hat man si»ß + sin/9 + si»y = 4cos — «cos— «cos-^ 


S y n th etisch er Beweis. Man zeichne 
Fig. 673, um einen Punkt C die Z« = 
ACF, ß = FCH und y = UCE neben ein- 
ander, so liegen die beiden äufseren Schen- 
kel AC und EC in einer geraden Linie. 
Beschreibe nun aus C mit dem' Halb- 
me.sser = 1 den Kreis AFfiEA, verlän- 
gere FC bis in die Peripherie, verbinde 
Ay H und D durch Sehnen, so entsteht 
das Dreieck ABD\ in diesem ist Z.^OF 

= UACF=jy Z.BDF=\Z.liCF=^ß, 



G73., 


daher eben so ist Z. BAD 

= ü^„„dz^80=^ 

Fällt man nun die Lothe CJ auf AD, 
CH auf BD und CG auf AB, so hat man 
2A ABD = ad -CJ + BD>CH + AB-CG 
.. V« AD»BD»AB 

aber es ist auch 2A ^BD = - 


2i4C 

AD-BD-AB 
2AC • 


daher ist 

AD-CJ+BD»CH+AB^CG= 

Nun ist 

AD= DF‘ cos ADF=i 2 DC • cos =2cos 
Eben so 

BD = DF • cos BDF = 2DC • cos ~—2cos 4- 

2 2 

und 


AB = AE» cos BAE = 2AC»cos -^=2cos-^ 

2 2 

Ferner ist CJ= DC»sinCDJ=sin-~ 

CH=DC»smCDU=sin^ 

und CO = AC» sinCAG =sin -- 

2 

daher hat man 


a ß y 

» „ 2cos — • 2cos-^ • 2cos 4- 

ß.ß ß ß V V 2 2 2 

2cos »sin y + 2 cos y .sm -b 2 cos .sin ^ 

oder 

, €t (t ß ß y y ft ß y 

2sin cos ■— -b 2stn «cos ^ + 2 sin cos =Acos — • cos^» cos-^ 

22 2 2 22 2 22 


Nnn ist Bd. II., pag. 96, No. 16 mit 
Formel V. synthetisch bewiesen, dafs 
2 sin ß • cos ß = sin 2ß, daher ist auch 

2sm —»cos—^stn ß,2sin-y •cosy=s«n/9 

und 2sin^ »cos— = siny 
i 2 

Folglich hat man 


I • a I • “ ß y 

sinß-b*»n/9-bsiny=4cos -r- • cos -r;-« cos 

2 2«^ 


III. tga-\-tgß-\rtgY = iga»tgß»lgY 
Analytischer Beweis. Da wieder 
y =180°— (n+Ä so ist tg y= tg [180°— (ß-b/9)] ; 
daher nach No. 16 y = — (ß + ß) 

also nach Formel 69 »o y =— 

l-tga»tgß 
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io n tg ß 

daher Ij o + «j^ + ljy = Vo + <5^ — \^iga~tgß 

tga + lgß-tsa-tgß(,lgn+tgß)-t$'>-» 9ß 
~ 1-lga-lgß 

^ Iga + tgß 

— + tg a‘ tg ß^ig — (fl ßy] 

oder iga + tgß+igy = t9“-igß‘>gr 


Synthetischer Beweis. Es sei 
Ei(j. 674 im t^ABC der Z^ = «. Zß=(» 
nnd /.C=y- 

Fälle die 3 Höhen Aa, Bh nnd Cr, die 
sich nach geometrischen Lehren in einerlei 
Punkt durchschneiden, 

Kig. 674. 



so hat man Bc‘=Bc(AB—Ae) 


Bt^^Bc*AB — Bc*Ac 
Nun ist nach geometrischen Lehren 
AB-Bc = BC-Ba 

daher auch Bc^ = BC • Ba— Be ‘ Ac 

dies Ton BC‘ = BC* 

bleibTfiC*-Äc>=BC»- BC-Ba+ Be- Ac 
oder Ce*=BC(BC-Ba) + Bc.Ac 

oder I. Cc*ss BC-CeA ~ Be • Ac 

Nun ist 

ZBeC = R = ZBeA 

hierzu Z B = ^B 

daher U. i^ABcix^BAa 
woher Be ; Cc ~ Bti: Ae 

. ^ Ba 

mithin i4o = Cc- g- 

dies mnltiplicirt mit 
Bb = Bb 

und mit I. Cc* — BC • C<i4- Bc- Ae 


gibt Aa • Bb - Cc* = (BC - Ca + Bc • Ac) Bb - Cc - 

also ist III. Aa -Bb-Cc= BC-Ba^Bb-C j ^ . ^4 

Ans II. folgt; BC:Be=AB:Ba 

DQ, Dfm 

daher ist - n — = AB=Ae-^Be 

Be 

Man hat also, dies mit III. verbunden: 

Aa- Bb - Ce = (Ac + Bc) Bb - Ca Ac - Ba - Bb 
oder IV. Aa - Bb - Cc = Ac - Bb - Ca Bb - Bc - Ca + Ae - Ba - Bb 


Ana gleichen Gründen wie für II. hat 
man ferner 

AAB4«=AACc 
woher Ab:Bb — Ac\Ce 

oder Ac - Bbzz Ab-Cc 

mithin ist der Ite Summand in IV., 

Ac - Bb - Ca— Ab -Ca-Cc 


nnd der 3te Snmmand ln IV. 

Ae- Ba-Bb—Ab- Ba- Cc 
Ans der nach II. erhaltenen Proportion 
Be:Cc=Ba:Aa 
hat man Ba- Ce = Aa- Bc 
daher entsteht aus dem 3ten Summanden 
Ab - Ba-Cc= Aa- Ab - Bc 
Diese 2 Werthe in IV. gesetzt, entsteht 


Ao • ß4 . Cc = A4 • r« . Cr + «4 ■ Äc . Co + Afl • A 6 ■ Bc 
Diese Gleichung durch Co • A4 • Be dividirt 
Aa Bb Cc _ Cc «4 Ao 
Co ■ A4 ■ Bc " ßt- A4 + Co 
oder lg y - lg a - tg ß = lg ß lg a + lg y 
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IV. cot + col + *0* • eot 

3 2 2 2 2 2 

Analytischer Beweis. 

Es ut col i = CO» = CO» (90°- = »s " 

2 2 \ 2 / 

‘J Y 2' 

also nach Formel 59 co» = — 


2 




hierin 


CO» Y + CO» Y = CO« y + CO» ^ 


/» 


n ß 

gibt co»Y+co»| + co»|- = co».^ + co»|- + — * 

t-»,y»sA 


a , ß (* « 

col -+ cot j-lg~.cot 2 . »J --IJ 


.», ^.cot 


Nnn ist nach Formel 10: »j y -co» " = 1 = »j ^ .cot 
Daher erhält man nach geschehener Reduction : 


. rol — + col — 

CO» 4 + CO» /+ CO» 2 

2 2^2. „ ß 


col — + cot ~ 
2 2 


\ CO» — . CO» r.f 


“ col — • cot • 


'* ß 

col — + col 
2 2 


CO»yCO»y-l 

“ 

CO» • CO» ^ 

und nachFormelei und II — =coi —.cot la“^^- 

col"^ 2 2 2 

2 


= CO» y • CO» . CO» ^90'’ - 

t80”-(n+« 


= col — •co»-J'-.co» 
^ 2 


oder CO» y + CO» y + CO» y 

' n 8 y 

= cot — .col ^ • cot — 
2 2 2 

Synthetischer Beweis. Es sei Fig. 
675 imAAÄC, = ^B = /t, Z.C=y, 
so halbire die Winkel durch die Linien 
AP, BP und CP, welche nach geometri- 
schen Lehren einen gemeinschaftlichen 
Dnrchschnittspunkt /* naben, und fälle 
Ton P ans die Lothe Pc auf AB, Pk auf 
AC nnd Pa auf BC, so sind diese 3 Lothe 
einander gleich. 



i 
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Nun ist nach geoAetriscben Lehren 


' Eben so ist t^ABC = iAB-cP+\AC’bPi^ \bC-aP=aP- 


/^,ABC = i[XABfAC^BC){AB^^AC-BC)(Äil + BC-AC)(AC + BC-AB) 

AB+A C+BC 
2 

Daher hat man 

nP- - J J ( AC+BC)(.ABVAC-BC)(,AB^^BC-AC){AC+BC-AB) 
folglich 

(«Pl<^iA£±££^=^,^^ABiAC+BCy.ABA^AC-BC)(.AB+BC-AO(AC+BC-AB) 

4 

Diese Gleichung dividirt durch (AB AC-i^ BC) gibt 

AB^ACAIIP ABfAC-BC ABA^BC-^ AC+BC-AB 


•iaP 


■iaP 


■ZaP 


ZaP 


Nun ist /UJ-Xc d Bc= AU i Bc 
AV. = Ah-ir('U = AhJ, Ca 
BC = Ca Ba — Ca A Bc 


ACA BC -AB 


uud 


ABaAC \ BC 


^^-AU \ Bc^Ca 



AU 

letzte Gleichung 

ge.sctxt 





Ah-^Hr\- 

c«_ 

AU 

Br 

Ca 

AC_ 

Bc 

a/* 


aP' 

äP' 

aP 

AB _ 


, Ah Bc 

c«_ 

AU 

Bc 

Ca 

Ca 

up+rp+ 

äp~ 

bP' 

' rP' 

' aP 


also mit liulfc der Figur cot " 4 rol — + ref =rot ~ -rol-^ -rol 

V. (.7 Y • y + 'S 2 •'» 2 i '» 2■•'»■2■ = * 
Analytischer lieweis. 

^ y ISO^-tn-l i7) „ n + ,l\ «4,7 

Es ist 'j |- = '3 2 = 'j^DO 


also nach Formel 61 
daher ist 




n 3 , 

cot — • i'ot 1 


cot — + ro( - 


's y • <9 y + 'S y • 'S y = ('^ T + i) 


cot-— »cot I 

2 2 


cot -;r- + ^“0* 

2 2 


a tt /?, a ft 

's y ■ '•o' y • y + «‘ y • ‘S y • y - ('S y + ‘S y j 


cot -r- + cot ~ 
2 ^ 2 


, , . , ft « . ft ft 

und da nun wieder =1 = — 


ft tt I n 0\ ß , . 

CO(|-+CO(y-^/jy+/S-^ j ^ J + 'ff 


col -?• + «>< " 
2 2 


cot 1' cot ~ 

2 2 


daher 


I 
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•'S v+'s4-'s V 


= l+'S-2 -'Sf- 


cot -^ + col — 
2 2 


.« n ß (t fl 8 ( u 

t 3 --cot~^-tg - + - .cql~- — + 

ft 5 

cor _ rol y 

«sf+«.?f-(<sf-i-'sf) 


= 1 


oder 


cot •— + co* 

2 2 

/? . fs y fl Y 

2- + 's -2 -'s .^ + 's ^ -'S .2 =1 


Synthetischer Beweis. Für Fig. 675 hat man nach dem vorigen Satr 

- 4 - (.!« + -df-’+ ßC)’= i‘.(.tß+/lC+fiO(.tß+^C-ßC){.l«+ßt'-.lC)(.tr+ßt'-.t«) 

mithin -ICaG'C.dß t-.lC+ßO = (.-lß+.4(,’- ßC)(.tß+ ßC-.tO(^C+ HC- AB) 

lind -t(aP)».- ..=1 

(d ß + ylC- ßC) (.4ß+ ßC - ^f)(/lC+ ßC’- ,4t0 

Nun ist /lß + dC' + ßf=2/lß-dß + 2dC-dC+2ßC-ßC 

= (dß + dC-ßO+(.'lß+ßt'-dO + (.IC + ßC-/tß) 
daher ist 4 „/w . C-<?+d'^-_ßn + (.tß + ßr-dO+ (dC+ ßC-dß) _ 

(dß + ,4C - ßC) • 64ß+ ßf^- • M"C’+ ßC- dß) 

— —=Ab, daher ,4ß + dC - ßC = 2 ,4* 


Nun ist nach IV. .ebenfalls 


eben so dß + ßC-dC=2ßc, und AC + BC—AC=‘2Ca 



2Ak+2BC+2CA 
2 Ab ■ 2 Bc • 

Ab + Bc + Ca^^ 


= 1 


Bc 


Ab^ Bc^Ca'^^^ Ab< Bc*Ca 


+ of». 


Ca 

Ai,- Be~^' 


aP> 


aP 


aP 


- = 1 


ßc • Cä ^ di . Ca ^ d6 . ßc ■ 

Nnn ist aP=bP=cP, Bc=Ba, Ca = Cb, Ab = Ac 

daher hat man ^ + Vr • ~ + - ■ - = 1 
Bü Ca Ab Cb Ac Bc 

oder mit Hülfe der Figur «S y • 'S + 'S • 'S |- + 'S y • 'S y = * 

\ I. cot a • cot ß cot a *cot y cot fl • eot y s: i 

Analytischer Beweis. Es ist ro(>'=cor[180'’-(.t+/?)] = -coi(« + /») 

also nach Formel 6t coty =- = l-rota . calfl 

cota+colß coln + colß 

daher ist eolifcoly+rol/S' coly=(cola-i-eoli9)‘ - — ^^^^-^-^- = l — cola-coH 

cota + colß ' 

folglico col a'CotßA-eota’ cot y + eolß-colyc:! 

Synthetischer Beweis. Für Fig. 674 hat man 

BC’ = AB’ + AC^ - 2AB • Ac 

. AP+AC’-BC’ 
woraus dc=. 


2dß 
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Nun ist Cc^=AC^-Ac> »ho =AC^ 


-( 


Grad. 

^ß’+ylC‘-ÄC*\» 


2AB 


daher 4 AB’- Cc’=4 AB’ ■ AC’-CAB’i^ AC’-BC’)’ 
AB-Cc 


Ferner ist 


daher 


AdßC=' 
(AdßC)‘ = — 

4 


lind (4£iABC)* = 4Aß’-Ce’ 

folglich ist (4A^ßO = 4^ß’->iC*-(/lß>+dC’-ÄC^» 

= 2/4Ä’ . ^C»+ 2dß> • ßC’+ 2 AC’- BC’-AB’-AC*- BC* 
oder (4A/JÄC)’=/4ßH.dC‘+«f'‘+(-^/f‘-^C‘ + 2^ß’-/4C*) 

+ (-^ß<-ßC* + 2dß>.ßC>) + (-dC*-ÄC‘+2^C.ÄC) 
= Aß*-(AC’-BC’)’ + AC’-(AB’~ BC’)’ + BC*-(AB’~ AC*)’ 
oder I. (4Av4ßC)'=(>4fi> 4 AC’ - BC*) ■ (AB’ + ßC» - A(*) 

HAC’CAB’-BC’).C4C’^BC’-AB*)^{BC’4^AB’-AC’){BC'^AC’~AB^ 

. AB’ + AC’-BC’ 

Nun war -1c= ^ 

.. „ AB’ + BC’-AC’ 

r.nen so ist Br = - 


daher 

oder 


(AB’+AB’ 


2AB 

BC*) -(.AB’+ BC’-AC*) 
4 AB’ 


= Ac - Bc 


hieraus 


dC’-ß('0-Mß’ + ßC>- /4C^ = 4^ß»-.4e.ßr 

Nun war (4A^ßO’ = 4dß’.Cc* 


Cc« 


Daher ist (dß’d-^O-ßC^. (dß’+ßC-J- dC>) = (4A^ßn*- 

Cc • Cc 


ebenso ist 
und 


(AC’ + AB’- BCP) - (ylC»+ BC’ - AB*) = (4 A dßC)’ 
(ßC* + .4ß* - y4C^ ■ (ßC* + v4C> - d ß>) = (4 A d ßC)* • 


Ab- Cb 
Bb-Bb 
Ba- Ca 
Aa • Aa 


Daher durch Addition und mit Ilnlfe Ton I. 

/Ac Bc . Ab Cb 


(4AAßO».(; 


Cc ■ Cc B b Bb 




oder 


Ac Bc Ab- Cb Ba Ca ^ 
Cc' Bb-Bb^'Äa'Aa~^ 


oder mit Hülfe der Figur 

cot a • cot ß cot a • cot y + cot ß - cot y = 1 


Goniometrisclie FancUonen oder tri- höhere oder niedere Ordnung, nämlich 
gOBOmetrilChe FoBctlonen sind die tri- Ton Gleichungen, je nachdem die Unb«- 
gonometrischen Linien, Sinus, Cosinus kannte in einer höheren oder niederen 
"■ 8. w. ^ Potenz erscheint: von Reihen, je nach- 

Grad von dem lateinischen Wort gra- Anzahl der Differenzenreihen ist, 

dus (Schritt, Stufe, Ehrenstelle), wehmes w-elche das Fortschreiten der Glieder be- 
übrigens arabischen Ursprungs ist. W’ie stimmt. 

der .Schritt der Theil eines Weges ist, Der Kreisumfang wird in 360 gleich 
so ist der Grad der Theil eines Kreis- grolse Theile getneilt, welche Ur.ide 
uml'angs, bei den Thermometern, den heifsen. Zweckmälsiger wäre eine Cen- 
Aräometern ein Theil ihres Fundamen- tesimaltheilung, so dafs die Uutertheile 
talabstandes Als Rangordnung bezeich- in Decimalon ausgedrückt werden können, 
net Grad auch in der Mathematik die Allein die Zahl 360 für die Anzahl der 


Digitized by Google 




Grad. 


• 221 


Gradeintheilung. 


Grade ist uralt und rührt von den Astro- 
nomen her, welche damals das Jahr zn 
360 Tagen rechneten und somit die 
Ekliptik in 3G0 Tbeile theilten, von wel- 
chen nun jeder Theil einen Tag bezeich- 
nete. 

Die Franzosen, welche seit ihrer ersten 
Revolution alles decimiren, haben es auch 
mit dem Kreise gethan, und zwar mit 
dem Quadrant, den sie in 100 Grade theil- 
ten; 1 Grad wurde = 100 Minuten, 1 Mi- 
nute = 100 Secunden u. s. w. gesetzt. 
Ungeachtet der grofsen Zweckmärsigkeit 
dieser Decimaltheilung hat sie sich nicht 
lange erhalten. 

Jeder der 360 Grade (360°) wird in 60 
Minuten (60*), jede Minute in 60 Secun- 
den (60"), diese in 60 Terzien (60''^ ge- 
theilt 

Demnach hat der Kreisumfang 

360 Grade; % = 2,556 3025 
21600 Minuten; % = 4,334 4538 

1296 000 Secunden ; log = 6,1 12 6050 

Der Halbmesser eines Kreises hat an 
Länge 

57,29578 Grade ; log = 1,758 1226 

3437,7468 Minuten ; log = 3,536 2739 
* 206264,8 Secunden ; log = 5,314 4251 

Da zu gleichen Kreisbogen auch gleiche 
Oentriwinkel gehören , ' so wird mit der 
Eintheilung des Kreisumfangs in 360 
Graden der zn ihm gehörende (Zentri- 
winkel , in einer Gröfse von 4 rechten 
Winkeln in ebenfalls 360 Grade getheilt, 
also der Quadrant in 90 Grade. Der Um- 
fang hat Bogenwade, Bogenminuten, Bo- 

f ensecunden ; der Centriwinkel hat Win- 
elgrade, Winkelminuten, Winkelsecun- 
den. 

Da die zn gleichen Centriwinkeln ge- 
hörenden Kreisbogen in Länge wie die 
Halbmesser des Kreises sich verhalten, 
so werden die Längen der Bogen für den 
Halbmesser = 1 als abstracte Zahlen an- 
gegeben; eben so die zu den Bogen ge- 
hörenden trigonometrischen Linien« Nur 
bei deren Logarithmen wird ein Halb- 
messer von 10000 000000 ( 10 tausend 
Millionen) zu Grunde gelegt, um die ihnen 
meist zukommende subtractivo Characte- 
ristik zu vermeiden, welche stillschwei- 
gend = — 10 festgesetzt ist. 

Der Kreisumfang = 2;i correspondirt 
mit 360° (Winkelgrad) ' 

Der Halbkreis = 7t mit 180° 

Der Quadraut mit 90° 

1 Bogengrad = r^gTi mit 1° 

’ Die elliptischen Umfange werden gleich- 


falls in 360° getheilt, und zwar von dem' 
Mittelpunkt aus in 360 gleiche Winkel- 

f rade, so dafs die ßogengrade ungleiche 
.ängen erhalten. 

Alle Parallelkrei.se der Krdoberflächo 
vom Aequator bis zu den Polen, alle Me- 
ridiane werden in 360 Grade getheilt. 
Ersterc geben die Längengrade, letz- . 
tere die Breitengrade (s. d.) ' 

Gradbogen ist ein in Graden angejge-'- 
bener Kreisbogen, dessen Länge bei Ver- , 
messungen und Berechnungen in Theilen 
des Halbmessers ansgedrückt werden mufs. 
Bezeichnet man diesen in Winkelgraden 
gegebenen Bogen mit «, so hat man die 
Länge x des Bogens aus der Proportion ; 
860° : 2;?r = n° ;x 


woraus x — 2nr 


360 ‘ 


180' 


und in Logarithmen 

Es ist log 7t = 0,497 1499 

log 180^2,255 2725 

mithin log ^ = 0,241 8474 - 2 

1 QÜ 

und log x = 0,241 8474 — 2 log (ra) 

Tabellen der Längen der Gradbogen 
von 1° bis 360°, von 1' bis 60' und von 
1" bis 60" finden ‘sich in den gröfseren 
logarithmischen Tafeln; u. a. in den 
Werken : Sammlung mathematischer Ta- 
feln'. .. von Georg Freiherrn von Vega, 
herausgegeben von Dr. J. A. Hülsse, 
Leipzig 1849 und in; Georgs Freih. v. 
Vega Logarithmisch - trigonometrisches 
Handbuch, bearbeitet von Dr. C. Bremi- 
ker, Berlin 1859. 

GradeiDtheilQQg. Diese (s. den Art. 
Grad) betrifft die Eintheilung der VolL 
kreise von Winkelmefsinstrumenten, und 
man hat es in der Technik für die An- 
fertigung correcter Theilmasehinen zu 
einer sehr bedeutenden Höhe gebracht. 
Früher, wo dies noch nicht der Fall war, 
hatte man neben der üblichen Einthei- 
lung in 360°, oder vielmehr bei Einthei- 
lung von Quadranten in 90°, zur Cor- 
rection noch eine Eintheilung in 96°, 
weil man den Qnadrant mit der Länge 
des Halbmessers als Sehne genau in 3 
gleiche Theile theilen konnte und aufser- 
dem, da die Zahl 96 durch wiederholte 
geometrisch auszuführende Halbirungen 
in kleinere Theile zu bringen ist, vor-' 
ausgesetzt, dafs diese Theile correcter 
ausfallen als die der Zahl 90: Mit einer 
Correctionstabelle wurden die neunziger 
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und die sechsnndneunziger Grade auf 
einander redncirt und man hatte durch 
die zweifachen' Zahlen bei derselben Ver- 
messung eine Prüfung für den Grad der 
Oenaui^eit. 

GradlinKdO. Diese sind nur auf der 
Kugelobernäche in den verschiedenen 
Parallelkreisen verschieden; so auf un- 
serer Erdoberfläche die Längengrade in 
den verschiedenen geographischen Brei- 
ten. In dem Aeqnator enthielt jeder 
Grad 15 geographische Meilen. In einem 
Parallelkreise von q Grad nördlicher oder 
südlicher geographischer Breite verhält 
sich der Halbmesser und also auch die 
Länge eines Grades zu dem des Aequa- 
tors wie cos q : 1. Unter der Voraus- 
setzung also, dafs die Meridiane richtige 
Kreislinien sind , hat man den Längen- 
grad unter q Grad Breite = 15 ♦ cos u. 
geogr. Meilen, den Umfang des Parallel- 
kreises = 5400 cos ff geogr Ml. 

Einen interessanten Vergleich zwischen 
Breiten- und Längengraden gibt Haneke 
für einerlei geographichc Breite. 



Grade im 

Grade im 

Breite. 

Meridian. 

Parallelkreis. 


Geogr. Meilen. 

Geogr. Meilen. 

0° 

14,8999 

15,0000 

10® 

14,9044 

14,7736 

20® 

14,9174 

14,1009 

30® 

14,9373 

13,0012 

40® 

14,9617 

11,5065 

45° 

14,9748 

10,6243 

50° 

14,9878 

9,6608 

60° 

15,0125 

7,5188 

70° 

15,03'26 

5,1455 

80® 

15,0457 

2,6132 

90° 

15,0468 

0,0000 


Gradmessnng. Hierunter versteht man 
die Ermittelung der Länge eines Kreis- 
bogens unserer Erdoberfläene, dessen End- 

E unkte mit dem Erdmittelpunkt den Win- 
el von einem Grade bilden. Han mifst 
Längengrade und Breitengrade. 
Multiplicirt man die für einen Grad ge- 
fundene Länge mit 360, so hat mau bei 
gemessenem Breitengrade die Länge des 
Erdumfangs in der Meridianebene, welche 
beide Erdpole durchschneidet, und bei 
gemessenem Längengrade die Umfangs- 
iänge eines Parallelkreises oder des Aequa- 
tors, in welchem man gemessen hat. 

Die wirkliche Vermessung durch Haafs- 
stäbe und Winkelinstrumente erfordert 
für Längen- und Breitengrad- Vermessun- 
gen dieselben Operationen, und bei keiner 
von beiden Anden mehr oder weniger 
Schwierigkeiten statt. 


Dagegen ist die Ermittelung des Erd- 
centriwinkels aus der wirklich vermease- 
nen Länge für Linien in den Parallel- 
kreisen sehr schwierig oder vielmehr un- 
sicher, während sie bei den Meridiaulän- 
gen möglichst correct geschieht. 

Es liegt dies darin, dafs bei dem letz- 
ten gegebenen Meridianbogen die Ver- 
messung der Winkel , welcne die Lothe' 
in den Endpunkten des vermessenen Bo- 
gens mit Fi:(sternen bilden, den Erdceii- 
triwinkel zwischen denselben Endpunkten 
eben so genau ergeben, als die Winkel- 
messung selbst geschehen ist ; dafs aber 
bei der Län^engradvermessnng die Zeit- 
differenz es ist, welche bei der Culmina- 
tion von Fixsternen in dem einen und 
dem anderen Endpunkt sich ergibt, aus 
der der Erdeentriwinkol allein zu Anden - 
i.st, und die nur mit Hülfe einer Uhr be- 
stimmt werden kann. Nun dreht die 
Erde sich in 24 Stunden einmal voll- 
ständig um , im Aeqnator repräsentiren 
also 24 Stunden genau 5400 geogr. Mei- 
len , daher repräsentirt eine Zeitsecunde 
0,0625 geogr. Meilen = 123,136 preufs. 
Ruthen; bei einem Bogen von einem 
Grade würde daher eine Unrichtigkeit 
von nur einer viertel Secunde in der Be- 
obachtung schon eine Unrichtigkeit von 
34 Ruthen geben, um' welche der Län- 
gen^ad za grofs oder zu klein gefunden 
wird. 

Aas diesem Grunde sind auch nar 
wenige Längengradvermessangen vorge- 
nommen worden und sie sind alle mehr 
und weniger unzuverlässig. 

Die Vermessnng geschieht nun folgen- 
der Art. 

Es sei A ein durch Natur oder Kunst 
ausgezeichneter Punkt, z. B. ein hoher 
Berg , auf den ein Signal zu errichten ist 
oder eine Sternwarte; B ein zweiter aus- 
gezeichneter Punkt, mehrere Grade ent- 
fernt von A und in der Nähe des Me-' 
ridians AM von A gelegen. Auf einem 
möglichst ebenen, mit keinen Hinder- 
nissen als Bäume, Häuser, Bäche ver- 
.sehenen Terrain messe man mit Genauig- 
keit eine lange gerade Linie ab. Suche 
einen oder mehrere feste Punkte, die von 
a und h aus zugleich gesehen werden, 
z. B. die Punkte C und D, messe die 
Winkel C/i6, Cha, Dab, Dba, berechne 
trigonometrisch die Dreiecksseiten «r, 
bC, aD, bO. Suche nun einen festen 
Punkt E, der von a und von D zagleich 
gesehen wird, messe die Winkel EaD, 
EDa^ berechne trigonometri.^ch die Drei- 
ecksseiten aE, DE’, suche einen Punkt 
F, der von E und D zagleich gesehen * 
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wird, messe die Winkel an D nnd 
berechne die Seiten. Eh\ DF, OeseUt 
der Endpunkt A der Vermessung wurde 
Tun E und von F aus gesehen, so sind 
durch die Vormessnng der Winkel bei 
E und F auch die Seiten EA und FA 
gegeben, und da nun sämmtlicbe Punkte 
< 1 , Z), E, /*', A fest liegen, so ist auch 

die gerade Linie DC zu bestimmen. 

Fit!. 67«. 



«ine i««ite am Nonicnde dpr Linie rer- 
mcaaeiie ßaais bei Melnu 6076 Toisen, 
gegen 3 Meilen lang. Eben ao werden 
au« demselben Orunde die Seiten der 
nauptdreiecko 6 Meilen nnd darüber, so 
weit das .\nge nämlich reicht, genommen. 
Bei den Terrainschwierigkeiten , welche 
man selbst in den ebensten (iegenden 
Kndet, kann man selten eine Basis über 
eine Meile lang su erbalten erwarten. 

Die Hanptanfgabe ist die Vermessung 
der Basis, nnd da diese änlserst genau 
gescbaheo mufs, so werden data metallene 
nnd genan eingetheilte Haafsatäbe ge- 
nommen, die für eine mittlere aber ganz 
bestimmte Temperatnr geakht sind. Wäh- 
rend der Vermessung Ton Hor^na bi.s 
Abends wird in bestimmten ZeitmterTal- 
len die Lufltemperatur am Thermometer 
beobachtet und registrirt, so dafs nach 
beendeter Vermessnng alle statigehabten 
Temperaturen durch Kechniing auf eine 
stattgehabt« mittlere rcilnrirt nnd mit 
Hülfe des bekannten Wärtueansdebnnngs- 
Coefflcient die durch Messung gefundene . 


Länge bei der stattgehabteu mittleren 
Temperatnr auf die der Normaltcmperi 
tur zugehörige Länge berechnet wird. 


Ein ähnliches Drcieok.snetz sei von n& 
ans mit dem zweiten Endpunkt B ver- 
bunden , so sind die Lagen der Punkte 
A und B mit den Zwi.schenpunkten voll- 
kommen bestimmt und durch rechtwink- 
lige Ordinalen von E, F, a, D, C, G, II, 
L, K nnd B auf AM ergeben sich die 
Projectionen der Linien AE, AE, ED, 
FD,... bis LB auf den Meridian nnd 
somit die Länge AB’ des Meridian -Ab- 
standes der Endpunkte A und B in dem 
Lande.s-Längenmaars. Auf astronoiuische 
Weise kann aber die I,änge dieses Meri- 
dianhogens genan gefunden werden, wenn 
man in A nnd B Winkelinstnimente 
anfstellt, Fixsterne während ihrer Cnlmi- 
nation beobachtet nnd den Winkel mifst, 
den der Stern mit dem Bleiloth bildet. 

Die Hauptlinie nh, die Ba.sis der Ver- 
messnng, mufs möglichst lan^ sein, da- 
mit die beim Trianguliren me ganz zu 
vermeidenden kleinen Kehler auf grofse 
Längen sich vertheilen. Die bei der von 
Delambre und Mechaiu ausgeführten fran- 
zösischen OradmesBung betrug die eine 
bei Perpignan gemessene Basis 6006 Toi- 
sen, also etwa 1,6 preafsiache Meilen; 


Zd der oben gedachten französischen 
Oradraessnng wurden Maafsstäbe ans einer 
Mischung von Kupfer und Platin ange- 
wendet. Beim Anlegen eines Maafsstabs 
bei Fortsetzung der Vermessung liefs man 
lim einen Rückstofs gegen den ersten 
Maafsatab zu veniieiden, einen kleinen' 
Spielraum zwischen beiden Stäben, der 
mit einem kleinen mit feiner Tbeilung 
versehenen Maafsstah besonders vermes- 
sen nnd notirt wurde. 

Die Vermessung der Winkel geschah . 
bei der französischen Vermessnng mit 
dem Bordaschen Kreis, s. d. Jetzt würde 
man den seitdem erfundenen Theodoliten 
anwenden. 

Wie nun nach beendeter Vermessung 
und Berechnung der wirklichen Länge 
AB', nämlich der ßreitendifferenz zwi- 
schen den Punkten A nnd B, ermittelt 
wird, welchen Theil des Meridianumfan- 
ges der Bogen AB' beträgt, erhellt aus 
Pig. 077. 

Es sei C der Mittelpunkt der Erde, 
A, B’ seien die beiden Endpunkte des 
in dem Meridian E.iB’D veriiie.ssenen 
Bogens, AH nnd B'J die in den Punkten ' 
A und B' durch ein Bleiloth bczeicbiie- 
ten nach dem Mittelpunkt C der Erde 
gerichteten Lothe. Ein Fixstern, welcher 
in dem Augenblick seiner Cnlminatioii 
in A beobaentet wird, stehe iu der Rich- 
tung AE, derselbe Fixstern bei seiner 
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Onlmination in ß' beobachtet, stehe in 
der Richtung B'G, so sind mit dem In- 
strument die Winkel flAF und JB'G 
gemessen. Da nun der Fixstern nner- 
merslich weit xon der Erde entfernt ist, 
so sind die Linien AF nnd B'G parallel. 


Fig. G77. 



Nun ist, wenn man durch A mit B'J 
die Parallele AK zieht 
ZJB'G=^KAF 
ZKAH=zJCH=^if 
ZHAF=zKAH+Z. KAF= z <7 + ZJB’G 
hieraus z.<f =ZiHAF—zJB'G 

Man hat also in der Differenz der bei- 
den in A und B’ mit demselben Fixstern 
gemessenen Winkel, welche die Zenith- 
distanzon des Fixsterns sind, den Erd- 
centriwinkel if gefunden. 

Bezeichnet nun h die gemessene Bo- 
genlänge AB", r den Halbmesser der Erde, 
(/ den gefundenen Centriwinkel, so bat 
man 

b:2nr = if°-.360° 
woraus der Halbmesser der Erde 
6 360° 

~ 2i? <7° 

und die Länge eines Meridiangrades 
2irr 4 



Gradxtichen ist eine kleine Null oben 
rechts an der Zahl als Anzahl der Grade: 
20° heifst 20 Grad. 

Granatoeder (Kryst.) s. D o d o k a e d e r , 
Bd. II., pag. 319. 

Gravitation oder Schwere ist gleich- 
bedeutend mit Attraction und ist io 
diesem Art. abgehandelt. Eine Anwen- 
dung der Lehre von den Gravitationsge- 
setzeu ist der Art. Abplattung der Erde. 
In Beziehung auf die Bewegung der Pla- 
neten und Kometen um die Sonne, der 
Monde um die Planeten gibt der Art. 
.Bahn“ die mit bildlicnen Darstel- 


lungen nnterstntzte Erklärung von den 
Gesetzen der Bewegung einer Masse, die 
durch 2 Kräfte, nämlirn durch die Kraft 
der Gravitation , die Centralkraft nnd 
die Centrifngalkrafl, getrieben wird und 
in Fig. 166 sämmtliche Thätigkeiten und 
deren Wirkungen zu einem vollständigen 
Umlauf eines Weltkür]icr8 um einen an- 
deren. 

Ferner in dem Art.: .Bahn einer Masse, 
welche durch die allein tbätige Schwer- 
kraft eines W'eltkörpers bewegt wird,“ 
die Bewegung einer Masse unabhängig 
von einer Seitenkraft mit einem Beispiel 
über die Zeit, in welcher der Mond auf 
die Erde fallen würde und dessen pen- 
dnlirende Bewegung, wenn er durch die 
Erde hindurch fallen könnte. Hierauf 
folgt der Art.: .Bahn der Weltkörper“ 
in allgemeiner Untersuchung und .Bahn 
der W eltkörper, Ellii»e“ mit der als Bei- 
spiel berechneten Jnpitorhahn. Auch die 
Art. .Centralbewegnng* und .Cen- 
tralkräfte* sind Beiträge zur Kennt- 
nifs des Sonnensystems. 

Gravitatlonsponkt, CentralpunkL Mit- 
telpunkt des anziehenden Weltkörpers, 
der als der Schwer]>unkt des Körpers auch 
als der Sammelpunkt, als der Sitz des 
gesanimten Gravitationsvermögens ange- 
sehen werden kann. 

Grenze ist das Aenfsere einer Gröfse, 
so dafs die Grenze zu der Gröfse selbst 
nicht gehört, daCs sie keinen Theil der 
Gröfse allsmacht. Von einer Linie sind 
deren Endpunkte die Grenzen; eine ge- 
schlos.sene Linie, ein Kreis, eine Ellipse 
kann als 2 Linien betrachtet worden, die 
mit ihren Grenzen Zusammentreffen nnd 
sich decken , so dafs diese verschwinden. 
Von einer Fläche ist die Grenze deren 
Umfang. Eino geschlossene Fläche z. B. 
eine Kugeloberflache kann als 2 Flächen 
betrachtet werden, deren Umfänge Zu- 
sammenfällen und dadurch verschwinden. 
Von einem Körper ist dessen Oberfläche 
die Grenze. 

Jede geometrische oder Raumgröfae 
hat die Grenze zu ihrem Merkmal, zu 
ihrem Charactor; Raumgröfsen ohne Gren- 
zen gibt es nicht, sie sind unbegrenzte 
Räume, die nach einer, nach 2 nnd nach 
allen 3 Richtungen unbegrenzt sein können. 

Zahlen sind Gedankengröfsen nnd haben 
ihre Grenze in sich selbst, in ihrer Quan- 
tität, in der Anzahl der Einheiten , welche 
die Zahl begreift. 

Bei einer veränderlichen Gröfse ist 
Grenze dasjenige Aenfsere der Gröfse, 
bis zu welchem sie sich ausdehnen oder 
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sich einscbranken, bis zti welchem sie 
entweder wachsen oder abnehmen kann: 
Ein in einen Kreis beschriebenes re^el- 
mafsiges Vieleck wird mit der Vermeh- 
rung der Seitenzahl an Inhalt und Tm- 
fang immer groiser, dagegen bildet der 
Umfang des Kreises die (trenze des Wachs- 
ihums. die Gröfsen der Kreislinie und der 
Kreisliche sind die ürenzwerthe für 
den Umfang und den Inhalt des mög- 
lich gröfsten Vielecks. 

Ein um einen Kreis beschriebenes re- 
gelmafsiges Vieleck wird mit der Ver- 
mehrung der Seitenanzahl an Umfang 
und Inhalt immer geringer, dagegen bil- 
det die Kreislinie die Grenze der Ab- 
nahme und die Grölsen der Kreislinie 
und der Kreisebene sind die Grenz - 
werthe für den Umfang und den Inhalt 
des möglich kleinsten Vielecks. 

Bei einer zunehmenden aritbmetLschen 
oder geometrischen Reihe ist die Grenze 
das unendlich grofse Glied, der Grenz- 
werth des letzten Gliedes nnd der Summe 
der Reihe ist oo . 

Bei einer abnehmenden arithmetischen 
Reihe ist die Grenze das negativ an* 
endlich grolse Glied, bei einer abnehmen- 
den geometrischen Reihe ist die Grenze 
0. Der Grenzwerth des letzten Glie- 
des — 0, der der Summe der Reihe eine 
bestimmte in einer Formel gegebene Zahl 
(s. geometrische Reibe). 

Grenze eines Verhältnisses, 
Grenzverbalt nifs zweier veränderli- 
chen Gröfsen ist da.sjenige Verhältnifs, 
dem sich mit dem Wachsthum oder der 
Abnahme der Gröfsen deren Verbältnifs 
immer mehr nähert. Es ist dies jedes- 
mal das Difierenzialverbältnifs, der Diffe- 
renzialqnotient. Z. ß. Ks sei 

ay — bx s c 
so ist aiiy — bBx = 0 
A 

woraus = — 

a 

Man erhält dies elementar, wenn man 
die Gleichung dnrch ax dividirt, dann 
entsteht 

^ Jl 

X a ax 

Man kann also mit beliebigem Wacbs- 
thum von x nnd in dem durch die Glei- 
chung gegebenen Verhältnifs von y den 

Quotient oder das Verhältnifs von 

X 

y ; f dem VerbiltDirs i : a beliebig nabe 
bringen und demnach Ut das Qrenz- 
Terbiitnifs von y : x. 

lil. 


CreuTerhlltailb, s. u. Orenz» nnd 
Analysis. 

Gresiwerth, s. u. Grenze nnd Ana- 
lysis. 

firenzwink«! (Dioptr.) s. Ablenkung 
des Ucbtstrabls 1, am Scblnrs. 

Grifze wird vielfacb erklärt als Dasje- 
nige, welches sich vermehren und ver- 
mindern läfst. Qrörse ist also ein Viel- 
faches, das ans mehreren Theilen zu- 
sammengesetzt ist. Man unteracheidet 
Gröfse aL Quantum und Gröfse als Quan- 
titas. Quantum ist Gröfse an sich, Quan- 
titas ist die Gröfse des Quantums, die 
Menge der Tbeile, aus denen das Quan- 
tum zusammengesetst iat. 

Man unterscheidet ferner zwei Haupt- 
kiassen von Gröfsen: 1, die zusam- .. 

m enhangen den, stetigen, fl iefs en- 
den, continuirlicben Gröfsen, die 
Gröfsen im Raum, deren einzelne 
Tbeile nnunterbroehen Zusammenhängen, " - 
in einander fliefsen and 2, die nicht 
ansam men hangenden, nnterbro- 
ehenen, discreten, collectiven 
Gröfsen, die zählbaren Gröfsen, 
die Vielheiten in gegebener Anaahl be- 
stimmter Einheiten. 

Die enteren sind die geometrischen 
Gröfsen, die letzteren die arithme- 
tischen Gröfsen. 

Mit diesen Gröfsen nun beschäftigt sich 
die Mathematik, die arithmetischen Grö- 
fsen vergleicht sie in der Anaahl ihrer 
Einheiten, die geometrischen in ihrer Aus- 
dehnung, Form und l.age. 

Was mit einander verglichen werden soll 
miifs gleichartig sein , d. b. es muGs zu 
einem Ganzen zusammengefafst, addirt 
werden können, Linien sind mit Flächen 
nicht zu vergleichen. Ans diesem Grunde 
mufs jede Gröfse ans lanter gleichartigen 
Theilen zusammengesetzt sein. Gleich- 
artige arithmetische Gröfsen beifsen com- 
mensurabel (s. d.) angleichartige in- 
commensnrahel. Letztere haben keine 
emoinschaftliche Einheit, von welcher 
eide Vielheiten sind, i. B. 3 nnd y2. 

Bräche von nngieichen Nennern sind in- 
commensnrabel j weil sie nicht mit ein- 
ander zu einem einzigen Brach addirt 
werden können , sie werden aber com- 
mensurabel dadurch, dafs man ihnen einen 
gemeinschaftlichen Nenner verschaftt. 

Bräche mit ungleichen Nennern sind also 
nur der Form nach incommenanrabel. 

Die Zahlen 4 und |'2 aind incommensu- 
rabel, denn wenngleich 4 = FI6 = p'8 • l 2 
Und beide Zahlen die gleiche Einheit ( 2 
haben, so sind doch ln der Summe 4-i-) '2 
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= (|/6 + 1) V2 die Zahlen des ersten Fac> 
tors nicht su addiren. 

Geometrische Grofsen «erden behufs 
des Calcüls oft als discrete Grötscn be* 
handelt« dann sind die Tlypotenuse und 
die Catheten eines rechtwinkligen und 
zugleich gleichschenkligen Dreiecks in* 
commensurahel. Denn ist die Cathete 
= a, so ist die Hypotenuse =<iT2. 

Arithmetische Grofsen, welche weder 
die Eins noch einen aliauoten Theil Ton 
Eins zur Einheit haben, neifsen irratio> 
nale Grofsen im Gegensatz zu den ra- 
tionalen, welche bestimmte Vielfache 
der Eins oder eines aliquoten TbeiU der 
Eins sind. 

Grofsen, welche ermittelt werden sol- 
len, heifseu unbekannte Grofsen; 
Grofsen, die gegeben werden, um unbe- 
kannte Grofsen zu finden, heifsen be- 
kannte Oröfse n. 

Grofsen, die eine bestimmte Anzahl 
von gleichartigen Theilen ausmachen, 
heifsen endliche Grofsen; Grofsen, 
l>ei denen die Anzahl gleichartiger Theile 
in ihr durch keine noch .so grofse Zahl 
angegeben werden kann, heifsen unend- 
liche Gröfsen. 

Eine der merkwürdig.sten Beziehungen, 
in welchen gleichartige Grofsen mit ein- 
ander stehen, ist die Kntgegengesetzt- 
heit. S darüber den Art.: Entgegen- 
gesetzte Gröfsen. 

Eine der merkwürdigsten und interes- 
santesten Gröfsen ist die Winkelgröfse, 
welche in der Neigung oder Abweichung 
zweier in einem Punkt zusammentreffen- 
den geraden Linien besteht, und die auch 
als Gröise nur dadurch zur Er.«?cheinung 
kommt, dafs der Winkel durch einen von 
dem Scheitelpunkt als Mittelpunkt aus 
zwischen beide Schenkel gezeichneten 
Kreisbogen in seinem Vorhältnifs znm 
Kreisnmfang gemessen wird. 

Endlich ist noch der Zeitgröfse als 
einer ganz eigenthumlichen Gröfse Kr- 
wahnuDg zu tnun. Sic ist eine conti- 
nuirliche Grofse, eine unsichtbare Linie, 
die auf einer Seite ohne Ende, nämlich 
in der Vergangenheit ohne Anfang ist, 
die in jedem Augenblick einen ganz be- 
stimmten Endpunkt, die Gegenwart 
hat und ohne Mitwirkung einer Grüfso 
anderer Art über diesen Endpunkt hinaus 
sich .stetig verlängert. 

6rölh6Dldhr6 , die Lehre von den Grö- 
fsen, die Mathematik. 

Gröfhtes und Kleinstes oder gröfs- 
ter und kleinster Werth eiuer Function 


ist an sich klar; und um den einen oder 
den andern zu finden lehrt die „Diffe- 
renzialrechnung*, UL, pag. 298, den 
dafür entsprechenden Werth der Veran- 
derticheii Wstimmeo, von welcher die 
Function abhängig ist. Es gibt aber Func- 
tionen, die in verschiedenen Intervallen 
für die Werthe der Urverinderlichen (») 
auch verschiedene gröfste und kleinste 
Werthe der Function (A') geben, und da- 
her wird in dem eben angeführten Art. 
der Begriff von Gröfstem und Kleinstem 
dabin einschränkend detinirt, dafs diese 
röfsten und kleinsten Werthe innerhalb 
estimmter Grenzen für die Werthe von 
X nur gelten, weil aufserbalb dieser Gren- 
zen wiederum andere grolste und kleinste 
AVertbc der Function statt finden können. 
Es sei 

X = — X + 5 

Hetzt man so hat man die War 

zeln der Gleichung — 1, +1, -|-5; dem- 
nach hat man für x = — 1 ; x = -f 1 und 
X = -f 5 die Function A = 0 und zwi- 
schen die.«*en 3 Grenzen müssen andere 
Werthe mit einem gröfsten oder eioeni 
kleinsten Werth je<lesmal statt finden. 

Setzt man x negativ gröfser als — 1 , 
so entstehen negative Werthe von A, 
die mit dem negativen x auch negativ 
wachsen, und fnr x = — ® wird auch 
A = — «, so dafs von diesem absoluten 
Minimum A' = — ® bis zu A’ = 0 für x=r— 1 
weder ein gröfster noch ein kleinster 
Warth von A existirt. Dasselbe entge- 
gengesetzt findet für Werthe von x>5 
statt und für x = -f ® wird auch A = ® 
und zu einem absoluten Maximum. 

Zwischen x=— i und x = + i für welche 
beide Werthe A =0 wird, ist ein Werth 
x = — 0,1 für welchen A = -L 5,051 als 
gröfster Werth entsteht. 

Es ist mithin, da 

für X = — 1 für X = - 0,1 für x = -f 1 
A=0 A = -|-5,05l A' = 0 

A für x=; — 0,1 ein Maximum zwischen 
den Grenzen x = — 1 und x = -f 1 , oder 
vielmehr, da von x = — 0,1 auch A bis 
für X = ^ ® fortwährend abnimmt, das 
A' = -f 5,051 ein Maximum zwischen den 
Grenzen von x = — ® bis zu x = -f- 1, 
Zwischen den Werthen x = -f 1 und 
X = -b 5 ist ein Werth x = 3,43 bei wel- 
chem A' ein Minimum ist. 

Fürx=-f 1 + 3,4 + 3,43 -f 3,5 +5 

ist A' = 0 -16,896-16,901 -16,875 O 

Es ist also dieses Minimum für das 
Intervall x = + l und x = + 5. Die Func- 
tion hat also 2 Minima and 2 Maxima, 
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von «eichen 1 Minimam nnd 1 Maximum 
absolut ist. 

Trägt mau die berechneten Werthe der 
gegebeneu Gleichung auf (s. Construction 
der Werthe einer Gleichung mit Fig. 502 
bis 506), so ersieht mau, dafs «enn man 
von den absoluten Gröfsten ’*> und 
Kleinsten — oo, die bei jedem Aggregat 
mit ganten Potenzen der Unbekannten 
Vorkommen, nur ein Orürstes mid ein 
Kleinstes existirt und dafs hier eine Ein- 
schränkung durch Grenzen für die Ab- 
scisse nicht statt findet. 

Fig. G78. 



nnd für die beiden anderen Werthe je- 
desmal ein Minimum. 

_ Man findet durch Rechnung als Probe 
für dies gefundene Resultat: 

Für * = -I- 0,1 j A' = - 10,0969 

* = 0; A = - 10,0000 

*=-0,1; A' = - 10,1029 

Ferner 

Für * = — 3; A= — 100 

* = - 3,628 ; A = - 11 1,6347 

* = - 4; A' = - 106 
Endlich 

Für * = -1-1,36; A = - 16,529 

* = ■1- 1,378; A' = - 17,686 

* = -1-1,40; A = - 17,526 
Anfserdem findet man 


Folgende Function von * 

A' = *‘-l-3*»- 10*’- 10 
auf Vorhandensein von Gröfsten und 
Kleinsten [nach dem Art. Differential- 
rechnung III., No. 4, 5, pag. 300, nebst 
Beispielen] untersucht: gibt 
8A' = 4** -1- 9*» - 10* = 0 
Es ist mithin für * = 0 die Function 
A' ein 9R, entweder ein Maximum oder 
ein Minimum. 

Dividirt man t)X durch *, so hat man 
4*>-f9*- 10 = 0 
und geordnet 

*’ -f j* — 6 = 0 
woraus 
- 

*" ¥ “1-1-1,378 

Zwei andere Werthe von *, für welche 
A' ein VI wird. 

Um tu erfahren , welches VI für jeden 
der 3 Werthe, ob ein Gröfstes oder ein 
Kleinstes entsteht, setze die 3 gefunde- 
nen Werthe in 

a*A'= 12*»-!- 18*- 10 
so entsteht 

für* = 0; 0»A'=-10 

für * = - 3,628 ; 8’A = + 6,07 
für * = -1-1,378; 8>A = -t- 15,311 
Für * = 0 enstebt also ein Maximum 


Für * = -!- = ; A = -l- *> 

* = -1-4; A = -1-378 

* = -1-3; A = -l-G2 

* = -t-2; A = -10 

* = -fl; A = -1G 

* = 0; A = -10 

* = -2; A = -22 

A = -5; A = -10 

A = -6; A = -l-178 

Es liegt also eine Wurzel der Function 
A = 0 für * zwischen -1- 2 und -1-3 und 
für * zwischen — 5 nnd — 6. 

Trägt man die Gleichung auf, so er- 
sieht man zugleich, dafs bei * = 0 die 
Abscisse nicht geschnitten wird, die Curve 
aber dort einen Wendepunkt hat, woher 
dort 2 imaginaire Wurzeln sich befinden, 
welclie A' = 0 machen. 


Fig. 679. 
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Die Differenzialrechnung gibt nun eine 
anz aligemein geltende Auflösung für 
ie Anfflndung des Gröfsten und Klein- 
sten von Functionen; sie ist aber auch 
oft durch einfache Betrachtung oder durch 
arithmetische und geometrische Operation 
zu erhalten. 

Z. B. 1. die Verbindung zweier Punkte 
durch eine gerade Linie ist die kür- 
zeste. D. h. Die gerade Linie ist unter 
'allen zwischen zwei Punkten möglichen 
Linien das Minimum, welches ein Lehr- 
satz in der Eiementargeometrie ist. 

2. Unter allen geraden Verbindungs- 
linien zwischen einem Punkt und einer 
geraden Linie oder einer Ebene ist die 
Normale die kürzeste. (Das Minimum). 
Dieser Satz ist ein Lehrsatz der Elemen- 
targeometrie. 

3. Unter allen Sehnen eines Kreises 
ist der Durchmesser der gröfste. (Desgl. 
Elem.-Geom.) 

4. Es sei die Linie AH als Grundlinie 
von Dreiecken gegeben, deren Spitzen in 
die gleichfalls gegebene mit AB in der- 
selben Ebene liegende grade Linie XX 
fallen sollen, so hat dasjenige aller Drei- 
ecke den kleinsten Umfang, dessen Schen- 
kel iiC, BC mit der Linie XX gleiche 
Winkel bilden. 


Fig. 680. 



Denn zeichnet man ein beliebiges an- 
deres C^ABD, fällt die Normale AF auf 
A'A', verlängert dieselbe bis in die Ver- 
längerung CE von £C, zieht DE so ist 
AC=CR 
also ACJtBC=zBE 

eben so AD = DE 

also AD DB = DE-\- DB 
Nun ist aber 

DE f DB > BE 

also AD^^ DB>AC-^ BC 

Da dies nun von jedem beliebigen 


Dreieck gilt , dessen Spitze D in einem 
anderen Punkt als C von XX liegt, so 
sind die Schenkel AC+ BC in Summa 
die kürzesten und der Umfang des Ci^ABC 
ist ein Minimum. 

5. Denkt man sich die Linien XX-:^ AB ^ 
so hat man den Satz, dafs unter allen 
Dreiecken von einerlei Grundlinie und 
gleicher Höhe, also von gleichem Flächen- 
inhalt das gleichschenklige Dreieck den 
kleinsten Umfang hat. 

Hieraus folgt: 

6. Unter allen Dreiecken von derselben 
Grundlinie und gleichem Umfange hat 
das gleich.schenklige die gröfste Höne und 
folglich auch den gröfsten Flächeninhalt. 
Denn da unter allen Dreiecken von einerlei 
Grundlinie und Höhe das gleichschenk- 
lige Dreieck den kleinsten Umfang hat, 
so haben alle nicht gleichschenkligen Drei- 
ecke von gleichem Umfange mit dem 
gleichschenkligen bei einerlei Grundlinie 
auch kleinere Höhen als das gleicbscheuk- 
lige. 

Ferner folgt: 

7. Unter allen Dreiecken von gleichem 
Umfang ist das gleichseitige das gröfste. 
Denn denkt man sich das gleichschenk- 
lige Dreieck ad 6 über einer Grundlinie 
von der Länge eines Schenkels, so folgt 
der Satz unmittelbar. 

Endlich : 

8. Unter allen Dreiecken von gleichem 
Inhalt hat das gleichseitige den kleinsten 
Umfang. 

Beschreibt man mit dem Schenkel des 
gleichschenkligen Dreiecks No. b eineu 
Kreis, trägt die Grundlinie nmal als Sehne 
ein, so hat man das neck im Kreise = 
dem nfacheu Dreieck. Da nun, was von 
dem einen Dreieck gilt auch von den 
M Dreiecken in Summa gilt, so hat man 
noch folgende Sätze: 

9. Unter allen gleich vielseitigen Viel- 
ecken von gleichem Flächen -Inhalt hat 
das regelinäfsige den kleinsten Umfang. 

10. Unter allen gleichvielseitigen Viel- 
ecken von gleichem Umfang hat das gleich- 
seitige den gröfsten Inhalt 

11. Unter allen in einen Kreis geschrie- 
benen Dreiecken ist das gleichseitige 
Dreieck das gröfste. Denn unter allen 
über einer Senne in den Kreis beschrie- 
benen Dreiecken ist das gleichschenklige 
das gröfste, weil es die gröfste Höhe hat. 
Beschreibt man nun über einem der 
Schenkel ein gleichschenkliges Dreieck, 
so ist dieses wieder das gröfste aller über 
dem Schenkel in den Kreis beschriebe- 
nen Dreiecken, und wird jedenfalls grö- 
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ber als das erste Dreieck, wenn die Orand- 
linie dieses ersten Dreiecks nicht mit 
dem Schenkel einerlei Länge hat, d. h. 
Stenn es nicht das gleichseitige Drei- 
eck ist. S. die Beispiele Bd. II., pag. 304 
No. 9 his xnm Schlufs. Ein Mehreres in 
dem Art. Maximum. 

Groll) ist das Merkmal der Gröfse. 
Grofs ist alles was kleiner sein kann, 
ohne dafs es an sein anfhürt; oder run 
dem noch was übrig bleibt, wenn was 
hinfort genommen wird. 

Grofse Axe Ut die grüfsere von 2 oder 
mehreren Axon einer geometrischen Gröfse, 
wie bei der Ellipse. Es ist nicht recht, 
wenn man die, beide Scheitel zweier zu- 
sammen gehörenden Hyperbeln verbin- 
dende Linie die gröfse Axe nennt, denn 
sie kann kleiner wenlen als die zweite 
anf dieser normale Axe. Die erstere Axe 
soll Hauptaxe, die zweite Nebenaxe 
beifsen. 

Groftei Einmaleins. Die Einmaleins- 
tabelle in der Fortsetzung von 11 ab, 
s. .Einmaleins“, pag. 16. 

GmndUche, Grnndebene, s. .Basis, 
geometrische und Basis der Kry- 
stalle. 

Grandform oder Eernform, s. .For- 
men der Krystalle“, pag. 111 mit 
Fig. 645. 

Grnndfbrmeln sind die in einer Lehre 
ans den ersten Anschauungen unmittel- 
bar hervorgehenden Formeln, aus wel- 
chen dann alle übrigen analytisch abge- 
leitet werden können. E. B. in dem Art 
Goniometrie die Formeln 1. 4. 7. 10. II. 
12. 13 und die Formeln 16 bis 19 die 
alle unmittelbar ans dem Begriff der tri- 

S onometrischen Linien und mit Hülfe 
er Figur aus der Anschauung unmit- 
telbar sich ergeben und aus welchen nun 
alle übrigen noch nothwcndigen oder nütz- 
lichen Formeln durch Dmformung abge- 
leitet werden. 

Grundkantea sind' von einem Prisma 
und einer Pyramide die an der Grund- 
fläche befindlichen Kanten. 


men ist e = 2,71828... (s. »Basis, Grund- 
zahl eines Logarithmensystems). Die 
Grundzahl einer Polygonaliahlenreihe ist 
die Anzahl der Ecken des Polygons von 
der die Zahlenreihe den Namen fährt, 
desgleichen die Grundzahl einer Polye- 
dralzahlenreihe die Anzahl der Ecken des 
bolreffendeii Polyeders. 

Goerickeache Leen ist die Luftleere, 
welche mit Hülfe einer LuRpumpe er- 
zeugt wird (von Otto Gucricke, dem Er- 
finder der LuRpumpe). Die Leere ist un- 
vollkommen, weil mit jedem Kolbenznge 
nur gleichmäfsige Verdünnung hervorge- 
bracht wird, die nicht bis ins Unendli^e 
oder bis zur absoluten Leere, wie die 
torricellische idurch Füllung nnd Leerung 
von Qefäfsen) getrieben werden kann. 

Goldina Regel; l. Eine Umwälzungs- 
fläche ist = dem Product der sich um- 
wälzenden, die Fläche erzeugenden Linie 
mit der Kreislinie als dem Wege, den 
der Schwerpunkt der Linie nm me feste 
Axe zurück legt. 

2. Ein Cmwälxungskörper ist = dem 
Product der sieh umwälzenden den Kör- 
per erzeugenden Ebene mit der Kreis- 
linie als dem Wege, den der Schwer- 
punkt der Ebene um die feste Axe lu- 
rücklegt. 

Guldin bat die Regel nicht bewiesen, 
sie läfst sich übrigens auch nur statisch 
beweisen, weil der hier mitwirkende 
Schwerpunkt ein statisches Element ist. 
Die beiden die Guldinsche Hegel begrün- 
denden statischen Sätze lauten; 

1. Wenn mehrere KräRe (Gewichte) 
p, p', p"... von einer geraden Linie XX 
als Drehaxe in den Abständen a, a', a”.., 
sich befinden, so ist die Summe der Pro- 
ducte aus jeder KraR mit ihrem Abstande 
= dem Product ans der Summe sämmt- 
licher KräRe mit dem Abstand deren 
MittelkraR von der Linie. 1). h. Das sta- 
tische Moment der MittelkraR ist = der 
Summe der statischen Momente aller 
SeitenkräRe. Der Ort der MittelkraR ist 
der Schwerpunkt sämmtlicher KräRe nnd 
die MittelkraR ist = der Summe sämmt- 
licher einzelnen KräRe. 


GnmdllDle, s., Basis, geometrische*. 

Grandiati, s. .Axiom“. 

Grundzahl ist die Zahl in einem Sy- 
stem, auf welcher das ganze System be- 
ruht. Die Grundzahl des dakadischen 
Zahlensystems ist die Zahl 10, s. Deka- 
dik. Diese Zahl ist die Grundzahl, Basis 
des ^Sterns der Briggschen Logarithmen. 
Die (irundzahl der natürlichen Lngarith- 


2. AVenn ein System von KräRen im 
Gleichgewicht der Bewegung nm eine 
Axe sich befindet, so ist die .Summe der 
Products jeder einzelnen KraR mit ihrer 
Geschwindigkeit = dem Product deren 
MittelkraR mit ihrer Geschwindigkeit. 

D. h. Das mechanische Moment der Mit- 
telkraR ist = der Summe der mechani- 
schen Momente aller SeitenkräRe. 

Man denke sich eine gerade schwere , 
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Lioie AC von der Länge I. Hit jede« 
Element denelben das Gewicht p, so ist 
das Gewicht der Linie = Ip, Nennt man 
allgemein X den Abstand irgend eines 
Elements p von dem Endpunkt C der 
Linie, so ist die Riimme der Abstände 
aller Elemente von C = und die Summe 
der statischen Momente aller Elemente 
in Beziehung auf den Punkt C ist = p-^X. 

Diese Momentensumme ist nun = dem 
statischen Moment dgr Mittelkraft /p und 
da der Abstand des Schwerpunkts der 
Linie, des Orts der Mittelkraft = ist, 
das statische Moment der Mittelkraft 
= iPp. Mithin hat man 
- p-XfX = J/V 

Denkt man sich nun die Linie y4C in 
einer Ebene um den Endpunkt Tollstän- 
dig umgedrebt, so beschreibt die Linie 
eine Kreisebene. Das beliebige Element 
p in dem Abstand X roa C beschreibt 
die Kreislinie 2nX und die Summe sämmt- 
li^er Ton sämmtlichen Elementen der 
Linie AC beschriebenen Kreislinien ist 
2nSX. 

Da nun die Elemente unendlich nahe 
an einander liegend gedacht werden mns- 
aen, so liegen aüch die Ton diesen Ele- 
menten beschriebenen Kreislinien unend- 
lich nabe aneinander und deren Summe 
kann als der Flächenranm des Ton ,4C 
beschriebenen Kreises betrachtet werden. 
Nun ist Geschwindigkeit nichts anderes 
als Weg in einet bestimmten Zeit; und 
sämmtliche Elemente p ihre Kreis- 
linien gleichzeitig beschrieben haben, so 
machen sämmtliche Ton ihnen beschrie- 


benen Kreislinien 3nSl die Snmme ihrer 
Geschwindigkeiten ans und es ist 3np-£l 
die Summe der mechanuichen Momente 
sämmtlicher in Bewegung befindlich ge- 
wesener Kräfte. 

Die Mittelkraft = Ip hat aber die Kreis- 
linie mit dem Halbmesser if beschrieben , 
deren mechanisches Moment ist also = 

2.7 • Ip* ^l = nPp 

Mithin ist 3np^X = nPp 
oder 3iSX = nP 

d. h. die Kreisfläche hat den Inhalt nP. 

Eben so wird der Beweis für den In- 
halt der Umdrebnngskörper geführt. 

Da die Bestimmung des Schwerpunkts 
oft sehr schwierig ist, und oft in com- 
plicirton Ausdrucken erscheint, so ist die 
Gnldinsche Regel nur in einfachen Fäl- 
len zu Bestimmung von Dmdrehungs- 
grölsen anzuwenden. Dagegen kann sie 
für Flächen und Körper, deren Grölsen 
bekannt sind dazu dienen, die Lage der 
Schwerpunkte leichter zu finden als es 
nach statischen Regeln geschehen kann, 
wobei zu bemerken, dafs eine vollstän- 
dige Umdrehung nicht erforderlich ist. 

Z. B. Der Inhalt der Kugel ist bekannt 


Der Inhalt des Halbkreises desgl. 

Bezeichnet man nnn den Abstand des 
Schwerpunkts im Halbkreise von dem 
Mittelpunkt mit a-, so ist die mit x be- 
schriebene Kreislinie = 2itx daher 
27J-X = Jvr* 


woraus 
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BaarrihrcheniDilehnDg , s. unter dem 
Art. „Adhäsion“, pag. 30 und „Capil- 
larität“, pag. 9. 

HUftlUcbner (Kr^st.), s. n. „Formen, 
pag. 111“. Diese sind zweierlei Art; pa- 
rallelflächi g und geneigtfläcbig. 
Bei den letzteren Terschwinden gänzlicn 
die parallelen Flächen der zurückbleiben- 
den Krystalle mit dem Wachsthum der 
abwechselnden Flächen, so dals nur ge- 
neigte Flächen ihnen übrig bleiben; bei 
den ersteren bleiben auch parallele Flä- 
chen zurück. 

Zu den ersteren, den parallelfläcbigen 
gehören die Hemitetraki.shexaeder und die 
ilemioctakishexaeder. Zu den geneigt- 
flächigen gehören das Hemioctaeder, die 
Hemiikusitetraeder, die Hemitriakisoctae- 
der und die llemihexakisoctaeder. 

fialbachtflächner, (Kryst.) Ilemiocta- 

eder, Vierflächner, ist das regelmä- 
fsige Tetraeder. E.s hat 4 Flächen, welche 
gleichseitige Dreiecke sind, 6 gleiche Kan- 
ten und 4 dreiflächige gleiche Ecken. 
Die 3 octaedrische Axen verbinden die 
Mittelpunkte zweier ngenüberliegenden 
Kanten, die 4 hexaeonschen Axen ver- 
binden die Mittelpunkte der Flächen mit 
den ihnen gegenuberliegendep Ecken. 

HalbacbtmalfecbsUcbnar, s. ITemi- 
octakishexaeder. 

HalbdreimalachtUchiar, der deutsche 
Name für Deltoiddodekacder (s. d. 
mit Fig. 5^7). 

Halbiren heilst : in 2 gleiche Theile 
theilen Die Elemontargeometrie hat zu 
den ersten Aufgaben: Eine gerade Einie 
zn halbiren und; einen Winkel zn hal- 
biren. ln dem Art. „Constructionen, 
geometrische“ ist pag. 31, No. 8 die erste 
Aufgabe und No. 11 die 2te Aufgabe ge- 


löst. Mit beiden Auflösungen ist zugleich 
die Aufgabe gelöst: Einen Kreisbogen 
zu halbiren. Denn für die erste Auflö- 
sung darf man nur annehmen, dafs AB 
die Sehne des Kreisbogens ist, so wird 
der Bogen AB zugleich mit der Sehne 
AB durch die Linie DE halbirt; und für 
die 2te Auflösung denke man den ZAC£ 
als den zu dem Bogen gehörenden Cen- 
triwinkel. 

Halbkreis. Hierunter versteht man 
entweder die halbe Kreislinie oder die 
halbe Kreisfläche. 

Ueber den Halbkreis hat man mehrere 
Sätze. 

1. Die Aufgabe; den Halbkreisbogen 
ans einer Kreislinie zn bestimmen, oder 
eine Kreislinie zu halbiren, ohne dafs 
man einen Durchmesser zieht, wird ge- 
löst, indem man von einem Punkt der 
Peripherie ab 3 mal hintereinander mit 
dem Zirkel den Halbmesser als Sehne 
absteckt , weil die Seite des regelmälsi- 
gen Sechsecks im Kreise dem Ualbmea- 
ser gleich ist. 

2. Da der Centriwinkel des Halbkreises 
= zweien rechten Winkeln ist, so ist je- 
der in einem Halbkreis liegende Peripne- 
riewinkel = einem rechten Winkel. Der 
Halbkreisbogen Ist also der geometrische 
Ort für alle möglichen rechtwinkligen 
Dreiecke über derselben Hypotenuse. 

3. Zieht man in dem Halbkreise das 


Fig. 081. 
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beliebiffe Dreieck ADB und ftllt die Nor- 
male DE auf den Durchmesser» so sind 
die 3 Dreiecke recbtwinkKg und einander 
ähnlich» und swar in der Ordnung der 
homologen Ecken geschrieben 

^ Ddfi «3 ÄßE (V A Äd D 
Hieraus hat man die Proportionen 



AE:DR=DE-.BE 

(0 


AE.AD=AD.AB 

(2) 

oder 

DE> = AF.v.BE 

(3) 

und 

Aß> = AKx,4ß 

(4) 

also auch 

BD'=BF.y.AB 

(5) 


Schreibt man die Proportionen: 
AE:DE=ADxBD 
DE:BE=AD:BD 

und mnltiplicirt beide mit einander, so 
erhalt man 

AEiBE^AÜ^iBD^ (6) 

4. Zeichnet man (Fig. 682) eine mit 
dem Durchmesser parallele Sehne EF, 
bezeichnet deren zugehörigen Ceotriwin* 
kel ECF mit (f , so ist der Kreisaus* 

schnitt KCE=^—^nr' (I) 


AKCF =2ACfC = 2- ^-® = r»5ini TO. ^ = Jr’.iKi, 
Mithin d«r Abschnitt 


DF.F= 

3G0° 


= - sin>/j 


m 


Han «rhilt hiernach den Z'f für die 
Sehne KF, welche den Ilalbhreis balbirt, 
ans der Oleichun^' 


und redneirt: ('»->)- '/ = 0 

I oO 

wonach durch Probiren gefunden «ird 
if = 132° 20' 47, U" 

5. Die halbe Kreislinie ist = yr 
Die halbe Kreisfläche 

Halbkvgel ist sowohl die halbe Kngcl- 
oberdäche als der halbe Körjier. Ist r 
der Halbmesser der Kugel, so ist 

die llalbkugolfläche =2-7r’ (1) 

der köri>er]iche Inhalts)« r» (2) 

HhlblDMSnr i.t der halbe Ilurchmoseer, 
(a. d.) wo ein solcher sich rorflndel l>ie 
Halbmesser der Kreise heifsen auch Ra- 
dien. Alle Halbmesser eines Krei.ses 
sind einander gleich. 


HalblMlWIuUchtaiClUMr (Kryst.) H e • 
mihekakisoctaeder. Diese Krystalle 
haben 24 Flächen, 36 Kanten und 14 
Ecken. Die Flächen sind ungleich- 
seitige Dreiecke. Die Kanten sind 
dreierlei: sie sind 12 schärfere und 
küraere a, 12 stumpfere und län- 
gere 6 und 12 stumpfe und knree 
e. Die Ecken sind ebenfalls drei- 
erlei: 4 sechsflächige symmetrische 
Ecken A , die eine gleiche Lage 
haben, 6 vierflächige symmetrische 
B und von gleicher Lage und 4 
.sechsflächige symmetrische C. 

Die Hemiheaakisoctaeder entste- 
hen aus den Hexaki.soctaedern, wenn 
die um die abwechselnden Hexaeder- 
eckeu liegenden Flächen so weit 
wachsen, dafs die anderen gant ver- 
drängt werden. 


Fig. (583 



Fig. 682. 
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HalkTlemaUMhiUcbBsr, Hemits- 
trakishexaeder, Pentagondodeka- 
eder. Diese Krystalle haben 12 Flächen 
in symmetrischen Fünfecken, 30 Kanten 
und 20 Ecken. Die Fünfecke sind sehr 
nahe ramliuärsig, 4 Seiten ä sind ein- 
ander gleich, nur die hte a ist rerschie- 
den Der dieser Seite gegenüberliegende 
Winkel A ist ron eigener (IrüDe; B, B 
unter sich und C, C unter sich sind ein- 
ander gleich 


Fiir. r.ll. 



Die Kanten sind zweierlei; C Kanten 
(Grundkanten) a wenlen von den glei- 
chen Seiten a nn<l 24 Kanten ( von den 
gleichen Seiten 6 gebildet. 

Die Ecken sind sämmtlicb dreiflächig: 
Die an beiden Enden der (irumikanteu 
liegenden 12 Ecken B sind irregulär. 
Diese Ecke wie B' wird von einem einer 
Grnndkante gegenüberliegenden j^CB’D 
und zweien an eiuer Grundkante liegen- 
den Winkeln CB'B uud BB'O einge- 
.schlossen. Die übrigen S dreiflächigen 
Ecken wie I) sind reguläre, die sie ein 
schlielsendeii Winkel sind die initiieren 
gleichen Winkel C. 

Je 2 einander gegenüberliegende Flä- 
chen sind parallel , die 3 octaedriseben 
Axen verbinden die Mitlelpunkte zweier 
gegenüberliegenilen Grundkanten a, die 
4 nexaedri.schen Axen verbinden je 2 
Hexaederecken wie D. 

HalbTlenindiwaBxlgflichDer, llemi- 
icositetraeder, l’yramidentetra- 
eder. Diese Krystalle haben 12 Flächen 
in gleichschenkligen Dreiecken, lg Kan- 
ten und 8 Ecken (Fig. 685) Die Kan- 
ten sind 6 schärfere und längere a, die 
eine gleiche I.age haben und von den 
Grundlinien der Flächen gebildet werden ; 
die übrigen 12 Kanlen k sind stumpfer 
nnd kürzer und werden von den Schen- 
keln der Flächen gebildet. 


Von den Ecken sind 4 sechsflächig 
symmetrisch A, die übrigen 4 sind drei- 
flächig nnd gleichkantig (J?). 

Die .3 octaedriseben Axen verbinden 
die Mittelpunkte zweier gegenüberliegen- 


Fig. 685. 



deu längeren Kauten, die 4 hexaedri- 
schen Axen verlüuden die sechsflächigen 
Erken mit den ihnen gegenüberliegenden 
dreiflächigen Ecken. 

Halblirkel, s. v. w. Halbkreis. 

HalbiwelmalxwbUUebiiar, II e midi - 
dodekaeder, Skalenoeder, Drei- 
u n dd reik an t n er, s. d. 

HaUstrflms Tabelle für Ausdehnung 
des Wassers bei verschiedenen Tempera- 
turen mit Hülfe von Differenzen berech- 
net, s. Bd. II., pag. 256. 

Hapaologarithmu, s. u. Antiloga- 
ritbmus, 1. 

Harmonlkalen,s.HarmonisoheThei- 

I u n g am Scblufs. 

Harmonische Proportion ist eine Pro- 
portion zwischen 4 (iröfsen der Art, dais 
die Differenz zwischen der ersten und 
zweiten zur Differenz zwischen der drit- 
ten und vierten sich verhält wie die erste 
zur vierten als: 

a — 6:c — d = a:d (1) 

Für ä = r entsteht die stetige har- 
monische Proportion 

a-hit — d=a:d (2) 

und ans dieser die contra -harmonische 
Projrortion (s. d.) 

rt — ä:i — d=rf;o (3) 

Aus der ersten findet man bei 3 ge- 
gebenen (iröfsen die 4te, wenn man 
schreibt 

ad ^ bd = ac — ad 
bd 

woraus a - ■ 

id — r 
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a (2ä — c) 


e - 


Punkt 0 der Linie AB äehe man BF 
AE, Terlängere FD bis t>, so dafs 

Fig. G86. 


und 


d = ; 


2a — i 

,Aus der stetigen harmonischen Pro- 
portion hat man 

aH — bd — ab — ad 

also das .Seitcnglied a = ^ 

• " ^~2a-b 

nnd das Mittelglied b = 

Zwischen den beiden Zahlen n und H ist 
das arithmetische Mittel = ^ (a + rf) 
das geometrische Mittel = yad 

*N ^od 

Da nun i(a y d)iyad=]ad •. — r-^ 

a •{' H 

so Tcrhält sieb das aritbuiotiscbe Mittel 
zweier Zahlen zu dem {reometriseben 
Mittel wie das geometrische Mittel zu dom 
harmonischen Mittel. Oder es ist das 
geometrische Mittel zweier Zahlen zu- 
gleich das geometrische Mittel zwischen 
dem arithmetischen und dem barmoni' 
sehen Mittel derselben Zahlen. 

Harmonische Reihe, harmonische Fro- 
sressiOll bt eine Reihenfolge von Zah- 
len, von welchen je 3 aufeinander fol* 
gende Glieder in stetiger harmonischer 
mportion stehen. Sind die Zahlen a, 
6 gegeben, so bilden dieselben mit den 
Zahlen r, d, e... eine harmonische Reihe 
ah , hc cd 

2A 


;e=- — jU.S.W. 

c* 2c— a 



HarmoitUche ThelllinK einer Linie AB, 
Fig. 686, geschieht durch 3 Theile, die 
in stetiger harmonischer Proportion mit 
einander stehen. Als: 

AB-AD-.AD-AC=AB.AC 
Schreibt man BD für AB — AD nnd 
CD für AD — AC, so bat man 
BD:CD = AB-.AC 
oder AB.AC=BD-.CD 

oder AB : BD = AC:CD 

Die Linie wird also harmonisch getheilt 
wenn die ganze Linie so einem der änfse- 
ren Theile sich rerhält wie der andere 
änfsere Theil zum mittleren Theil. 

Es ist non leicht, eine gerade Linie 
harmonisch zn tbeilen. Man nehme aufser- 
halb der Linie AB einen beliebigen Punkt 
£, ziehe AE, BE: Ton einem beliebigen 


DG = DF, ziehe GE, so ist die Linie AB 
durch die Punkte C, D harmonisch ge- 
tbeilt. 

Denn es ist 

AB:BD=AE: DF=AE: DG=AC:CD 

Die Linien .IE, BE, CE, DE heifsen 
die llarmonikalen. 

Harriots Lehrsatz. Dieser heilst: Wenn 
eine Function von x, nämlich fx = 0, als 
vollständige Gleichung von beliebig 
vielen Wurzeln gegeben ist, so hat die 
Gleichung nicht mehr positive Wurzeln 
als Zeicbenwei'bsel and nicht mehr ne- 
gative Wurzeln als Zeichenfolgen in der 
Gleichung Vorkommen. Hat die Glei- 
chnng lauter reelle Wurzeln , so ist die 
Anzahl der positiven Wurzeln gleich der 
Anzahl der Wechsel und die Anzahl der 
negativen Wurzeln gleich der Anzahl der 
Folgen. 

Hat eine Gleichung nur positive Wur- 
zeln a, ß, y ..., ist also 

A = (x-n)(*-/J)(x-y)... = 0 
so hat sie die Formen 
x-A = 0 
X* — Ax -y B — 0 
x*-Ax^+ Bx-C = 0 

u. s. w. 

Die Gleichungen haben alle keine Zei- 
chenfolgen, sondern nur Zeichenwechsel, 
und eben so viele Wechsel als Wurzeln 
vorhanden sind. 

Hat eine Gleichung nur negative Wur- 
zeln a, b, e. ., ist also 

AT = (x -b o) (» -M) (* -I- c) . . . = 0 

so hat sie dle Formen: 

X -b A = 0 

X* -b Ax -b Ä = 0 

x>-b Ax»-b«x-bC = 0 

n. s. w. 
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and keine Gleichung hat SSeichenwech- 
sel sondern nnr Folgen. 

2. Hat nnn eine Gleichung eine posi- 
ÜTe und eine negatire Wnrzel, so ist 
fx = (x — a)(x-]-a) = x‘:f (n — a) X— aa = 0 

Je nachdem n > oder < a, ist das Mit- 
telglied — oder -t-; in beiden Fallen fin- 
det eine Zeichenfolge und ein Zeichen- 
wechsel statt. 

3. Hat eine Gleichung eine positire 
und 2 negatire Wuiieln, ist also 

fx = (x-a) (x-l-o) (x+b) = (*-e)(x‘-(-.-lx-bÄ) 

= X* ±(4 — e) X* ±(Ä— n.4) X — «ff = 0 

Die Zeichenreihen sind folgender Art 
möglich : 

1 , + + + - 

2 ,- 1 - + -- 

3, + - + - 

4 , + — — — 

ln der ersten, zweiten und vierten Form 
hat die Gleichung nnr einen Wechsel, 
in der dritten Form dagegen 3 Wechsel; 
es müfsten demnach in der Gleichung 
von der Form 

X*— Ax’ + ffx— C=0 
3 positive Wurzeln möglich sein; und da 
dies, wie die 3 zu Grunde liegenden Fac- 
toren (x-n)(x + o)(x — t) ergeben, nicht 
möglich ist, so hat die üleichimg offen- 
bar 2 nicht reelle (s. Fourier No 8) und 
nnr eine positive Wurzel. 

Dafs übrigens bei 3 positiven reellen 
Wurzeln die 3te Zeichenfolge nicht ein- 
treten kann geht aus folgendem hervor: 

Die ans den 3 Factoren hervorgehende 
Gleichung wurde sein 
**-(<» — <*- ö) »’+ [ai- o (a+i)]x—n ot = 0 

Es mnisle also sein: 

1, o>« + b 

2, «ö > n (a + t) 

Setzt man in No. 2 für n den kleine- 
ren Werth a + 6 ans 1, so hat man 
«i > (« -t- 4)* 
welches unmöglich ist. 

4. Hat eine Gleichung 2 positive und 
eine negative Wurzel, ist also 
fx={xf-tt)(,x-ß)(x+a) 

= «* T (o +^-o) x> ± [o;J-o (a+;S)] a+ttßa 

so sind hier wieder der Form nach fol- 
gende 4 Zeichenreihen möglich: 

». + - + + 

2 , + - - + 

3, + + + + 

4, + + - + 


Die dritte Zeichenfolge ist wieder der 
Natur der obigen Gleichungsbildung ent- 
gegengesetzt, sie kann auch niemals 
existiren. Denn es würde sein: 
a>a + ß 
aß >a{a + ß) 
woraus aß > (n + ß)‘ 
welches unmöglich ist. 

Die übrigen möglichen 3 Zeichenfolgen 
haben jede 2 Zeichenwecbsol und eine 
Zeichenfolge für 2 positive und eine ne- 
gative Wurzel, wie es der Lehrsatz aus- 
spricht. 

5. Kaiin man nun beweisen, dafs wenn 
eine Gleichung m positive und « — m ne- 
gative, also Überhaupt n Wurzeln hat, 
eine hlnzukominende positive Wurzel 
einen Zeichenwechsel und eine hinzn- 
kommende negative Wurzel eine Zeichen- 
folge mehr gibt, so ist mit Hülfe der 
voranstehenden Sätze der Harriotsche 
Lehrsatz erwie.sen. 

Jede vollständige Gleichung hat ein 
Glied mehr als die Anzahl ihrer Wur- 
zeln beträgt. Die gegebene Gleichung 
von it Wurzeln hat also n + 1 Glieder 
und durch eine neu hinzukommende po- 
sitive oder negative Wurzel erhält sie 
« + 2 Glieder. 

Um die Aenderung der Vorzeichen durch 
das llinzukoinmen eines neuen Factors 
(x ± o) zu erfahren , hat man in der ge- 
gebenen Gleichung nur 2 auf einander 
folgende Glieder zu betrachten. 

1. Das llinzulrcten einer nega- 
tiven Wurzel. 

1. Es seien die beiden letzten Glieder 
der gegebenen Gleichung mit einer Zei- 
chenfolge 

± Äfx±lV 

_ Diese multiplicirt mit dem Factor (x+n) 
für eine negative Wurzel entsteht 
± Jfx’±(Mo + A')x±oJV 

Aus einer Zeichenfolge entsteht dem- 
nach durch Hinzutritt einer negativen 
Wurzel niemals ein W'echsel, so viele 
Folgen also den beiden letzten Gliedern 
voranstehen, so viele Folgen sind ge- 
blieben. Aus der letzten Folge der bei- 
den letzten Glieder werden zwei Folgen. 

2. Die beiden letzten Glieder enthal- 
ten einen Wechsel 

Jf X T iV 

so entsteht mit dem Factor (x + «) 
±«x>±(,Wo-iV)xTa/V 

Also entweder 

+ #x«+(iWB-iV)x-aiV 

Jedes der beiden Vorzeichen des Mit- 
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telgliedes dbt eine Folge und einen 
Wechsel, folglich eine Folge mehr 
oder — i/x’— (jVa— iV)x + aiV 

Auch hier gibt jedes der beiden mitt- 
leren Vorzeichen eine Folge und einen 
Wechsel, A/a mag > oder • : sein als V. 

Es geht also hervor, dafs wenn in der 
gegebenen Gleichung 2 nebeneinander 
stehende Glieder durch einen Zeichen- 
wechsel verbunden sind, der Wechsel 
verbleibt und dem Wechsel der letzten 
beiden Glieder wird eine Folge hinzu- 
gefügt. 

2, Das llinzutreten einer posi- 
tiven W u rzel. 

Die beiden letzten Glieder der Glei- 
chung mit einer Zeichenfolge seien wieder 

Diese multiplicirt mit (x — a) ergeben: 

also entweder -f ^x'^'-t Px— oA' 
oder — Afx* ± Px -|- aN 

Beide Zeichen des Mittelgliedes erge- 
ben in beiden Fällen eine Folge und 
einen Wechsel. 

Ilaben also 2 nebeneinander befindliche 
Glieder der Gleichung eine Zeichenfolge, 
so wird diese durch aen Hinzutritt einer 
positiven Wurzel nicht in einen Wech- 
sel geändert, die Folge verbleibt und dem 
letzten Gliede tritt ein Wechsel hinzu. 

Ilaben die beiden letzten Glieder der 
Gleichung einen Zeichenwechsel, sind sie 
demnach 

* ilfxq: N 

so entsteht durch den Factor x — a; 

wo die oberen und die unteren Zeichen 
einzeln zusammen gehören. Es entste- 
hen in beiden Fällen 2 Wechsel, also 
ein Wechsel mehr als in der Gleichung.' 

Da also, wenn für m positive und n 
nei^tive Wurzeln in einer Gleichung m 
Zeichenwechsel und n Zeichenfolgen Vor- 
kommen, auch für m + 1 positive und für 
n + 1 negative Wurzeln das Gesetz rich- 
tig ist, nämlich da m 4 1 Wechsel und 
M -f 1 Folgen Vorkommen, so gilt das Ge- 
setz allgemein, weil cs bei einer und bei 
zweien positiven und negativen Wurzeln 
in einer Gleichung, also auch für 3, für 
4 u. s w, Wurzeln gilt. 

6. Ist eine Gleichung unvollständig, 
.so kann sie nicht mehr positive Wurzeln 
haben, als Zeichenwechsel, z. B. 

X* + Ax* — Cx'-* -f- £ = 0 

Diese hat 2 Zeichenwechsel, also höch- 


stens 2 positive Wurzeln; um die nega- 
tiven zu erfahren mufs man die Glei- 
chung durch die fehlenden Glieder mit 
dem Coefficient ± 0 ergänzen , so ent- 
steht : 

X* -f 1 0 • X* — Cx^ 0 • X -|- £ = 0 

Man ersieht, dafs sowohl für die obe- 
ren als für die unteren Yoraeichen 3 Fol- 
gen und 2 Wechsel entstehen, dafs also 
die Gleichung 3 negative nnd 2 positive 
Wurzeln hat. 

Die Gleichung x* — i4x*— Cx*+ £=0 
hat wegen des einen Zeicbenwechsels 
höchstens nur eine positive Wurzel Er- 
gänzt man durch Nullglieder, so hat man 
-|- X* — .4x^.-t0 • X*— Cx* + 0« x-f- £=0 

Für die oberen Vorzeichen hat die Glei- 
chung 4 Wechsel und eine Folge, für* die 
unteren 2 Wechsel und 3 Folgen; beides 
zugleich ist nicht möglich, also hat die 
Gleichung unmögliche Wurzeln. 

Hanpt&xe der Hyperbel ist die gerade 
Verbindungslinie beider Scheitel zweier 
zusammen gehörenden Hyperbeln. 

Haoptaxe (Kryst) s. Axensysteme der 
Krystalle, No. 2, pag. 260. 

Haaptdodekaeder, s. n. „Hexagon- 
dodekaeder.“ 

Haaptfdoctionen in der Trigonometrie 
sind die Functionen Sinns, Tangente, 
Secante, Sinus versus, im Gegensatz za 
den Cohinctionen; Cosinus u. s. vr. 

Haoptgagenden, s. v. w. Cardinalpunkte 
(s. d.) in irgend einem Ort der Erdober- 
fläche; Ost, Süd, West, Nord. 

* Baopthexagondodekaeder, s. u. „Hexa- 
gondodekaeder.“ 

Haaptkreise der Kugel heiisen auch 
die grofsten Kreise derselben. 

Haaptparameter nennt man auch bei 
den Kegelschnitten den Parameter der 
Axe des Kegelschnitts. 

Haoptpookt in der Perspective, s. v. 
w. Augenpunkt (s. d) 

Haoptpankte (Geogr.), s. v. w. Cardi- 
nalpunkte eines Orts. (Astr.) In der 
Ekliptik die Nachtgleicben- nnd Wende- 
punxte. 

Hebel ist als mathematischer Hebel 
eine gerade Linie, als physucher Hebel 
ein stabförmiger Körper, auf welchen 
Kräfte der Art wirken, dafs ein Bestre- 
ben zur Drohung um irgend einen Punkt 
der Linie oder um irgend einen Quer- 
schnitt des Stabes oder auch -wirkliche 
Drehung erfolgt. 
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In dem Art. »Centralbewef; u ng* 
ist pag. 13, die um einen gemeinschaft- 
lichen Schwerpunkt erfolgende Drehung 
der Erde und des Mondes erklärt; der 
Schwerpunkt Leider Weltkörper liegt in 
der geraden Verbindungslinie deren Mit- 
telpunkte und es ist dieses System der 
Kräfte swiscben Erde und Mond ein He- 
bel; beide Kräfte, Erde nnd Mond mit 
unsichtbarer Verbindungslinie und Dreh- 
axe, ein ideeller Hebel im freien Raum. 

' Aus diesem Grunde Tielleicht, weii Ton 
solchem Hebel hier nicht die Rede ist, 
nennen neuere Mathematiker auch den 
mathematischen Hebel .materiellen 
Hebel“, indem sie der geraden Linie 
Masse beilegen , und nähern sich dadurch 
mit ihm dem physischen Hebel, der bei 
den alten Mathematikern die erste der i 
statischen oder mechanischen Ro- 
te n s e n war. 


Der Drehpniikt in der schweren Linie 
des Hebels wird durch Cnterstützung fest- 



Man unterschied und unterscheidet noch 
Hebel dreierlei Art: 


Hebel dritter Art ist deijenige wie 
der der sweiten Art, wenn Kraft und Last 
ihre Orte vertauschen (Fig. 689). 


Fig. 689. 



Statik des Hebels. 

1. In der Linie AC, Fig. 690, .sei der 
eine Endpunkt C befestigt, auf den an- 
deren Endpunkt A wirkt eine Kraft P, 
so_ will diese den Punkt A senkrecht ab- 
wärts fortbewegen ; der feste Punkt C ver- 
hindert dies und es geschieht nur Dre- 
hung nm den Punkt C der Art, dafs die 
Kraft P die Linie AC im Kreise herum 
führt und immer wie in A', A" tangen- 
' nnd auf einerlei Weise wirksam bleibt. 


Hebel erster Art ist derjenige, bei 
welchem der Unterstütaungspnnkt awi- 
achen den AngrilTspnnkten der bewegen- 
den Kraft {P) und der Last ((t) lie 
(Fig. 687). 

Fig. 687. 


Fig. 690. 


liegt 



i-r } 


Hebel iweiter Art ist derjenige, bei 
welchem der Drehpunkt der eine End- 
punkt der schweren Linie und deren an- 
derer Endpunkt der Angriffspunkt der 


Denkt man sich die AC bis U verlän- 
gert (Fig. 691), so dafs AC=BC, nnd 
bringt man in B eine Kraft Q an, welche 


Kraft P ist, während die zu gewältigende die entgegengesetzt gerichtete Drehung 
Last ß zwischen beiden Endpunkten sich um C beabsichtigt, so Ist klar, dafs die 
befindet (Fig. 688). 

Fig. 691. 




t 
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Drehnng'nsch der Richtung erfolgt, nach 
welcher die grofsere Kraft wirkt. Sind 
P und Q gleich grofs, so erfolgt nach 
keiner Richtung eine Drehung und der 
Hebel befindet sich im statischen Gleich- 
gewicht. 

2. Die beiden mit einander + wirken- 
den Kräfte P und Q haben das Bestre- 
ben, die Linie AB lothrecht abwärts 
fortiubewegen. Der feste Punkt C hin- 
dert dies und die Kräfte P und Q änlsem 
auf die Unterlage bei C einen Druck 
P + Q. Nimmt man nun die Unter- 
stütaung fort und bringt dafür in C eine 
cntgegengesetit gerichtete Kraft fi = P+ (f 
an, so bleibt das System in ilemsel^n 
Zustande des Gleichgewichts für die fort- 
schreitende Bewegung. 

Sind P und P = grofs und eben so 
AC = BC, so ist auf die Drehung nach 
links eben so riel Grund als zur Dre- 
hung nach rechts und es ist auch Gleich- 
ewicht für die dreheude Bewegung vor- 
andcu. 


M -I- TheOpnnkte eine Krafteinheit f an, 
so ist die Wirkung der von D bis C 
gleich Tertheilten » Einheiten p = der Wir- 
kung deren Summe P= np in deren Mitte, 
und man kann die Kraft P hinfort neh- 
men und dafür die « einzelnen Kräfte 
p wirken lassen. Desgleichen können 
statt der Kraft Q die m einzelnen Kräfte 
p zum Angriff gebracht werden. Da nun 
zwischen D und E in gleichen Abstän- 
den Ton einander ■ -f m gleich grofse 
Kräfte wirken, so ist gegen die Dr^ung 
um irgend einen Punkt der Linie AB 
Gleichgewicht, wenn man in der Mitte G 
von l>E senkrecht aufwärts eine Kraft 
(h + Bl) p = P -b P anbringt , denn alsdann 
ist bei der links und rechts von 0 gleich- 
mälsigen Vertheiinng gleich vieler näm- 

lieh —2— gleichen Kräfte p so viel Grund 

zur Drehung links als zur Drehung rechts, 
weshalb keine Drehung weder links noch 
rechts erfolgt. 

Nun ist AB = DG = + J« 


3. Sind hei gleichen Abständen AC 
und BC die Kräfte P und Q ungleich, 
so erfolgt Drehung nach der Richtung 
der grülseren Kraft. Es fragt sich daher, 
wo der l'nterstützungspunkt in AB an- 
gebracht werden müsse, damit Gleich- 
gewicht für die Drehung statt finde. 

Die gemeinschaftliche Krafteinheit für 
P und Q sei p, es sei P = u*p; P = »p, 
so theile man den Abstand AB^ Fig. 692, 

in — gleiche Theile, verlängere AB 
zu beiden Seiten über A hinaus bis D 
um über B hinaus bis K um - 

Theile, und es sei AC=AD= in und 
BC=DE=im. 

Bringt man nun zwischen je 2 der 
Fig. 692. 


.40 = 111 



folglich AG = l»i 

und BG — l« 

mithin AG:BG = ^m•.^n=vlp•.np=Q:P 
D. h. WenneinUebelfürDrehung 
im Gleichgewicht sein soll, so 
müssen die Abstände des Dreh- 
punkts von den beiden auf ihn 
wirkenden Kräften umgekehrt wie 
diese Kräfte sich verhalten. 

4. Der Abstand AG der Kraft P sei 
= o, der Abstand BG von Q sei =ä, so 
ist für’s Gleichgewicht 

a.h = Q:P 
woraus nP=iQ 

D. h. Fürs Gleichgewicht müs- 
sen die I’rodncte jeder der beiden 
Kräfte in ihren Abstand vom 

Drehpnnkteinand er gleichsein. 

5. Gesetzt es sollte für die Kraft P 
in dem Abstand « von G auf der an- 
ileren Seite von C in der Entfernung 
GE — c eine Kraft x angebracht wer- 
den um das Gleichgewicht herznstellen, 
so hat man nach No. 4 
aP = cx 
a _ 

woraus * = — P 

c 

Hiernach kann man eine Kraft Qy 
die in einem bestimmten Abstande i 
vom Drehpunkt wirkt, durch eine an- 
dere Krall ersetzen, wenn für diese der 
Abstand c vom Drehpunkt festgestellt 
wird; denn es ist 
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bQ = cx 

woraus x = — Q 

c 

Man nennt dies Verfahren: Kräfte 
reduciren. 

In den Punkten C, A, D auf einer 
Seite vom Drehpunkt wirken verschiedene 
Kräfte: in C mit dem Abstand CG = A' 
die Kraft P, in A mit dem Abstand 
AG = a" die Kraft P', in D mit dem 
Abstand DG = a’" die Kraft P". Ks soll 
nun in dem Punkt B in dem Abstand 
BG = h eine Kraft (Q) den 3 Kräften P', 
P\ P" das Gleichgewicht halten, so hat 
man 

für die Kraft P : 'P =b-Q' 

, „ „ P" :a>'.P'=b.Q'‘ 

» » . P"':n"'-P" = b.{y 

also 

a’P + a" P’ + a"' P"= b 0'") = b-Q 

und Q=~(a'Pia^'P' + a'"P’') 

Will mau statt der drei Kräfte P', P\ 
P" eine einzige in dom Abstande a von 
G wirkende (O anbringen, die mit jenen 
einerlei tVirkung hat, so ist 

a'P Va'P'-\-a"'P" = aP 

woraus P= — (a'/*+a''P" + a’'T”) 

<1 

7. Wirken in den Endpunkten A und 
B einer Linie mit dem Drehpunkt G 2 
Kräfte P und Q unter schiefen Winkeln, 
so ist die Wirkung derselben, wie No 1 
mit Fig. G90 es angibt; man hat näm- 
lich von G aus auf die Richtungen der 
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Kräfte Normalen zu fällen, aus G mit 
diesen als Radien Kreise zu zeichnen, so 
bestimmen deren Durchschnittspunkte mit 
der Linie diejenigen Punkte derselben, 
in welchen die Angriffe der Linie durch 
die Kräfte normal zu denken ist: 

Die Wirkung der Kraft P nach der 


Richtung DA in A ist auf die Linie AB 
dieselbe mit ihrer normalen Wirkung in 
F, und die der Kraft Q nach der Rich- 
tung EB dieselbe mit ihrer normalen 
Wii^ung in //. Wenn also beide Kräfte 
P und Q im Gleichgewicht sein sollen, 
so mufs sein 

Px.DG = Qx EG 

der Abstand des Drehpunkts von der 
Richtungslinie einer Kraft wie GD von 
P heifst der Hebelsarm der Kraft 
und das Product der Kraft in ihren He- 
belsarm wie DG y. Pdas statische Mo- 
ment der Kraft. 

8. Demnach sagt man: Ein Hebel ist 
ira Gleichgewicht, wenn (bei 2 oinwirken- 
den Kräften) das statische Moment der 
Kraft zur linken Seite des Drehpunkts 
dem statischen Moment der rechts vom 
Drehpunkt befindlichen Kraft gleich ist. 

Wirken rechts und links vom Dreh- 
punkt mehrere Kräfte, so i.st Gleichge- 
wicht, wenn die Summe der Momente 
auf beiden Seiten des Drehpunkts ein- 
ander gleich sind. 

Bringt man sämmtlichc Momente auf 
eine Seite der Gleichung, so ist Gleich- 
ewicht, wenn die algebraische Summe 
er Momente sämmtlicner Kräfte = 0 ist. 

ßeis^)iel 1. Die an den Pfeilen ste- 
henden Zahlen bedeuten die Gröfsen der 
Kräfte in Pfunden, C ist der Drehpunkt, 
und die neben den Abstandslinien ste- 
henden Zahlen bedeuten die Abstände 
der Kräfte von diesem Drehpunkt inFufseu. 


Fig. 694. 



Die Richtung des rechts befindlichen 
Pfeils soll die positive Richtung der Be- 
wegung sein: 

Mau tindet die Summe der Momente: 
40x15-30x25 + 20 X 12 + 10x16-50x3 
= 600 - 750 + 240-1- 160 - 400 = - 250 
Es geschieht also um C eine Drehung 


Hebel. 


240 
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dem Pfeil entgegen mit einem statischen 
Moment Ton 250. 

Ist nun in dem Punkt A, in der Ent- 
fernung /4C = 20Furs eine Kraft aniu- 
bringen um dem System Gleichgewicht 
zu geben, so ist die daselbst erforderliche 

Kraft = = 12^ Pfund. 

2. In Figur 687 ist eine Wuchte Tor- 
gestelit: Ist Q eine Last con 2000 Pfund, 
ist die möglich gröfste Kraft P eines 
Menschen mit dem Gewicht seines Kör- 
pers 120 Pfund und ist die Länge (a + 4) 
des Hebels 12 Fufs, so ist zwischen Kraft 
und Last Gleichgewicht wenn ky.Q = axP 
also wenn 20004 = 120(12-6) 

woraus 6 = 0,68Fufs = 81Zoll. 

3. Fig. 688 ist eine Karre. Der Mit- 
telpunkt des Rades ist der Drehpunkt, 
die Last Q mit dem Ilebelsarm 6 sei 
400 Pfund, die Tragkraft P des Menschen 
mit dem Hebelsarm a = 6 Fufs sei 100 
Pfund, so ist Gleichgewicht wenn 

400-6=100-«, 
woraus 6 = 1 4 F ufs. 

Kann man eine Last Q bis zu einem 
Fufae Abstand vom Drehpunkt legen, so 
kann diese sein. 

Q = ^ = 600 Pfund. 

4. Fig. 689 zeigt ein System, nach wel- 
chem mittelst eines Trittschemels ein 
Spinnrad bewegt wird. P ist die Kraft 
des tretenden hufses, Q die Last, welche 
die Kurbel am Rade dem Fufs entgegen 
setzt, links am Ende des Hebels ist der 
Drehpunkt. Es ist hier ebenfalls 

Pa-Q-i 

Der Hebel erster Art, Fig. 687, wird 
auch zweiarmiger, doppelarmiger 
Hebel genannt. Ein Beispiel hierulwr 
gibt no^ der Art.: Balancier Die 
Hebel zweiter und dritter Art heifsen auch 
einarmige Hebel. 

Hebalum, s. Hebel No. 7. 

Hebtn der Brüche, s. Abbreviren und 
Aufheben der Brüche. 

HebeUde ist eine Hebemaschine, welche 
zur Hebung von schweren Lasten ange- 
wendet wird, die in einerlei geraden Linie 
verbleiben müssen, z. B. zu allmählicher 
Erhebnng von Schützen in Schleuseii- 
tboren. 

Der senkrecht mit runden Löchern ver- 
sehene Bügel bildet die Hebeladc, er ist 
von breitem Eisen zusammengeschmiedet 
und möglichst unverrückt mit Verschrau- 


bungen an ein Schleusenthor befestigt. 
Das Schütz, dessen lothrecht abwärts 
wirkende Last mit Q bezeichnet ist, be- 
findet sich unten im Wasser an der Stange 
CQ\ diese Stange reicht zwischen den 
beiden Wangen der Hcbelade senkrecht 
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in die Höbe, hat oben eine Oese und 
wird mit der in dem Hebel AB befindli- 
chen Oese durch einen Bolzen in C ver- 
einigt. Die augenblickliche Tbätigkeit, 
wel^e gezeichnet ist, besteht darin, dals 
in das Loch n der Hebelade ein I^lzen 
gesteckt ist, der Scblensenarbeiter drückt 
mit der Kraft P in /I senkrecht auf den 
Hebel und um den Bolzen a herab, bis 
er in die punktirte Lage kommt, wo dann 
der Bolzen c mit der Schützslange um 
eine kleine Höhe gehoben wird Der 
Ilebel AB ist nun in die Lage OE ge- 
kommen, die kurze Seite CB des Heliels 
in die Lage CO über dem Loch 4. Non 
wird ein Bolzen in 4 gesteckt, und der 
Ilebel in K mit .der Kraft P .senkrecht 
aufwärts gedreht, wobei der Hebel auf 
dem Bolzen 4 seine Unterstützung findet, 
und der mittlere Bolzen C mit der Schütz- 
stange wird abermals um eine kleine 
Höhe gehoben. Hierbei ist der Hebel 
über (fas Loch d getreten, der Bolzen 
wird ans a herausgezogen durch d ge- 
steckt und die fernere Drehung geschieht 
über dem Auflager d wie vorher über a 
u. s f. 

Bezeichnet man die von dem Schütz 
lierrührendo senkrechte Last mit (>, die 
Kraft des Schleusenarbeitera mit P, ist 
C(i = C4 = Crf=r, AC=R, so ist bei der 
Bewegung um a: 

r.Q = (R-r)P 
bei der Bewegung um 4 

r. (»=:(« + r)P 
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Heber ist ein hydraulischer Apparat in 
Form einer zn 2 Armen gebogenen Röhre, 
mit welcher man aus einem Behälter 
oder einem See in einen tiefer stehenden 
Behälter oder in ein tiefer lietreiules Ter- 
rain z. B. in einen Graben \Vasser ab- 
läfst, wenn beide Räume durch eine über 
dem Wasserspiegel des ersten Raums er- 
höhte Wand von einander getrennt sind, 
so dafs das Wasser erst auf diese Röhe 
steigen mufs. 

. Ks sei AB der höher liegende unver- 
änderliche Wasserspiegel des links belind- 
lichen Behälters, ans welchem Wasser 
auf die Sohle Ct) abgelassen werden soll, 
EFG sei der Heber in lothrochter Ebene 
befindlich, die lothrechtc Entfernung zwi- 
schen AH und CD sei =A; der Heber 
sei mit Wasser angefüllt, so finden fol- 
gende Wirkungen statt. 

Die atmospnärische Luft drückt auf 
den Wa.sserspiegel AK und durch diesen 
vermittelt auf die Einflufsöifnung E des 
Hebers, 'wie auf die AusflufsölVnung G 
de.ssolben mit dem Gewicht einer Was- 
sersäule von .'t2 Fufs Höhe. Diesem Druck 
entgegen wirkt in dem Schenkel EF das 
darin befindliche Wasser mit der Höhe 
BF, in dem Schenkel FG der Röhre das 
darin befindliche Wasser mit der Höhe 
CF. Demnach ist die Dmckhöhe des 
Wassers in EF = 32’ - BF und in FG 
= 32' — CF. Folglich ist die für den Aus- 
flufs aus G nach der Richtung EFG wir- 
kende hydraulische Geschwindigkeit^höhe 
= (32* - BF) - (.32' - CF) = CF - BF= h 
Nun ist nach dem Art; „Ausflufs 
des Wassers“ n. s. w. pag. 217 die 
Ausflnfsgeschwindigkeit c = « yh 
und wenn a der Querschnitt der Röhre 
ist, die ausfliefse n de W asserme n ge 
per Secunde = an yh 
Für Rühren ist nach Eytelwein der 
Contractionscoefficient « = 6,42 

Fig, 696, 


Und nach dn Buat die Widerstandshohe" 
für die Reibungen des Wassers an den 
Röhrenwäuden 

c* . / 

2006 “rf 


A’ = 


wo c die Geschwindigkeit des Wassers, 
l die Länge und d den Durchmesser der 
Röhre bedeuten. 

Demnach hat man 



m. . 


’ 1 2006 • d 

woraus c durch Probiron gefunden wird. 

Der Heber ist so lange wirksam als die- 
Höhe BF weniger betragt als, 32 Fuss. 

Heifse Zone der Erdoberfläche ist die 
Zone zwischen den beiden Wendekreisen, 
wegen der dort herrschenden höchsten . 
Temperatur gegen die der anderen Zonen 
so genannt. Die Ober Hache der heifsen 
Zone beträgt (bei 23i®=dor Schiefe der 
Ekliptik) “ Anr"* sin 231^® die Erdoberfläche 
= 4 7ir‘‘', also beträgt die heifse Zone 
sin 23^® X — 0,39875 X oder beinahe J x 
der Erdoberfläche. 

Helikoide, s. v. w. ^.Spirallinie“. 

Heliocentrisch ist wa.s auf die Sonne 
sich bezieht im Gegensatz zu geocentrisch, 
was auf die Erde Bezug hat. 

Heiiocentrische Breite eines Planeten 
s. u. „Breite, astronomische“. 

Helioit&t (nkiot die Sonne, ornroc 
gestellt) zu deutsch: Sonneusteller, ein 
Apparat, der die Sonne oder vielmehr 
den Sonnenstrahl zum Stillstand bringt. 

Bei vielen optischen Versuchen und 
wissenschaftlichen rntersuchungen über 
das Licht, über seine Brechung, Farben- 
zerstreuung, Interferenz, [mit diesem Na- 
men (von inter, zwischen, und ferre, tra- 
gen, hervorbringen) bezeichnete 
Voung zuerst die Veränderungen, 
welche bei 2 oder mehreren un- 
ter sehr geringen Winkeln zu- 
.sammentreflenden I.ichtstrahlen 
zwischen denselben hervorge- 
bracht werden] über Licht- und 
Wärmevertheilung in den ver- 
schiedenen Strahlen des prisma- 
tischen Farbon-Spectrums bedarf- 
man des Sonnenlichts, welches 
durch seine grofse Intensität und 
Weifse alle die Mittel, durch wel- 
che man das.selbe in vielen Fäl- 
len zn ersetzen bemüht ist, be- 
deutend Übertritt. Gewöhnlich 
stellt man derartige Versuche in 
einem verfinsterten Zimmer an, 
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und labt die Sonnenstrahleu durch eine 
kleiuo runde Oeffnuog in der Kensterlade 
als ein beschränktes cylindruches Strah- 
lenbündel in das Zimmer fallen. Dies 
Strahlenbündel soll dabei wo möglich 
eine horizontale und feststehende Rich- 
tung erhalten, eine Anforderung, welche 
besondere Uülfsmittel deswegen in An- 
spruch nimmt, weil nur selten ein Zim- 
mer die günstigste Lage hat und die 
Sonne in ihrer scheinbaren täglichen Be- 
wegung in jedem Augenblick ihre Stelle 
ändert. Die einfachste Vorrichtung, um 
den eintretenden Strahlen die ermrder- 
Ucho Richtung zu geben, besteht in einem 
Spiegel, dem man durch Schrauben - Be- 
wegungen innerhalb des Zimmers dicht 
vor der Laden-Oelfnung leicht jede Stel- 
lung geben kann, so, dab der seine 
Fläche treffende Sonnenstrahl ai hori- 
zontal in iil durch die Oeffnung ins Zim- 
mer hinein reilectirt werde. 
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deshalb, weil man der fortrückenden Sonne 
wegen nicht aufbören darf, die Spiegel- 
stellung zu corrigiren. Die bbherigen 
selbstthätigen Helioataten waren von com- 
plicirter Einrichtung und kosteten in ge 
nauer Ausführung jedesmal einige Hun- 
dert Thaler j ein wesentlicher Tneil des 
Instruments bestand in einem l'hrweik, 
welches die den Spiegel tragende .Vzc 
drehen und zugleich die Neigung dieser 
Axe in jedem Augenblick den Erforder- 
nis.sen der richtigen ronstanten Retlec- 
tions- Richtung entsprechend einstellen 
mufste. Durch Angnsl wurde späterhin 
nachgewie.sen, dafs ein Spiegel n, dessen 
Fläche parallel mit einer .\xe liegt, die 
sich innerhalb 48 Stunden I Mal um sich 
selbst dreht, in dem Fall einen cnnstaii- 
ten reflectirten Sonnenstrahl liefert, wenn 
diese Drehungs-Axe bc mit der Welt- 
Axe parallel ist. Denn es sei AU ein 
Spiegel, ÜC das Kinfallsloth , die Sonne 
stehe in der Richtung ('F, Z. UCF=b°, 
so wird der Strahl FC nach CF reilectirt, 
so dab Z DCE ebenfalls 6“ beträgt. Soll 
nun der reBectirte Strahl CE fixirt blei- 
ben, und bat die Sonne nach 40 Minuten 
die Richtung CG erhalten, so dafs also 
Z FCG = 10° beträgt, indem der Krau, 
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den die Sonne scheinbar alle 94 Stunden 
durchläuft, in 360° eingetbeilt wird, so 
mub bb ^bin der Spiegel in die Lage 
A'W gekommen sein, wobei Z RC8' = 5“ 
beträgt; denn alsdann ist das Einfalls- 
loth DC ebenfalls um 5° nach FC ge- 
rückt, der Strahl GC trifft den Spiegel 
unter dem Z GCF = 10° und wird in 
demselben Strahl CE, der mit CF däii 
z. ECF= 10° bildet, reilectirt. 

Die Drehnngs-Axe mub also wie der 
schattenwerfende Stift einer Sonnen-Uhr 
parallel der Welt- oder Erd-.Axo stehen, 
der an derselben befestigte Snie«l soll 
sich in einem Tage nur ein halbes Mal 
nmwenden, d. h. er folgt dem Laufe der 
Sonne, jedoch nur mit der halben Win- 
kel-lieschwindigkeit als jene der Sonne 
selbst. Diese Bedingung wird in dem 
Grüel'scben Ueliostat durch ein einfaches 
Räderwerk erfüllt, welches mittelst jeder 
gewöhnlichen Taschen -Uhr in Bewegung 
gesetzt werden kann.indem man eineineni 
Uhrschlüssel ähnliches Stück e auf die 
Axe des Minutenzeigers der geöffneten 
Ohr anfateckt, während letztere auf einem 
beliebig höher oder tiefer zu stellenden 
Support d unter jenem Stück ruht. 

Das Instrument kostet 28 Rlhlr., also 
nur den zehnten Theil der früher bekenn- , 
ten Heliostaten. Die gänzliche Trennung 
des Apparats von einem Uhrwerk er- 
.scheint deshalb gerechtfertigt, weil die 
damit fest verbundenen Uhrwerke nach 
längerer Uiitbätigkeit und Anf1>ewahrnng 
nicht immer ihren Dienst leisten, wenn' 
sie später einmal gebraucht werden sol- 
len. Eine gehende Taschen -Uhr ist da- 
gegen überall zur Hand. Dieselbe leidet, 
als Triebwerk zum Heliostat benutzt, gar, 
nicht; sie wird in ihrem Gange auch 
nicht verzögert, da sie eine nur änberat . 
geringe Kraftiinstrengnng zu überwinden 
hat. Das Werk geht fast ohne alle Rei- 
bungswiderstände und die Uhr ergreift a.s 
an einer Stelle, wo die hervurgebrachte 
und mit der Minnteuzeinr-Axe conforme 
Bewegung relativ schnell erscheint ge^u 
die Bewegung des 48 Mal langsamer sich 
drehenden Spienls. Es ist aber ans den * 
einfkehaten mechanischen Principien klar, ■ 
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(Ufa die Kraft, welche von der L'hr-Axe 
an.sgeht, gerade 4S Mal verstärkt auf die 
Spiegel-, \xe wirken mufs, letztere ist 
ohnehin halaneirt, sie ist nämlich anf 
allen Seiten des rmfnngs in den gegen- 
iiherliegenden Punkten mit gleich viel 
Masse, deshalh auch der Spiegel a mit 
einem Gegengewicht versehen, und folg- 
lich eine freie Axe Daher rührt es, dafs 
die kleinste Uhr gebraucht, ja sogar die 
Spiegel-Axe versuchsweise beschwert wer- 
den Kann. Znr Orieutiruiig ist das In- 
strument mit einem Pendel und Grad- 
bogen h für die Polhöhe, sodann mit 
einer Aequinoctial-Sonnen-Uhr k verse- 
hen. Auf die Deelinations - Aendening 
innerhalb der Reobachtuiigsieit ist nicht 
Rücksicht genommen, da die hierdorch 
entstehende DifTerenz verschwindend klein 
ist 

7*\x genaucTer Erkennung der leUtge* 
dachten Orientining des gedachten In- 
struments füge ich noch folgende Rrlän- 
terungen hinzu: 

Der beistehende Kreis bedeute den 
Durchschnitt unserer Erde durch irgend 
einen Wohnort, z. B. Berlin, und durch 
beide Pole. R bedeute den Ort Berlins, 
A den Nordpol, N den Südpol; dann ist 
die Linie AS die Erdaxe und zugleich 
ein Theil der Welt -Axe, mit dieser pa- 
rallel soll die oben gedachte Drebungs- 
Axe hc gelegt werden, und dies gesebi^t 
ganz einfach wie folgende Betrachtung 
zeigt : 

Zieht man durch den Mittelpunkt C 
senkrecht anf NS die Linie AQ, so ist 


diese Linie AQ (1er Dorebsebnitt de« 
Aeqnators. Berlin liegt, wie jede Cb»rt« 
von Denfsehland besagt, unter 52° 31' 
nürdlicber Breite, d. h der Winkel BCQ 
oder der Bogen BQ beträgt 52° 31'. Die- 
ser Winkel oder Bogen heifst die A o(i u a - 
torböbe des Ortes B, so »ie der Win- 
kel BVy oder der Bogen BN = 37° 29' 
die Polhöbe desselben Ortes. Eine Tan- 
gente BF. in B an dem Kreis ist die Ho- 
rizontale, die Verlängerung BD von CB 
das Loth für Berlin. 


Fig. TrtO. 



7.iebt man nun BF ((arallel AQ und 
fällt von einem Punkt D das Loth Dü 
auf BF, so ist Dt; mit der Verlingernng 
OH, oder DH parallel derWelt-Axe A'S, 
Z BDH = Z BCN = 37° 29’ und Z DHB 
= BCQ = 52° 31' = der Aequatorhöhe. 

Die Axe ke des Apparats mnfs nun 
mit der Linie DU übereinstimmen; für 
den Gebrauch in Berlin alto mufs ke mit 
der Horiiontale cy den z äej = 62° 
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bildcD, für eine andere Stadt unter einem 
anderen Breitcn([rade Megen, dic.sen an- 
deren Breitcnerinkel , und zu dieser Ein- 
stellung dient der Gradbogen h, der so 
eingetheilt und so mit Zahlen versehen 
i.sf, dafs wenn miltelst der Fufs-Sehran- 
lien der Apparat nach vorn oder hinten 
gehoben oner gesenkt wird bis das Loth 
fg in die Zahl des Orts Breitengrades 
weist, die Aae Ar mit dem Borizont den- 
selben Breitenwiiikel bildet. 

Xaehdem auf diese Weise die Neigung 
der Axe Ar gegen den Horizont des Or- 
tes richtig eingestellt ist, ist noch deren 
llorizotilaldrehung erforderlich, um die 
Parallelität derselben mit der Welt-.\xe 
herzustellen, und dies geschieht einfach 
und schnell mit Hülfe der Aequinoctial- 
Sonnen Uhr k, zu der die Axe Ar den 
Zeiger bildet. Diese I hr k, ein Ziffer- 
blatt mit derselben gleichmäfsigen Ein- 
theiinng wie bei jeder andern I hr, zeigt, 
wenn sie .senkrecht auf die Welt-Axe ge- 
richtet ist, die Zeit mit der gröfsten Si- 
cherheit; wenn man daher nach der auf 
d liegenden richtig gehenden Ta.schen- 
b'hr dieselbe Zeit durch die .\xe Ar auf 
k ein.stellt, so ist diese .\xe mit der Welt- 
Axe parallel. 

Heliscber oder Beliadscher Anfgaog 
and Untergang der Gestirne s. u. , Auf- 
gang und Untergang der Gestirne, 
poetischer“ pag. I7!>. 

HeiniCjUiach , s. v. w. .halbkreis- 
förmig“. 

Hemtdidodekaeder , s. v. w. .Drei- 
unddreikantner“. 

Bemiedrisebe Formen, s. n. .Formen 
der K ryst al I e “. 

Bemibexakisoctaeder, .s. v w. .Halb- 

sechamalachtflächner“ (s. d.) 

■ Bemiieositetraeder, s. v. w. .Halb- 
vierundzwanzigflächner* (s. d.) 

Bemioctaeder, s. v. w. .Halbacht- 
flä ebner“ (s. d.) 

Bemioctakishexaeder, .Halbacht- 
malserhsfläcbner*. Diese Kry.stalle 
haben ‘24 Flächen, 4S Kanten und '2G 
Ecken. Die Flächen siud unregcluiäfsige 
Vierecke mit 2 nebeneinanderliegenden 
gleichen Beiten. Die Kanten sind drei- 
erlei Art: 12 Kanten n in ähnlicher Lage 
mit den Grundkanten der Hemitetrakis- 
bexaeder, 24 Kanten A in ähnlicher Lage 
mit den Kanten A der Halbviermalsechs- 
flächner, Fig. G84, und 12 Kanten r in 
ähnlicher Lage wie in Fig. 604 die Nor- 
male von der Ecke A auf die Orund- 
kaote a. 
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Von den Ecken sind 6 vierflächig und 
symmetrisch (.1;; sie liegen zwischen 2 
Kanten a und 2 Kanten e nnd wie die 
Ecken des Octaeders; 8 siud 3 flächig nnd 
regulär (8); sie werden von den ne- 
ben einander liegenden gleichen Flächen- 
seiten A gebildet nnd liegen wie die 
Ecken des Hexaeders, und 12 Kanten 
sind 4 flächig irregulär (C). sie haben die 
Lage wie die Kanten 8, B' an den Gmnd- 
kanten Fig. 684. 

Bemiorthotypes Kryit^utiOBUT- 

Stom ist gleichbedeutend mit. Ein und - 
ei naxi ges System“. 

Bemiprismatisches Krystallisationg- 
system ist der Name des 5ten Systems, 
des zwei- nnd eingliedrigen Systems, wie 
ihn Mobs eingeführt hat. Es befindeii 
sich in dennselben 3 ungleichartige Axeii, 
von denen eine mit den anderen beiden 
rechtwinklig, die anderen beiden aller 
.schiefwinklig mit einander liegen. 

BemisphirO , s. v. w. .Halbkugel, 
besonders die hohle scheinbare Himmels- 
halbkngel“. 

Bemltetrakishexaeder, s. v. w . . H a I b - 
viermalsechsflächner*. 

Bemitriakisoctaeder, s. v. w. .Del- 

toiddodekaeder“. 

Bemmong bei Chmnonietern, s. .Cbrn- 
noraetor“, pag. 31. 

florbst, die Jahreszeit von dem schein- 
baren Eintritt der Sonne in den Uerhst- 
nachtgleichenpunkt bis znm Eintritt der- 
.selben in den Winterwendepunkt, oder 
von dem wirklichen Eintritt der Erde in 
den Früblinppunkt bis zum Eintritt der- 
selben in den Sommerwendepuukt. Er 
dauert vom 23ten September bis zum 
21 bis 22ten December. Vergl. ,astro- 
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nomiscbe Jahreszeiten und Früh- 

ling“- 

Herbstnachtgleiche, s. u. .Ekliptik“. 

Berbstpunkt, s. v. »•. .Herbstnacht- 
gleirhe, llerbs t n ach tgleiche ii- 
pn n kt, vergieiche Fr ühii ngspu n kt “. 

Heterogen, ungleichartig, das Ent- 
gegengesetzte Ton homogen, gleich- 
artig (s. d.) 

Heteroscii, Einschattige, (von iin>o; 
Einer und ntn'n Schatten) die Bewohner 
der gemälsigten Zone, weii die .Sonne 
deren Schatten das ganze Jahr über nur 
auf eine Seite wirft; sie heilsen auch 
Antiscii, Gegenschattige, weil die 
Bewohner der nördlich gemäisigten Zone 
ihren Schatten nach Norden, die der süd- 
lichen ihn nach Süden zu haben. 

Hexsdlscbes Zahlensystem, Hexadik, 

bei welchem die Werthe der Zahienstel- 
Icn Ton der Rechten zur Linken nach 
den Potenzen Ton 6 steigen. Es gibt 
nur die Ziffern 1 bis 5; die Zabi 6 wird 
10, die Zahi 12 wird 20 geschrieben. 
Vergl. .dyadischos Zahlensystem*. 

Hexaeder ist ein ron 6 Vierecken be- 
grenztes Polyeder, das regeimäfsige ist 
der Würfel. 

Hexaeder, (Kryst) gehört zu dem re- 
gulären System (s. .Axen der Kry- 
stalle“ mit Fig. 13i bis 137). 

Hexaederecken , (Kryst.) s „Dode- 
kaeder* pag. 319. 

Hexaedrisebe Axen, s. .Axen, hexa- 
edrisch e *. 

Hexagon, s. t. w. „Sechseck“. 

Hexagonale Siule, (Kryst.) sechssei- 
tige Säule ist ein gerades Prisma mit 
2 rcgelrnäfsig sechseckigen parallelen End- 
flächen und 6 rectangulären Seitenflächen, 
12 rechtwinkligen gleichen Randkanten und 
12 stumpfen Seitenkanten. Die Uaiiptaxe 
ist die gerade Verbindungslinie zwischen 
den Mittelpunkten der beiden Endflächen, 
die 3 Neoenaxen verbinden die Mittel- 
punkte je 2 gegenüberliegender Seiten- 
flächen. 

Hexagonalea Kryitalllaationisystem 

ist glei^bedeutend mit dem dreiundein- 
axigen System (s. „Axensysteme der 
Krystalle“ pag. 260). 

Hexagonal- Dodekaeder , Hexagondode- 
kaeder Ist in punktirten Linien, rig. 147, 
pag. 261 , Bd. I. abgebildet. Es gehört 
zu dem drei und einaxigen System. Es 
hat 12 gleichschenklige., gleiche Dreiecke 


zu Flächen; 18 Kanten, Ton welchen 12 
gleiche stumpfe Scheitelkanten AD, DD, 
. . . und 6 gleiche in einer Ebene lie- 
gende R;>ndkanten DH, HG . . ., 8 Ecken, 
von diesen sind 2 seebskantige Scheitel- 
ocken .4, H und 6 vierflächigo symme 
trischo Raudecken. 

Hexagonalsystem, s. v. w. .Hexa' 

gonalcsKrystallisationasystem“. 

Hexagonaliahlen, sechseckige Zahlen 
sind die Reihe von Zahlen, deren Bil- 
dung das Sechseck zu Grunde liegt (vergl. 
„Dekago n al zah le n, Dodokagonal- 
zahleu“). Die Zahlenreihe ist 

1 . 6 • 15 • 28 • 45....n(2«-l) 

1. Differenzenreiho 

5 9 13 17.... 

2. Differenzenreiho 

4 4 4.... 

die Summe der ersten n Ilexagonalzahlen 
. _ Fl (n d- 1) (4 Fl — 1) 

“ 1 . 2 • 3 

Hexakisoctaeder, (Kryst.), Sechsmal- 
achtflächiier. Kr hat 48 Flächen in un- 
gleichseitigen Dreiecken, von denen im- 
mer 6 um jede der 8 Octaederecken sich 
gruppiren, 72 Kanten und 26 Ecken. 


Fig. 702. 



Die Kanten sind dreierlei: 24 wie A, 
von denen je 2 immer 2 Octaederaxen 
oder Octaederecken mit einander verbin- 
den; 24 wie B, von denen jo 2 immer 
2 Hexaederecken mit einander verbinden 
und 24 wie C, welche die Octaederecken 
mit den Uexae<lerockon verbinden. 

Von den Ecken sind 6 wie a acht- 
flächig symmetrisch und liegen wie die 
Octaederecken ; 8 Ecken wie t, .sechsflächig 
symmetrisch, liegen wie die llexaeder- 
ecken nnd 12 Ecken wie c vierflächig 
symmetrisch. 

Man hat von den Uexakisactaedera 5 
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Arten oder Äbänderangen in der Form, 
so dafs bald die Hexaeoerecken , bald die 
Octaederecken mehr hervortreten. 

Hezakl8t6traeder(Kryst) hat24 Flächen 
in ungleichseitigen Dreiecken, 36 Kanten, 
von denen die 3 zu einer Fläche gehö- 
renden ungleich sind und 14 Ecken. Von 
diesen sind 4 Fcken sechskantig spitz, 
4 Ecken sechskantig stumpf, und 6 Ecken 
sind vierkantig. 

Hezangolir, s. v. w. „.sechseckig*. 

Himmel, der gestirnte lliiuuiel ist 
der Inbegriff aller in dem über uusrem 
Haupt beßnditchen uiiennerslirhcn Kaum 
sich bewegenden Gestirne. 

Himmelsaeqaator, s „Aequator*. 

HimmelserscheiDongeB sind die um 
Himmel unerwarteten Vorkommnisse, als 
die Erscheinung eines noch nicht dage- 
wesenen Kometen, von Nebensonnen, von 
Nordlichtern. Ferner die zwar vorlierzu- 
bestimmenden aber in Folge verschiede- 
ner Constellationen zwischen Sonne, Erde 
und Mond zu verschiedene^ Zeiten und 
verschiedengradig ointretenden Sonnen- 
und Mondfinsternisse , ferner die zwar 
regelmäfsigen aber in weniger oder mehr 

g rofsen Zeitabstäudon wiederkehrenden 
[immelskörper als bekannte Kometen und 
auffallend glänzende Gestirne wie der Ju- 
piter und die Venus als Morgen- oder 
Abendstern zu Zeiten in besonderem 
Glanze. 

Hlmmelagegenden sind die den Oanli- 
nalpunkten (s. d.), dem Ost-, West-, Süd- 
una Nordpnnkte am Horizont nahe ge- 
legenen Punkte, und werden desgleichen 
mit denselben Namen Osten, Westen, 
Süden und Norden bezeichnet. Diese 
Punkte werden allein durch die Drehung 
der Erde um ihre Axe bestimmt, und för 
mden Ort der Erde ist der Punkt in dem 
Horizont des Meridians, in welohem die 
Sonne culminirt, der Südpunkt, der 
ihm diametral gegenüberliegende der 
Nordpunkt, der dem Südpunkt links 
rechtwinklig liegende Punkt der Ost- 
punkt und der diesem diametral gegen- 
überliegende, also rechts rechtwinklig vom 
Südpunkt liegende Punkt der West- 
pn nkt. 

_Für alle Orte der Erde befinden .sich 
sämmtliche Ost- und Westpnnkto in der 
bis ins Unendliche erweitert zu denken- 
den Erdaequatorebene. Die Süd- und 
Nordpnnkte jedes Orts liegen in dessen 
Merioianebene. 

Der Nordpol und der Südpol der Erde 
haben keine Himmelsgegenden, jeder 


Punkt des Horizonts daselbst hat weder 
Sonnenaufgang noch Sonnenuntergang 
noch Culmination. 

Ebenso hat der gestirnte Himmel keine 
Himmelsgegenden , weil sich dieselben 
nur auf die Erde beziehen. 

Himmelskörper ist Jedes Gestirn. 

Himmelakreise sind die Eintheilungs- 
kreise der Uimmelskugel. 

Himmelskagel, die scheinbare hohle 
Kugelobertläche <le.s gestirnten Himmels. 
Um die scheinbare Bewegung der Sterne 
verfolgen zu können und Beweguug.sge- 
setze abzuleiteii, hat man schon iiu grau- 
e.sten Alterthum die Himmelskugel durch 
Linien und Kreise, den sichtbaren Be- 
wegungen der Ge.«tirue ent.««prechend, ein- 
getneilt. 


Fig. 7U3. 



Zwei Punkte am Himmel, P und p 
scheinen für ewige Zeiten still zn stehen, 
und wenn man P mit p durch eine ge- 
rade Linie verbindet, so scheinen sämmt- 
liche Gestirne um diese gerade Linie ‘Pp, 
welche mitten durch die Erde geht, in 
parallelen und lothrecht anf Pp befind- 
lichen Kreisen sich herumzudrehen. Aus 
diesem Grunde nennt man die Linie 
Pp die Weltaxe, Himmelsaxe und 
deren Endpunkte P, p die Pole, Welt- 
pole, Hi mm eis pole. ' 

Die auf Pp normalen Kreise wie 
Nn, die mit einander parallel um Pp sien 
bewegen, heifsen Parallelkreiso und 
da deren vollständige Umdrehung inner- 
halb 24 Stunden erfolgt, Tagekreise. 
Von diesen Kreisen ncifst (fer grö&te 
durch den Mittelpunkt C des Himmels' 
(und der Erde) liegende Kreis Qq der 
Aeauator (s. d.)der Welt- oderllim- 
meisaequato^r: 
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Bedeutet Sk den Kreis, in welchem 
die Sonne ihren jährlichen Umlauf um 
die Erde zu machen scheint, die Eklip< 
tik, so betrag deren Winkel SCQ mit 
dem Aequator sehr nahe 23^ Grad, und 
wenn man in dessen vom ‘Aequator ent- 
ferntesten Pnnkten .S und k die Paral- 
lelkreise >'«, Kk zieht, so begrenzen diese 
den Lauf der Sonne. Wenn die Sonne 
Ton C nach S aufgestiegen ist, so steigt 
sie Ton S wieder herab, und wenn sie 
bis k herabgestiegen ist, so steigt sie 
von k ans wieder hinauf. Die Sonne 
scheint in diesen Punkten, oder rielmehr 
in den Kreisen S* und Kk sich zu wen- 
den und deshalb werden diese beiden 
Kreise die Wendek reise genannt. Fer- 
ner scheint es, al.s wolle die Sonne in 
diesen Kreisen stehen bleiben , weil man 
die Aenderung des Auf^teigens in das 
Absteigen in und das entgegenge- 
setzte in Kk nicht sobald wahrnimmt, 
und daher beif^en die Punkte der Son- 
nenwenden nicht nur Wendepunkte, 
sondern a och Sonnenstill stand s- 
pnnkte, Solstitialpnokto. 

Da die uralten Astronomen, von denen 
wir so bedeutende astronomische Kennt- 
nisse überkommen haben, anf der nörd- 
lichen Halbkugel der Ente wohnten, so 
beziehen sich anch alle Jahreszeiten nnd 
die damit zusammenhängenden Bezeich- 
Qungeo auf die nördliche Halbkugel. Nun 
ist bei uns Sommeranfang (in der südli- 
chen Winteranfang) wenn die Sonne in 
den Wendepunkt S tritt, daher heifst der 
nördliche Wendepunkt der Sommor- 
wendepunkt, das Sommersolsti- 
tium, und der Kreis Ss der Sommer- 
wendekreis. Ferner ist bei uns Win- 
teranfang (in der südlichen Halbkugel 
Sommeranfang) wenn die Sonne in den 
südlichen Wendekreis Kk tritt, and des- 
halb ist hier die Winter wende, das 
Wintersolstitium. 

Errichtet man im Weltmittelponkt C 
(dem Mittelpunkt der Erde) auf der Ebene 
Sk der Ekliptik einen normalen Durch- 
messer nOy so sind die ^ PCn, 

- dem Ä>CG = 2.31 Grad; die Linie nO 
ist die Äxe derEaliptik. Zieht man 
durch die Endpunkte n, O dieser Axe 
die Parallelkreise nN, Oo, so heifsen diese 
die Polarkreise. 

Der Winkel SCQ zwischen Ekliptik 
and Aequator heifst die Schiefe der 
Ekliptik. 

HimmeUkQDde ist Beschreibung des 
Himmels, eine Astrographie oder Astro- 
gDosie (s. d). 

HimmeUmechtaik ist die Summe aller 


Sätze nnd Gesetze über die Bewegung 
der Gestirne; sie gründen sich sämmt- 
lich auf das won Newton entdeckte Gra- 
ritatioDsprincip. 

HlmmelsmeiidUDe sind die durch beide 
Weltpole P, p gelegten gröfsten Kreise 
der noblen Himmelskugel, sie stehen 
sämmtlich auf dem Aequator und den 
Parallelkreisen senkrecht. S. , Astro- 
nomischer Meridian, astronomi- 
scher Horizont* mit Fig. 92. 

RimmeUpole, a.u. „ UimmeUku gel*. 

HiDterglieder einer Proportion sind 
das 3te and 4te Glied. 

Höbe i.t die dritte Dimensiuu eines 
kör|ierlichen Raums; auch für |.eschlos- 
sene ebene Räume wird Höhe statt Breite, 
als zweite Dimension genannt. Beson- 
ders geschieht dies bei geradlinigen Fi- 
guren, für welche inan eine Seite als 
Grundlinie fe.sUtellt (rcrgl. . Basis, ge- 
ometrische*). Es ist dann die flöhe 
der Figur der Abstand des von der Grund- 
linie entferntesten Punktes des Umfangs 
der Figur eon der Grundlinie oder der 
Abstand zwischen der Grundlinie und 
der dieser parallelen Seite der Figur; 
ersteres wie bei Dreiecken, letzteres wie 
bei Parallelogrammen und Trapezen. Bei 
prismatischen Köriiern ist die Hübe die 
Entfernung zwisenen beiden parallelen 
Endflächen, bei pyramidalen Körpern der 
Abstand der Spitie Ton der Grundebene. 

BSbe des Falls, Fallhühe ist die Länge, 
um welche ein Körper in einer bestimm- 
ten Zeit in der Ricntang der wirkenden 
Schwerkraft fällt. Beim freien Fall ist 
die Fallhöhe mit seiner wirklichen Be- 
wegung dieselbe, beim Fall anf schiefer 
Ebene ist sie die lothrecbte Projection 
seiner wirklichen Bewegung; desgleichen 
beim Fall in einer Gurre, heim Pendel. 

Hthe eines Gestirns über einen Ort 
der Erdoberfläche ist der in dem Schei- 
telkreis des Gestirns befindliche zwischen 
diesem nnd dem Horizont hegriflene Bo- 
gen. Höhe und Schoitelahstand eines 
Gestirns jn Beziehung auf denselben Ort 
ergänzen einander zu 90 Grad. 

Bähe eines Orts der Erde ist die loth- 

reebt zu denkende Entfernung seines 
Terrains von einer Normal -Horizontal- 
ebene, zu welcher in der Regel der nächst 
gelegene Meeresspiegel genommen wird. 
Geber die Ennitlelung dieser Höhen s. 
den Art. .Barometermessungen*. 

Bihe des Pols, PoihSho «Ines Orts ist 
der in dem Scheitelkreis des Pols also 
ln dem Ueridian des Orts gemessene Bo- 
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gen zwischen seinem Horizont and dem 
rol (s. Höbe eines Gestirns) ; die Polböhe 
eines Orts ist gleich dessen geographi* 
scher Breite. 

HShen, correspondtrende, s. „corres- 
pondirende Uuhcn'‘. 

Höhenkreis, Almacantharatskreis ist 

der durch irgend ein (iestirn mit dem 
Horizont eines Orts + gezogene Kreis 
(s. , Almucantharat*). 

Höhenmesser, s. „Altimeter-. 

Höhenmessnng. Höhen werden um 
einfachsten direct gemessen, indem man 
von dem obersten Punkt eine beschwerte 
Schnur hcraltiafst oder Maafsstäbe an> 
legt, ln den seltensten Fällen ist dies 
jedoch mir möglich und dann kann die 
Messung mir indirect geschehen. Oie 
Methoden der Vermessung hangen von 
Lokalverhältnissen ab und sind entweder 
mathematisch, nämlich mit Hülfe von 
Längenvermessnngen auf dem horizon* 
talen oder geneigtem Terrain in der Nähe 
der zu messenden Höhe, durch Nivelliren, 
durch Winkelmessungen und trigonome- 
trische Herochnungeii oder sie sind phy- 
sikalisch, mit Hülfe des Barometers. 

1. Ist die Höhe zugänglich, so kann 
man, wenn es auf ^rolse Genauigkeit 
nicht ankommt, ein einfaches Verfahren 
mit Hülfe gerader Stäbe anwenden. 

Es sei AH ein zugänglicher Tbunu, 
so mifst man von dem unter C lothrccht 
befindlichen Punkt Ä ab eine gerade 
Linie AC\ Ist AC nicht liorizontnl,. .son- 
dern schräg oder uneben, so bestimmt 


einem zweiten Stabe DG in der Richtung 
AC so weit zurück, bis man durch Ein- 
schlagen die Oberkante G mit den Punk- 
ten E und B in eine gerade Linie brin- 
gen kann. Hierauf nivellirt man von G 
aus die Punkte F und //, desgleichen 
den Punkt // nach //' in der lotnrechtcu 
ABy mifst GFf FE, so bat man 
GF:FE=GF-\^ AC iBir 
FF 

»uraiis ltll' = AC) 

und All = BW ) ll'A. 

‘2. Kben »u kann mau eine Ianf;c genau 
gemessene Stange CE mittelst eines Blei- 
loths in senkrechten Stand liringeii, bei 
hellem Sonnenschein die l.ängo des von 
der Sonne hinter ihn gewurfeuen Schat- 
tens lind lugleich den Schattenpnnkt der 
Thurms|>itao markireu. Wird der letzte 
l’iinkt gegen den .Standpnnkt A des 
Thurms nivellirt, so erhält man die Höhe 
AB des Thurms durch dieselbe Propor- 
tion, wie für Fig. 704. 

Heide Methoden, be.sanders die letztere, 
sind nicht zuverlässig genau. 

3. Kine mit beiden ähnliche Methode 
ist mathematisch - phy.sikalisch ; die Mes- 
snng geschieht uamlicli mit Hülfe der 
Eigenschaft dos I.lchtstrahls, dafs er un- 
ter gleichen Winkeln reflectirt wird: Man 
lege in die Nähe von G genau horizontal 
einen Spiegel, in K errichte lothrccht 
einen breiten Stab mit Schlitz und führe 
längs desselben eine Scheibe mit sehr 
kleiner Deffiinng so weit in die Hübe, 
bis mau durch diese OelTnnng in einem 
l’nnkt G das Bild der Tbnrmspitze B er- 
blickt. .4lsdanii ist 

Z BGH = Z JGK 
und man hat; 

GK-.KJ=GW-.WB 
Eben so gut kann man einen dort 
in Kühe befindlichen Wasserspiegel 
benutzen, wenn der Einfallspiinkt 
G des Lichtstrahls genau zu mar- 
kiren ist. 

4. Hat man ein Winkelinstrument 
zur Hand 5 so dafs die Z. BCH und 
ACH, Fig. 705, bis zu einer Minute 
Schärfe gemessen werden können, 
so fertige man sich eine Tangentcn- 
tabelle., je nach der Genauigkeit, 
welche man an die Vermessung be- 
ansprucht. Als; 

Für ZfiCH= 11® 1 9' ist BH= 0,2 X CH 
= 0,3 X CH 
= 0,4 X CH 
= 0,5 X CH 
=0,6 X CH 
= 0,1 X CH 


Fitf. 704. 



= 21°48' 

man die Horizoutalprojection i4C zwischen =26° 34’ 

den Punkten A und C. Man steckt in =30° 58' 

C einen Stab CE luthrecht ein, geht mit = 35° 0' 
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Für ^ BCH = 38° 40' ist BH= 0,8 x CU 
= 45° =l,0xCff 


Kig. 705. 



Diese Taiielle, sowohl auf den Eleva 
tionswinkel B('ll, As anf den Depre.ssions- 
winkel ACH angewendet gibt die Höhe 
AB in aliijuotem Theil der Entfernung 
CH, welche gemo.ssen werden niufe. 

5. Enter derselben Bedingung, näm- 
lich, dafs der horizontale Abstand AO 
direct gemessen oder durch Seitenver- 
messnogen berechnet werden kann , wird 


die Aufgabe trigonometrisch gelöst, wenn 
man (Fig. 704) Z BGH = « mifet. Denn 
es ist 

BH' = GH'-lga 

also AB — AH' -f GW • lg n 
Je näher man den Z « an 45° nimmt, 
desto geringer wird der Fehler in Folge 
der Ungenauigkeit des Winkelinstrnments. 
Denn es ist (j 45°= 1,000 0000 
»j45° r= 1,000 5819 
Nimmt man nun C//' = 1000 FuCs, so 
erhält man 

für 0 = 45“ die Höhe ßfl'= lOOOFnfs 
für « =45° l’ /!//' = 1000,5819 

Bei einem Fehler in dem Winkel um 
eine Minute würde man also bei einer 
Höhe von 1000 Kufs einen Fehler von 
0,5819 Fufs erhalten. Nimmt man da- 
gegen o mir 10°, so hat mau 

(310° =0,176 3270 

lg 10° l' = 0,176 6269 
Es ist also lg 10° V=tg 10° + 0,0003 
Bei einer Höhe BW = lOOO’ würde für 
einen Z BGW = 10° der Abstand GH' 
= 5671,2818 Fufs sein müssen, and es ist 


5671,2818 X lg 10° = WB = 1000 Fufs 

5671,2818 X/J 10°!’ ist also 1000 + 5671,2818 X 0,0003 = 1000-1-1,70138 


und der Fehler in der Höhe von 1000 
Puls beträgt 1,70138 Fnfs, wenn man 
sich bei dem Elevationswinkel 10° um 
eine Minute vermifst, also das dreifache 
des Fehlers der bei einem Winkel von 
45° entsteht. 

Dasselbe findet statt, wenn man grü- 
fsere Winkel mifst als 45°. 

Denn nimmt man die Länge GW = 500 
Fnfs, so gehört hierin ein ,C «, dafs 
500 lg n = lO.K) ist, also lg a = i und 
n = 63° 26' 6". 

Gesetzt man hätte sich anch hier um 
eine Minute vermessen, so erhält man 
130 = I7 63° 27' 6" = 2,0014509 
also BW = 500 X 2,001 4599 = 1000,73 Fnfs 
und wiederum ein gröfserer Fehler als 
bei « - 4.5°. 

6. Kann man in einer mit BH in der- 
selben Ebene liegenden Linie Hl) (Fig. 


705) die ganze Länge von H ab nicht 
messen, sondern nur ein Stück CD=n 
derselben, so mifst man die Winkel n iind/l. 

Bezeichnet man Z CBD = n — /} mit J 
so hat man 

1* CD : BC = sin J : sin ß 
2. BC : BH = 1 ; fiit ff 

hieraus 


und 


CD : BH = sin d ; sin n • sii« ß 
zirt ff • sin ß 


BH 


sin (ff — ß) 
Die Höhe HA wird dann direct ge- 
lessen- 

Da ans 1 . «1 = o • . 

sin d 


und 


CH = BC cos ff 


so hat man zugleich den horizontalen 
.4bstand 

CH = a - . , - • , ros n 
sin (ff — ß) 


und DH = nll -1- . cos = 

\ stn {a — ß) / 


siii(ff — /?) + sin, 8 - cos« 


sin (ff — ß) 

Zu diesem letzten Ausdruck kommt man auch, wenn man setzt 

„„ „„ sin ff- sin i3 sin n- cot ß 

DU = ßWxeol/J = o- 'colßsz a- — r -7 

sin {a—ß) sin (o — ß) 


sin ff • ros ß 
sin (ff - ß) 
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7. Ist Ton dem Fnlspnokt A der Höhe 
AB nnr eine schräge Standlioie ^0 = <1 
tu messen, und man milst den Elera- 
tionswinkel n, den Depressionswinkel 
so hat man den Z ABO = j' = 90” - i< 
nnd es ist 


oder ai Aß = coi a:nn(a + ft) 
sin (a + A 

woraus AB = a- ^ — 

cot tt 

Die Höhe Bll, nämlich die vom Ponkt 
B über dem Iloiizont von 0, erhält man 
ans 


Fig. 70C. 



AO : AB = *i« )' : lia (o + ft) 


All — AO sin ft tz a sin ft 


woraus 

BH = AB - AH = -rin ft) 

lin n * cos ß 

— a — 

cos n 


Dieses Resultat erhält man auch, wenn 
man die lloriiontale OH doppelt aus- 
drückt, nämlich 


Oll = Bll -lg y = OA ■ cot ft 


also 


«//=o 


cot ft 
cot tt 


sin tt • cot ft 
cot tt 


8. Ist von der schrägen Standlinie AD 
nur ein Stück CO = 6 zu messen, so 
milst man noch den Elevationswinkel . 
BCJ = d, und es ist z^JCA = fl , /_DBC 
= J - n, Z BAC = 90“ - ft. 

Nun hat man 


CO : BC = sin OBC : sin BOA = »in (d - »*) : sin (n + ft) 
bC •. AB = rin BAC ; sin B C,\ ~ »m (90“j- ft) : sin y + J) 
Also CD : AB = »in (■• — <■) • cot ft : sin (n + ft) • sin (ß + d) 


woraus AB = b 


sin (a + »in (fl + <l) 


sin (il — «) cot ft 
9. Cm die Höbe AB zu messen, ist 
die in derselben Ebene mit AB belegene 
Horizontale CD = n gegeben, die Z BDC 
= tt, „< BCA — )•, z ACE = ft sind gemes- 
sen. Bezeichnet man Z DBC = j' -b ,7 — « 
mit >1, so hat man 


Fig. 707. 



BC : AB = tin BAC sin BCA 
Nun ist 

^BAC = /LAEC + ^ACE=90i^ + ft 


also 

tin BAC = »in (90° + ft) = cot ft 
daher 

BC: AB — cot ft : tin y 
ferner ist 

CO : BC = »in CBD : rin BDC = rin ft :iin n 
Hieraus ~ 


CD : AB = cot fl • tin J: tin y • tin n 
folglich 

sm II > cos ft . 

10. Um die Höbe AB zu finden, ist die 
schräg ansteigende Standlinic DA - a ge- 
messen, desgleichen sind es die Elevations- 
winkel BOE = tt, ADE— ft, BCE=y, 
nun ist Z HßE = 90“— K und man bat: 
AO: AB = rin DBE -.rinAOB 
oder tt : AB = cot tt : sin (n — fl) 

. „ rin (tt — ft) 

woraus AB = a 

cos n 

Die relative Höhe BE, nämlich die 
Erhöhung des Punkts B über dem Hori- 
zont io D hat man 

Äfi = Z ß + »1E= »I -b a »in ;7 

cos n 

«tn n • cos ß 

— a — ^ 

cos a 
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Man erhält dieee Formel auch ana 

BE = • (y €1 = AB' coi ß- lga = a 


Höbenparallsxe. 


>in o • COM ß 


U. lat von dieaer Standlinie nur ein Stück DC — b gegeben, ao mifat man 
noch den Elevationswinkel BCF= y. Dann hat man 

BC ;BC=Min BBC -.Min BBC = sin (a-ß):riH(y - n) 

AB : BC = »i» BCA : «i» B AC = mm {y - ß) : tin (90^ + 

hieraus AB t BC = ein ß) sin iy - ß): Min (y - i >) : com ß 


Vig. 70Ä. 



also 


,•>'>{'< -rß) ‘in {y-ß) 

#1« (j* — fr) coi^ 

12 . Es sei lu VerniesMing einer Höhe 
AB keine Standlinic ini'iglifh, welche mit 
der Höhe AB in einerlei Vertikalcbene 
fällt, und nur eine Seitenslandlinie B_K 
au nehmen, welche horizontal oder schräg 
sein möge, die jedoch so gewählt werden 
mufs und immer ao gewählt werden kann, 
dala von beiden Endpunkten B und K 
die Endpunkte A und B der Höhe zn 
viairen sind. Fig. 706 gilt für den Kall, 
dafs der Fufspunkt A der Höhe unter 
den Horizonten , Fig. 708 für den Fall, 
dals er über den Horizonten der Endpunkte 
B und K der schrägen Standlinie liegt. 

Man niifst die I.inie BK, die Winkel 
ABK und AKB, so läfst sich das schief 
liegende ebene Dreieck ABK berechnen, 
folglich auch eine Seite AB oder AK, 
Nimmt man nun eine derselben als neue 
Standlinie an, so hat man diese in der- 
selben Vertikalebene mit AB nnd man 
kann die Formeln No. 7 und No. 10 an- 
wenden um die Höhe AB zu linden. 

Die Höhenmeasungen mittelst des Ba- 
rometers s. u. ,Baroraetermossun- 
gen“. 

Hthanptrall&ze. Parallaxe oder pa- 


rallaktischer Winke! (n«p'-Unfi{, 
die Verwechselung, der Unterschied) ist 
der Winkel, den die aus zweien Stand- 
punkten nach einem in demselben^ Ort 
verbleibenden sehr entfernten Gegenstände 

S enommenen Visirlinien mit einander bil- 
en , w'odurch es geschieht, dals der Ge- 

f enstand, wenn er von einem der beiden 
tandpunkte aus beobachtet wird,^ einen 
anderen scheinbaren Ort in Beziehung 
auf hinter ihm befindliche feste Punkte 
zu haben scheint, als wenn er von dem 
andern Standpunkt ans beobachtet wird, 
und dafs diese beiden scheinbaren Orte 
mit einander verw'echselt werden kön- 
nen. 

Die astronomische Parallaxe be- 
zieht sich auf den Winkel, den die nach 
einem Gestirn genommenen Visirlinien 
mit einander bilden, wenn die eine_Vi- . 
.«irlinio von einem Ort der Erdoberfläche 
aus genommen und die andere von dem 
Erdmittelpunkt aus gedacht wird. 

Es bedeute der kleine Kreis einen Erd- 
dnrehsebnitt, C dessen Mittelpunkt, O 
einen Ort der Enloberfläche. Ist nnn S ein 
Gestirn von mefsbarcr Entfernung CS, 
entweder die Sonne oder der Mona oder 
ein Planet unsres Sonnensystems, so 
winl .S in O nach der Uichtung OS, von 
C aus in der Uichtung CS gesehen. Da 
nun diese raefsbare Entfernung w^en 
ihrer Grölse von den unmefabaren Ent- 
fernungen der Fix.sterne mit dem Auge 
nicht unterschieden werden kann, so ver- 
setzt man das Gestirn S von dem Be- 
obachtnngsort O aus nach der Richtung 
OS in unermefsliche Ferne OA, während 
sein Ort in Beziehung auf die Erde, also 
in Beziehung auf deren Mittelpunkt In- 
der RicMung CS, also anderswo (in B) 
zwischen den Fixsternen oder auf der ge- 
stirnten Uimmelskugel sich befindet. Den 
Unterschied beider Orte, des beobachte- 
ten und des wahren Orts bestimmt nun 
der Winkel CSO und dieser Winkel ist 
die Parallaxe des Gestirns S. 


In der geraden Linie CO liegt unend- 
lich weit entfernt das Zenith (der Schei- 
telpunkt) des Ortes 0; steht das Gestirn 
S ra dem Punkt Z, also in der Schei- 
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telllnie OZ des Orts 0, so wird der Win- Steht S in dem' Punkt W , d. h. in 
kelOSC = 0; die Parallaxe wird also mit dem Horizont des Ortes O, so ist die 
dyr Höhe des Gestirns immer kleiner und Parallaxe Z. OH'C am gröfsten. 
im Zenith des Ortes verschwindet sie. Denn in dem A SOC ist 


OC :CS = «n OSC : nn SOC = sin OSC : sin (SOW -|- 90'^ = «in OSC i cos SOH' 



Fig. 709. 


Die Parallaxe eines Gestirns, wenn es 
im Horizont des Beobachtungsorts sich 
befindet, heitst die Horizontsil-Parail- 
axe des Gestirns, jede anders P., 
wenn also das Gestirn über dem Hori- 
zont dos Beobachtungsorts steht, heiTst 
H öhe n parallaxe. Bezeichnet man die 
Hurizontalparallaxe mit p, eine beliebige 
Hühenparallaxe mit p', so bat man aus 
2 und 3 

sin p' = sin p • sin s (4) 

Hie Uorizontalparallaxe eines Gestirns 
ist bekannt, wenn man dessen Entfer- 
nnng CU = R kennt. Man findet daher 
jede beliebige Höhenparallaxe des Ge- 
stirns, wenn man dessen Zenithdistanz 
7,OS — i' mifst. 


Nun ist OC der Halbmesser r der Erde, 
CS der Halbmesser R der Bahn des Ge- 
stirns S, Z.OSC die Parallaxe p' für die 
Höhe SW des Gestirns, ZSOW diese 
Höhe h' des Gestirns für den Halbmesser 
= 1 mithin 

r: R = sinp’ -.cos V 

woraus smp= — cosh‘ (l) 

Hie P.arallaxe p' ist also am gröfsten 
für A’ = 0, d. h. wenn S in II steht. 

Schreibt man für z. SOU' 
den Z(Z««'-ZOS) = 90"-ZOS 
so ist r •. R = sinp’ : sin ZOS 
Z ZOS = s' ist aber die Zenithdistanz 
ZS des Gestirns S, mithin hat man 
r-,R = sinp': sin }' 


Der wahre Horizont des Orts O ist CH. 
Wie nun z SCII die wirkliche Höhe, 
Z SOU' die beobaehteto scheinbare Höhe 
des Gestirns über dem Horizont von O 
ist, so ist auch zSCZ die wahre und 
/' SOZ die beobachtete scheinbare Ze- 
nithdistanz des Gestirns für den Ort O. 
Zur Berechnung der Höhenparallaxe ist, 
wie oben gezeigt, die scheinbare Höhe 
oder die scheinliare Zenithdistanz erfor- 
derlich. Hat man nun die Parallaxe 
ZOSC gefunden, so hat man die wirk- 
liche Höne h des Gestirns 

/ SCU = Z SJW = ZSOH' + Z OSJ 
oder * = *’-( p' (5) 

D. h. die wirkliche Höbe eines Ge- 
stirns ist = der beobachteten scheinbaren 
Höhe -f der Parallaxe des Gestirns. 


und »in p' = ~ sin i' (2) 

tv 

Hie Sinusse der Parallaxen eines Ge- 
stirns verhalten sich also wie die Sinusse 
der Zenilbdistanzen d. h. wie die .Sinusse 
der Abstände dos Gestirns vom Scheitel 
des Beubachtnngsorts. 

Für s' = 0 wird auch p' = 0. I). h. ein 
Gestirn iin Scheitel Z eines Boubach- 
tungsorts O hat keine Parallaxe, der be- 
obachtete Ort desselben am Himmel ist 
anch der wirkliche Ort. 

bt Z = 90'’, d. h. steht das Gestirn S 
im Horizont //’ des Beobachtungsorts 0, 
so ist p' das Maximum nämlich 


Hie Uorizontalparallaxe eines Gestirns ist 
p = arcsin ^ (fi) 

Je gröfser R ist, desto kleiner ist also 
die Parallaxe; die P. des Mondes, der 
nur etwa 50000 Meilen von uns entfernt 
ist, ist daher bedeutend gröfser als die 
der Sonne in Entfernung von etwa 20 
Millionen Meilen Hie Uorizontalparallaxe 
des Mondes in seiner gröfsten Nähe zur 
Erde ist 61' 29”, in seiner gröfsten Ferne 
= 53' 30". Hie Uorizontalparallaxe der 
Sonne ist 8,5 bis 8,6 Secunden. Für 
Fixsterne ist die Entfernung R unmefs- 
bar, R bt«, mithin die Parallaxe der 
Fixsterne = 0. 

Hör Halbmesser r der Erde bt am 
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Ae<}Qator am gröfsten, von hier nimmt 
er m jedem Meridian ab bis zu den Po* 
len, wo er der Krd-Abplattang wegen am 
kleinsten ist (s. ..Abplattung*). Die 
Parallaxen eines Gestirns sind also in 
Terschiedeuen Breiten der ürdoberfläche 
Terschieden, im Acmiator am grolsten, 
auf den Polen am kleinsten; man hat 
daher für jedes Gestirn eine Aequato* 
real*Parallaxe und eine Lokalpa* 
rallaxe. (Veigl. „Breite, geogra- 
phische**, pag. 408, No. 5 mit Fi g. 24^1, 
„Aequatoreal-Horizontalparal* 
laxe“). 

H5bere Analysis, s. n. „Analysis*. 

Höhere Benennnng bei benannten Zah- 
len ist der Name dertiröfse, welche ein- 
getheilt wird; gegen niedere Benen- 
nung, der Name des Tbeils: Beim 
Oelde ist Thaler die höhere, Groschen 
die niedere Benennung. 

Hoher elliptischer Bogen ist ein ellip- 
tischer Bogen, der die Kleine Axe oder 
eine deren Parallelen zur Grandlinie hat. 

Hohl ist eine Eigenschaft, veicbe nur 
Raumgröfsen zukommt. ln eigentlicher 
Bedeutung ist hohl eine der beiden nur 
möglichen Arten von Krümmungen, wel- 
che wiederum nur Eigenschaften von Be- 
grenzungen, also nur von Linien und 
von Flächen sein können. 

Die Krümmung, welche hohl genannt 
wird, ist bei Linien diejenige Form, welche 
mit der geraden Verbindungslinie zweier 
beliebiger Punkte der krummen Linie 
einen Flächenraum einschliefst, hei Flä- 
chen diejenige, welche mit jeder beliebig 
durcbgelegten Ebene einen körperlichen 
Raum einscbliefst. 

Die zweite Art der Krümmung ist die 
erhabene K., das Entgegengesetzte des 
Hohlen. Eine Znsammenstelinng der 
Eigenschaften bohl nnd erhaben und 
deren BegriRsbestimmnngen gibt der Art.: 
, Convex nnd concav“. 

2. Eine nneigentliche Bedeutung von 
hohl ist der Begriff: leer, welche bei 
Körpern in Anwendung gebracht wird: 
Eine Hohl-Kugel ist eine volle Ku- 
gel, in welcher um denselben Mittel- 
punkt eine leere Kugel sich betindet; 
eben so hohle Halbkugel. Hohl- 
maafs ist ein von festen Wänden um- 
scblossener leerer körperlicher Raum von 
der Oröfse oder dem Inhalt ei:ies be- 
stimmten Kör(>ermaafses. 

Hohle FUche ist die hoble Seite einer 
krummen Fläche. 

HohlgUUor, s. „ConcaTgläser*. 


Hohlkagel, s. w. „Hohl*, 2. Ist der 
Halbmesser der äufsereii Kugel = A, der 
der inneren ~ r, so ist der Inhalt der 
Hohlkugel =j7i(Ä* — r’). 

Hohlmaafs, s. u. „Hohl*, 2. 

Hohlspiegel, ein Spiegel mit hohler 
Spiegel närhe, bat immer zuin Zweck, 
von einem Gegenstände kleinere oder 
rofsere Bilder und zwar nach vorher 
estimmtem Gesetz bervorzubringen, nnd 
ans diesem Grunde sind die Formen der 
hohlen Spiegelflächen nach Krümmungen 
zu bilden , deren Ge.setzo in Beziehung 
auf die KeHexion des Lichtstrahls be- 
kannt sind. 

Das einzige Naturgesetz, welches die 
Constniction der Spiegel zu Grunde 
liegt, ist folgendes: 

Wenn ein Lichtstrahl EC eine ebeno 
Spiegelfläche AB in dem Punkt C trifft, 
so wird er nach einer Richtung CF zu- 
rückgeworfen , welche mit dem einfallen- 
den Strahl EC und dem in C auf der 
Ebene AB errichteten I.oth CD in der- 
selben Vertikalehone und mit dem ein- 
fallenden Strahl gegen das Loth oder 
gegen die Spiegelebono unter gleichen 
Winkeln liegt. Dasselbe findet statt, 


Fig. 710. 



wenn die Curve GCH der Durchschnitt 
einer hohlen Spiegelfläche lind AB die 
Tangente an derselben ist. Wenn also 
ein Lichtstrahl eine krumme Spiegclfiäcbe 
trifft, sft wird er eben so reflectirt, als 
wenn er den Berühmngspunkt der Tan- 
gentialebene getroffen hätte, nämlich un- 
ter gleichen Winkeln und in derselben 
Ebene mit der Normalen. 

Ist die Spiegelfläche |>araboUsc h, 
so werden alle parallel mit der Axe ein- 
fallenden Strahlen nach dem Brennpunkt 
reflectirt, iiml ein in dem Brennpunkt 
befindliche.« Licht, welches die ganze 
Spiegelfiäche erleuchtet, wird von jedem 
einz^nen Punkt derselben der Axe 
fortgeleitet und zu einer kreisrunden 
Lichtfläche umgeschatfeo. 
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Ist die Spiegelfläche elliptisch, so 
wird das in einen der beiden Brennpunkte 
gestellte Licht die gante Spiegelfläche 
erleuchten, jeder dieser Strahlen wird 
aber Ton jedem Punkt der Spiegelfläche 
nach dem xweiten Brennpunkt geworfen. 

Parabolische und elliptische Spiegel 
werden zu HerTorbringung von Bildern 
bei Hefsinstrumenten nicht angewendet 
und nur die sphärischen Hohlspie- 
gel sind in Gebrauch, nämlich die Spie- 
gel Ton der Form einer hohlen Kugel- 
näche. 

2. Um die Wirkung eines sphärischen 
Hohlspiegels zu erkennen, ist zuerst zu 
bemerken, dats da jeder Ilalhmesser auf 
der Kugeioberfläche normal steht, anch 

Fig. 711. 


der Halbmesser für jeden beliebigen auf 
die Spiegelfläche fallenden Strahl das 
Kinfallsluth ausmacht. 

Es sei AH der Durchschnitt eines sphä- 
rischen Hohlspiegels, c sein Hittelpnnkl, 
m sei ein lenchtender Pnnkt, so wirft 
dieser anf alle Punkte Ton AB Strahlen. 
Es sei mrl einer die.ser Strahlen , so bildet 
dieser mit dem Halbmes.ser de den Z. "de ; 
macht man daher ^rde = ^mde , so ist 
dt der Ton tnd reflectirte Strahl. 

Zieht man durch m und c die gerade 
Linie mE und denkt den Strahl^mif um 
oiK als Axe sich herumgedreht, so wird 
ein Strahlenkegel eingcscnlossen, ton wel- 
chem die Ebene mdEf der Durchschnitt 
ist, nnd alle Strahlen in dem Mantel mdf, 
die den Spiegel in der Kreislinie df tref- 
fen, werden in Strahlen reflectirt, welche 
in dem Punkt e sich schneiden. 

Setzt man mR — a, cR = r, ce = 4, 
^ dmc — iry mdc — d 
so hat man in dem Acdm 

sin ß : sin m = cm i cd = a r i r 

hieraus nnß = — "<• « 


Ferner in dem A ede 
cf.ed — nnZfde : sin ^etd = sin ß : sin j^deE 
oder c* ; cd = 4 : r = sin ß : sin (2ß -1- n) 

,. , sind 

hieraus 4 = ^ -J - — r r 

sin (2 ^ -b n) 

3. Es sei md ein Strahl aus einem 
sehr fernen leuchtenden Punkt, c der 
Mittelpunkt, cE die Axe des Spiegels, 
md 4= cK, so wird lad nach de reflectirt, 
wenn Z. "•de = z.fdc = ß ist. 

AKsdann hat man in dem Acde 
de : ec = sin dec : sin ß 
oder r : 4 = sin (ßß) : ein ß 

also 


ti»ß _ , 

«n (2,t) ~ 2 ein ^ . coe,d ~ ‘ 




lee ß 


Jo kleiner ß wird, d. h. jo gröfser 
der Halbmesser des Spiegels ist, oder 
je näher der Axe Re die Strahlen 
einfalleii , desto näher kommt ce=4 • 

— dem halben Spiegelhalhmesscr = Jr. 
Ist beides vereinigt, ist der Hohlspie- 
gel möglichst flach und von gerin- 
gem Umfange, so ist ce = 4 für .säromt- 
liche parallel einfallendo Strahlen 

- jr zii setzen. In jedem Falle hel- 
fsen diejenigen parallelen Strahlen, 
deren Focus e sehr nahe um {r vom 
.Mitteliiunkt r entfernt ist, centrale 
St ran len, und deren Vereinignngs- 
nunkt ejm Abstande jcTonc heilst der '' 
Haupt brennpunkt oder H a n p t - 
fociis und soll mit F bezeichnet 
werden. 


Jeder andere Brenniiunkt anderer -p 
mit der Axe einfallenaer Strahlen, also 
solcher, deren Winkel ß wegen ihrer Orö- . 

laen den Quotient = 4r . $tcß 

merklich gröfser als )r machen , liegt dem 
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Spiegel näher aU der Hanptfoeus f*. üer gesebt, die durch d mit der 

I ' - Nachtheü, dab sämmtliche parallel auf Axe parallele Linie dh, als den Strahl 
einen Spiegel fallende Strahlen nicht gezogen, in welchem ein Strahl Fd re- 
enau in einem Pnnkte rereinigt wer- flectiren würde, *</c = ^cdf'=^</c« = o. 
en können, heilst die sphärische Dej- von dem leuchtenden Punkt e nach 
Aberration. j geworfene Strahl reilectirt nach dk, 

Um diese Aberration für Wissenschaft- wenn ^kdr = z.edc, oder wenn /Ikdh 
liebe Zwecke möglichst geringfügig zu = edF =■ ß. 

. machen, nimmt man nur Spiegel von ge- Verlängert man nun kd rückwärts bis 
ringer Ausdehnung, von 6 bis höchstens 9 in die Axe cg , so ist auch Z ^9^ = ß- 
im mittleren Kreisbogen, so da£s die Fallt man yon c auf gk ein Loth, so ist 
auf den Rand fallenden Strahlen den dieses sowohl sgexMinkge^ als auch 
Focus in Entfernung ^r»jrcc4'’=0,a')004Sxr dexsinkde oihr gc tin ß ^ r sin (« + /S). 
haben. Und diese Gleichung gilt für jedes 

4. Je näher der leuchtende Punkt m Loth aus c auf irgend eine von j aus 
(Fig. 711) dem Mittelpunkt e kommt, anderen Punkt als d in AB 

desto gröfser wird der z desto kleiner geiogeiie gerade Linie, wofern die Strah- 
^ß und desto näher rückt der Focus e ^ dahin als renectirte Strahleu 

an c. Kommt m in c selbst, so wird centraler Strahlen wie *if betrachtet wer- ‘ 
ß = 0 und der Strahl cd reflectirt nach ‘•e?- Ler Punkt g ist also näherunga- 
c zurück. Bewegt sich der leuchtende weise constant und bildet den hinter dem 
Punkt von e weiter über e nach K, so Spiegel liegenden Punkt, in welchem die 
werden die Strahlen über de hinaus, wie divergirondeii reflectirten Strahlen wie 
der Strahl cd nach dm, reflectirt. d* sich vereinigen oder schneiden. 

Wie bei parallel der Axe einfallenden 5- "'»s leuchtenden Punkten gilt, 
Strahlen (Fig. 712) der Ilauptfocus F von die in der Axe des Spiegels liegen, gilt 
allen anderen Vereinigungspunkten wie auch, in Beziehnng auf deren lUflexion, 
s dem Mittelpunkt e am nächsten liegt, Punkten aurserh.nlh der Spiej^eUxe: 
so liegt Fg wenn ein leuchtender Punkt Gesetzt ßc seien die Spiegelaxen, hig. 711 
in der Axe Em (Fig. 711) sich befindet, ««J 712 Wenn nun Fig. 712 m ein 
Ton allen anderen ad 2 gedachten Ver- leuchtender Punkt aufserbalb dieser Axe 
einigungspnnkten wie e am entferntesten ; so ziehe mau den Strahl mf durch 
und ist nur von centralen Strahlen die Mittelpunkt c, und der um mf als 
Rede, so wird jeder Strahl wie Fd, wenn Axe sich bildende Strahlenkegel wiwl sich 
nämlich der leuchtende Punkt über « bis verhalten, wie der um niE, welcher 
nach E sich bewegt, nach lauter mit der Fig. 711 betrachtet worden ist, und die 
Axe Em parallelen Linien reflectirt, wie »»n dem Kegel um mf reflectirten Strah- 
dm, Fig. 712 Is» werden sich in einem Punkt schnei- 

Bringt man endlich den leuchtenden den, der in mf eben so gelogen ist, wie 
Punkt e noch weiter über E hinans nach Punkt * in der Axe cE. 
dem Spiegel zu , so hat man, für die con- 6. Wie durch einen Hohlspiegel Bilder 
sbnten Pnnkte c, E nnd t den beliebi- erzeugt werden, ist ans Fig. 714 zu ent- 
gen Punkt d im Spiegel genommen, nehmen. 

Es sei A EB ein sphärischer _ - 
Hohlspiegel, C sein Mittel- 
pnnkt, EF dessen Axe, E 
dessen Ilanptfocus, also EE 
= f'E= )r. 

Ein Gegenstand rg (zur 
Hälfte über der Axe darge- 
stellt) sei zwischen dem Mit- 
telpunkt C nnd dem Ilaupt- 
focus E aufgestellt. 

Der Punkt g in der Axe 
wirft einen Strahl gE nach 
dem Scheitel welcher in der- 
selben Axe EV lurückgewor- 
fen wird. Alle übrigen von 
g aus nach dem Spiegel ge- 
worfenen Strahlen, wie der 
Strahl pH, reflectiren nach 


Fig. 713. 
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Linien ll¥, so dals Jedesmal yll und 
•¥H mit der Normale CH |;leiche Z yHC 
und ¥HC bilden; und für Punkte sehr 
nahe der Axe treffen diese re6ectirten 
Strahlen sehr nahe in dem Punkt ¥ su- 
sammen, so dafs 1' das Rild des Punkts 
y ist. 

Der Endpunkt x des Gegenstandes 
srirft ebenfalls auf alle Punkte des Spie- 
gels Strahlen. Von diesen reflectirt der 
Strahl xH nach der Richtung der Nor- 
male in sich surück, also in die Richtung 
HX. Der Strahl, welchen x nach D 
mit der Axe wi^, reflectirt. nach dem 
Hauptfocus F und geht in gerader Linie 
fort, liis er sich mit dem reflectirten 
Strahl HX in dem Punkt X vereinigt. 
In X werden auch die aus x nach den 
übrigen Punkten des Spiegels gehenden 
und dort zurückgeworfenen Strahlen ge- 
sammelt. Wie mit den Endpunkten x 
und y ist es mit allen zwischenliegendcn 
Punkten und XE ist das grüfsere Bild 
des kleineren Gegenstandes xy. 

Wenn also der Gegenstand vor 
den Spiegel zwischen dem Mittel- 
punkt und dem Hauptfocus, d. h. 
in einer Entfernung von grüfscr 
als ]r und kleiner als r gestellt 
wird, so entsteht ein vergröfsor- 
tes verkehrtes Rild. 

Wenn man dagegen den grüiseren Ge- 
genstand EA' aufstellt, so geschehen die 
Abspiegelungen, dessen Punkte und die 
Zuruckwerfungen der. Strahlen auf die 
entgegengesetzte Weise und es entsteht 
das Luftbild xy. 

Wenn also der Gegenstand vor 
den Sp iegel in gröfserer Entfer- 


nung als dessen Mittelpunkt ge- 
stellt wird, so wird zwischen dem 
Mittelpunkt und dem Hauptfocus 
ein verkehrtes verkleinertes Rild 
durch den Hohlspiegel erzeugt. 

Wenngleich eine grofse Menge reflec- 
tirter Strahlen nicht genau in der Ebeue 
E.V, im zweiten Fall in der Ebene yx 
sich schneiden und dadurch das Bild zum 
Theil verwischen und undeutlich machen, 
so ist dennoch die Anzahl der in diesen 
Ebenen genau sich vereinigenden Strah- 
len, diejenigen nämlich, welche sehr nahe 
der Axe den Spiegel treffen, grofs genug, 
um von dem Gegenstände ein hinreichend 
correctes Rild zu geben. 

Die Vergrüfserung und die Verkleine- 
rung des Gegenstandes ergibt sich ans 
folgender geometrischen Betrachtung: 
Fällt man aus 1) das Loth DG auf die 
Axe, so hat man in den Dreiecken DGF 
und X¥F 

DG : AE =FG :F¥ 

oder xy.X¥=FG,F¥ (1) 

und in den Dreiecken cxy und eXY 

xy ■. X¥ = Cy : CY (2) 

Hieraus FC: FE = ry: CE (3) 

Da nun die Bilder nur für sehr nahe 
an den Axenpnnkt E auf den .Spiegel 
fallende Strahlen in ihren Ebenen be- 
.stehen, so kann man FE für FG setzen, 
und dann ist F'ff=JFC=jr 

F’E= jr I C¥= Jr + F 
Cy = a gesetzt : 

mithin aus 3 

J r : 5 c I t = « : F (4) 

, ar r 

woraus F = — -- = (5) 

r-2a 
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br __ 

■ r + 26 “ 7 


r 

+ 2 


( 6 ) 


Aas Gl. 2 ist 

xy:Xr = a-.h 

Die Forinelu 5 und G in Hülfe giht 


(7) 


r — ia 


xy 


(S) 


"» = 7 + 26 ''»' 


(9) 


Formel ü und 6 bestimmt die gegen- 
seitige Entfernung der Bilder von dem 
Mittelpunkt des Spiegels, Formel 8 und 
9 den Grad deren Vergröfserung und 
deren Verkleincruiig. 

Aus Formel 5 erhellt, dafs bei einerlei 
r, also bei demselben Spiegel n immer 
kleiner sein lunfs als jr, wenn eine Stelle 
für das Bild A'F von einem Gegenstand 
xy möglich sein soll. Für 0=0 wird 
auch 6 = 0; d. b. eiu im Mittelpunkt C 
aufgestellter Gegenstand fällt mit seinem 
Bilde zusammen. 


Ferner siebt man, dafs für o = ^r, 

6 = -!^ = 56 wird. D. h. wenn ein Ge- 
0 

genstand in dem Hanptfoens anfgestellt 
wird , so entsteht in unendlicher Entfer- 
nung erat das Bild, und dieses wird nach 
Gl. 8 ebenfalls nnendlich grofs. Wird 
a > |r, d. b. stellt man den Gegenstand 
zwischen den Hanptfoens und den Spie- 

f el, also innerhalb der Linie EF, so ist 
negatiT, es erscheint links vom Mittel- 
punkt C (s. No. 7). 

Ans 6 geht die Stelle des verkleiner- 
ten Bildes xy hervor, wenn die Stelle 
des gröfseren Gegenstandes XY gege- 
ben ist. 


demSpiegelein Bild, nndzwaiein 
aufrechtes Bild. 

Denn von den Strahlen, welche Fig. 
716 der Punkt x auf den Spiegel wirft, 
reflectirt der Strahl xE nach EG, wenn 


Fig. 715. 



,^xEF=^GEF; der mit der Axe pa- 
rallele Strahl xH reflectirt durch den Fo- 
cns f; da wo beide reflectirten Strahlen 
HF und EG sich schneiden, bildet sich 
das Bild des Punkts x, also hinter dem 
Spiegel in X, und XY ist das Bild xy. 
Es entsteht also ein Bild hinter dem Hohl- 
spiegel wie beim Planspiegel, nnr dafs 
jenes vergröfsert erscheint. Ein gebräuch- 
licher Hohlspiegel für diese Wirkung ist 
der Rasirspiegel. 

Die Gröfse der Entfernung des Bildes 
und den Grad dessen Vergröfserung fin- 
det man aus den Formeln No. 6, wenn 
man darin a> {r setzt. 

Bomocentrisch , s. v. w. , con cen- 
trisch *. 

Homogen, s. v. w. .gleichartig*. 


Für 6=0, d. h. wenn XY in dem Mit- 
telpunkt C anfgestellt ist, wird n eben- 
falls =0, Oegen.stand nnd Bild fallen in 
C zusammen. Für 6 = r wird a - )r, d. 
h. wenn der Gegenstand in dem doppel- 
ten Abstand CE anfgestellt wird, ent- 
steht das Bild von ab links in Ent- 
fernnng JCK. Für 6 = oo wird n = }r, 
d. h. clLs Bild xy entsteht in F. 

Formet 8 gibt den Grad der Vergrö- 
fserung, Formel 9 den Grad der Verklei- 
nerung des Gegenstandes durch das Bild. 
Für a = 0 und für 6 = 0 ist das Bild dem 
Gegenstände gleich, für a = jr wird die 
Vergröfserung unendlich. Von a = 0 bis 
a = jr wichst also das Bild fortdauernd. 

7. Wenn man den G^enstand xy zwi- 
schen den Hauptfocus F und den Schei- 
tel des Spiegels stellt, entsteht hinter 

UI. 


Homolog, {ißtoloyot, einstimmig) sind 
Gröfsen, wenn sie in Beziehung auf Stel- 
lung oder Lage übereinstiminen, als die 
gleichnamigen Glieder einer Proportion, 
die gleichen Seiten in congruenten, die 
gleichliegenden Seiten und Diagonalen 
in ähnlichen Figuren. 

Horizont, s. .astronomischer Ho- 
rizont* mit Fig. 92, pag. 146. ln die- 
sem Artikel ist me normal auf der Schei- 
tellioie OZ eines Ortes 0 der Erdober- 
fläche durch den Ort O gelegte Ebene 
AM als der scheinbare Horizont, 
die mit dieser Ebene durch den Mittel- 
punkt C der Erde 4= gelegte Ebene A'M' 
als wahrer oder astronomischer Ho- 
rizont erklärt worden, und beide Hori- 
zonte beziehen sich auf die Gestirne und 
deren Bewegungen. 

17 
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Für die Feldmefskanst digefcen, «o 
man Ton Ort an Ort mifst, woraua Land- 
karten and Erdfrloben herrorgehen, hat 
man die terreatrischen Horizonte aller 
Orte vor Angen zu nehmen, and es ist, 
venn man die Erde als einen rcgelma- 
fsigen Körper, als eine Kngel o^r als 
ein Sphäroid betrachtet, der wahre Ho- 
rizont aller Orte die in sich abge- 
schlossene Erdoberfläche selbst. 

Hat man Fig 71C nnr mit einem Ort 
I) zn thnn, so kann man die durch D 
normal auf den Erdhalbmesser CD ge- 
legte Ebene AB nicht die durch den Erd- 
mittc^unkt C gelegte Ebene cy als wah- 
ren Horizont ansehen und es geschieht 
dies auch. Hat man dagegen zwei Orte 
D und E in geoinetriscne oder geogra- 
phische Heziehung zu bringen, so ist der 


Kreisbogen DE der wahre Horizont 
von D und E, die Tangenten BF und 
GF sind die scheinbaren Horizonte 
von D und von E. Der Ort E liegt 
unter dem scheinbaren Horizont von b 
und der Ort D unter dem scheinbaren 
Horizont von E, weil D von £ aus und 
£ von D aus nicht gesehen werden kann. 

Theoretisch betrachtet kann ein in H 
befindliches Auge gar nicht um sich se- 
hen. Nimmt man die Angenböhe FH 
eines klenschen 5 Fufs an, so sieht man 
rund hemm nur auf die Länge der Tan- 
gente FD; die jenseits D liegenden Punkte 
bleiben unter dem Angenhorizont. 

Setzt inan den DCF=n, den Halb- 
messer CD der Erde = r, so ist 
DF = r tg tt 


nnd 


a = arc zcc 


® *" (r+ 5') 


Nun ist r = 860 geogr. Meilen zu 23C42 preufs. Fufs, mithin 
20332120 

log eoi a = log 20332125 = 


woraus o=0°2’50" 

nnd fojtj 2' 50" = 6,9160239- 10 

hieran log r = 7,3081827 

gibt foj ß£= 4,2242166 

woraus DF— 16758 preufs. Fufs. 

Es ist irre 2' 50" = 0,000824 183.. 
mithin log <* — 0,9160238 — 4 
hieran log r = 7,308 1827 

gibt log Bogen 0// = 4,2242065 
hieraus DH = 16757 


Fig. 716. 



Demnach ist für Strecken von 16 bis 
17000 Fnfs der Bogen = der Tangente, 
d. h. die wahre Horizontale = der schein- 
baren zu setzen. 

HoriXOOtal ist was sich auf den Hori- 


zont bezieht nnd was innerhalb der Ho- 
rizontalebene eines Orts der Erde oder 
parallel mit derselben gelegen ist; Ein 
ruhender Wasserspiegel ist horizontal, 
die Turbine ist ein horizontales Wasser- 
rad, weil cs sich um eine lothrechte Welle 
heramdrebt. 

Horlxontalebeiie eine Ebene die hori- 
zontal ist. 

HorixontalliDit eine gerade Linie die 
horizontal ist. 

Hoiixontxlparallaze , s. n. .Höhen- 
parallaxe“. 

Hoiixontalprojectioa. Hierunter ver- 
steht man das anf eine horizontale Ebene 
geworfene Bild einer aufserhalb dieser 
Ebene befindlichen geometrischen Gröfse, 
indem man von sammtlicben Punkten 
der Gröfse Lothe anf die Ebene fällt, 
welche mit ihren Standpunkten daselbst 
das Bild markiren. 

Die Horizontalprojection eines Punkts 
ist der Endpunkt des Loths von diesem 
Punkt auf die Uorizontalebene , desglei- 
chen von einer lothrechten Linie der 
Punkt, welcher durch die Verlängerang 
dieser Linie auf die Ebene trifll. Fig. 
585 pag. 3 ist C die Horizontalprojection 
des Punkts A auf der Ebene PQ, des- 
gleichen die R.-P. der lothrechten Linie 
i4C. Von einer mit der Ebene PQ (Fig. 
586} parallelen also horizontalen Linie 
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AE entsteht die ihr gleich grofse Ilori- 
lontalprojection, wenn man von deren 
Kndpnnkten A, E I,othe AC, EF auf die 
Ebene fällt und deren Endpunkte C, F 
durch eine gerade I.inie CF verbindet. 
Von einer schräg gegen die Ebene lie- 
genden geraden I.inie, «iovth, Fig. 5S'I, 
erhält man gleichfalls die Projeclion durch 
die Lothe AC und LH aus deren End- 
unkten in der geraden Linie CM, «eiche 
ürzer ist als die gegebene Linie AL und 
um so knner, Je schräger AL ist. 

Von einer Cnnre ist die P. auf der 
Ebene nur dann eine gerade Linie, wenn 
die Curve in einer senkrechten Ebene 
liegt, und man bat dann nur nüthig, de- 
ren Endpunkte zu projiciren 
Curve in einer der Ebene parallelen Ebene, 
so ist die Projection genau gleich der 
gegel)enen Curve; liegt sie in einer schrä- 
gen Ebene nnd man fällt von möglichst 
vielen Punkten der Curve Lothe anf die 
Eliene, so entsteht durch Zusammenzie- 
hung der Endpunkte eine Curve von zu- 
sammengedrängter, von verkürzter 
Form auf der Ebene. 

Geradlinige Figuren «erden auf eine 
Ebene projicirt , indem man ans deren 
Eckpunkten auf die Ebene Lothe fällt 
nnd die Endpunkte derselben durch ge- 
rade Linien verbindet. Krummlinige Fi- 
guren werden wie Curven projicirt. Ein 
Körper wird anf eine Ebene projicirt, in- 
dem man läi^s de.ssen Grenzen lothrecbte 
Tangenten fallt, deren Endpunkte auf 
der Ebeue durch Linien zusanimongezo- 
gen werden. 

In der Feldmeiskunst werden schräge 
Linien durch Rechnung auf die Horizon- 
tale projicirt ; Jede Projection einer sebrä- 
en geraden Linie ist = dieser Linie mal 
em Cosinus des Elevations- oder De- 
pressionsvinkels. 

Für Nivellements ist zu beachten, dafs 
an Jedem Stationspunkte durch die Li- 
belle das wirkliche Loth, also auch die 
wahre Horizontale markirt wird, so dafs 
mit sehr weiten Strecken die Summe 
aller Horizontalen eine Kreislinie ist. 

Horixontalwinkel ist ein Winkel, des- 
sen Schenkel in einer horizontalen Ebene 
liegen. 

Bah (Ueeb.) ist die in gerader Linie 
gemessene Länge, in welcher eine hin- 
und bergehende Bewegung geschieht. Bei 
einer doppelt wirkenden Dampfmaschine 
ist der Hub die Länge, um welche der 
Dampfkolben jedesmal anf- und Jedesmal 
niedersteigt ; desgleichen bei einem Säge- 
gatter die Länge , nm welche es mit der 


Säge znr Vollführung des Schnitts ab- 
wärts bewegt wird. Bei Maschinen, wel- 
che «ährend des Hingangs dieselbe Kraft 
änfsern, wie während des Hergangs heifst 
ein Hin- und Hergang ein Doppelhub. 
Bei Sägen findet solcher nicht .statt, weil 
die Säge beim Aufgang leer gebt. 

HnbTtrlnst ist der Tbeil des Hubes, 
bei welchem keine Wirkung der Maschine 
erfolgt. Ein Grund für einen möglichen 
Hubverlust liegt in der mangelhaften Con- 
struction der zur Bewegung gehörenden 
Maschinentheile, indem sie nicht genau 
nnd unverrückt mit einander schliefsen, 
sondern lose nnd wackelig sind, so dafs 
am Anfänge des Hubes die Bewegung 
leer geschieht, bevor der zum Effect 
wirksame Maschinentbeil (der Dampfkol- 
hen, die Säge) zu seiner Bewegung in 
Angriff genommen wird. 

Ein zweiter Grand ist die nnsicbere 
Laprung oder Aufstellung der Körper, 
welche durch die Maschine in -Angriff 
genommen werden sollen, wenn z. B. der 
zu zersägende Block auf Unterlagen ruht, 
dio beim Angriff der Säge sich biegen 
nnd der Block auf einen Theil des Sä- 
genhubes ausweiebt ohne zerschnitten zu 
werden. 

Es gibt aber auch natürliche nicht zu 
nmgehende Ilubverluste, z. ß. bei Pum- 
en in der Zeit, welche ein geöffnetes 
'entil nöthig bat sich zu schliefsen, wäh- 
rend welcher nun ein Theil des in den 
Pumpenkörper zur Weiterförderung ein- 
gesogenen Wassers entweicht und wäh- 
rend welcher der Pnmpenkolben einen 
Theil seines Hubes also nutzlos voll- 
bringt. 

Bfilfslinien sind Linien, welche man 
für Figuren zu Hülfe nimmt, nm den 
Beweis der Richtigkeit eines geometri- 
schen Satzes zu führen. So sind pag. 
324, Fig. 570 die geraden Linien BF, 
CE, EF Hülfslinien, nm zu beweisen, 
dafs in ähnlichen Dreiecken die homolo- 
gen Seiten mit einander in Proportion 
stehen. 

Baf, BufabschniU, Bafläche, s. ,Cy- 
lindrischer Hufabschnitt*. 

Bydraalik, ist derjenige Theil der an- 
gewandten Mathematik (s. d.), welcher 
sich mit der Kraft und der Wirkung des 
bewegten Wassers beschäftigt. Die Hanpt- 
theile dieser Wissenschaft bestehen: 

1. In der Bestimmung der Geschwin- 
digkeit und der Wassermenge beim 
Ansflafs des Wassers ans Oeffnuugen Je 
nach der Druckböbe, der Gröfse, Form 
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und Lige der AasflursöShung. Dieser 
änfserst wichtige Theil der Hydraulik ist 
in den beiden Art.; .Ausflufs tropf- 
barer Flüssigkeiten* nnd .Aus- 
flufs des Wassers“ n. s. w. Bd. I., 
pag. 21& bis pag. 230 abgehandelt. Fer- 
ner sind die Art .Contraction des 
Wasserstrahls* und .Contractions- 
coefficient*, Bd. II., pag. 125 mit in 
Hülfe zu nehmen. , 

Zn dieser Hanptabtheilnng gehört noch 


mnnicirende Rühren Tor den ungleichen 
Querschnitten A und a. Wenn Wasser 
hineingegossen wird, so stellt es sich in 

Fig. 717. 


die Bestimmung der Zeit bei Füllung Ton 
Gefäfsen mit Wasser nnd bei Ausleerung 
derselben durch Oeffnungen Ton rerschie- 
dener Form nnd Lage nnd während fort- 
dauernden Zuflusses, wiewohl diese Un- 
tersuchungen auch zu einer zweiten Hanpt- 
abtheilung der Hydraulik gemacht wer- 
den. Das Nothwendigste hiervon mit 
Zahlenbeispielen findet der Leser in dem 
oben erwäbnten Aufsatz, Bd I., pag. 221, 
No. 17, .Ausflufs des Wassers aus 
Oeffnungen bei veränderlicber 
Druckhöne.* 

2. In den Gesetzen bei der Bewegun- 
gung des Wassers in Flufsbetten , Ka- 
nälen, Röhrenlcitungen. 

3. In der Bestimmung der Kraft des 
Wassers zum Betrieb von Wasserrädern, 
Wassersiulenmascbinen u. s. w. 

Ferner wird noch eine Hauptabtbeil nng 
für die Hydraulik: .die Lehre von 
denWasserhebnngsm aschinen* an- 
genommen. Bei diesen aber ist das Was- 
ser nicht thätig, wie bei den vorgenann- 
ten Abtbeilungen, sondern ganz leidend, 
weshalb die Wasserhebungsmascbinen zur 
Maschinenlehre zu rechnen sind. 

BydranUicbe Haachine>. Hierunter 

werden sowohl die Wasserhebungsma- 
schinen begtilTen als auch diejenigen Ma- 
schinen, bei welchen das Wasser die 
bewegende Kraft ist. Zu den ersten ge- 
hören die Pumpen, Wasserschnecken, 
Spnj^brnnnen u. s. w. , zu den letzten 
die Wuserräder, die Reactionsräder, Säu- 
lenmaschinen. 

HydrttlUlche PreMe. Der gebräuch- 
liche aber nneigentliche Name für hy- 
drostatische Presse, weil deren Prin- 
cip auf einem hydrostatischen Gesetze 
beruht, nämlich auf dem Gesetz, dafs in 
zweien mit' einander communicirenden 
Röhren von gleichem und von unglei- 
chem Querschnitt, Wasser mit beiden 
Spiegeln in der Waage steht, ein Ge- 
setz, welches in dem Art: .Druck, hy- 
drostatischer*, Bd. II., pag. 332, nä- 
her erörtert ist. 

Nebenstehend sind 2 mit einander com- 



beiden Röhren iu die Waage, die gröfsere 
Wassermei^e in A ist mit der kleineren 
in a im Gleichgewicht Bedeckt mau 
den Wasserspiegel in A mit einer Platte 
und beschwert dieselbe, giefst in die kleine 
Röhre so viel Wasser hinzu , dafs es auf 
die Höbe A ansteirt, so würde in die 
Röhre vom Querschnitt A ebenfalls A 
Fufs Wasser eingegoason werden müssen 
um dem Wasser in der kleinen Röhre 
das Gleichgewicht zu halten. Ist y Pfund 
das Gewicht einer Cubikeiiiheit Wasser, 
sind also in der kleinen Röhre aAv Pfund 
Wasser, so halten in dem grofsen Ge- 
fäfs Aky Pfund Wasser jenem Wasser 
das Gleichgewicht Folglich hat man die 
Platte über A mit dem Gewicht Aky 
Pfund zu beschweren, wenn der Wasser- 
spiegel über a in Ruhe bleilien soll. Das- 
selbe statische Gleichgewicht findet statt, 
wenn man anstatt A Fufs Wasser in a 
zu gielsen den Wasserspiegel über a mit 
einer Platte bedeckt nnd diese mit dem 
Gewicht aky beschwert. 

Beide sich Gleichgewicht haltende Ge- 
wichte aky nnd Aky verhalten sich wie 
die Röhrenqnerschnitte a nnd A. Man 
kann demnach bei einer Wassemnterlage 
mit einer auf die über a befindliche Platte 
wirkenden Kraft P auf den über A be- 
findlichen Wasserspiegel nnd mittelst 
diesem auf die darauf gelegte Platte von 

unten nach oben einen Druck Q z= ~ p 

a 

allsüben. 

Dieses Princip bildet die hydraulische 
Presse: Man construirt die Rohre a als 
eine vereinigte Sang- und Druckpumpe, 
iu der waagerechten Verbindangsröhra 
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iwiachen a and A beBndet sich ein nach 
A hin he«cj;liches Ventil, die Röhre a 
ist nach unten Terlännert, reicht in ein 
Gefäts mit Wasser und ist am untersten 
Ende mit einem SaiigTentil versehen. 
Beim Aufzug des Koll4ns in a entsteht 
in der Röhre ein leerer Raum, der auf 
den Spiegel des Wassers im Kasten wir- 
kende atmosphärische LuRdruck öffnet 
das Ventil, treibt das Wasser hinein nnd 
füllt den leeren Raum. Beim Niederdruck 
des Kolben wird das Sangventil geschlos- 
sen, das zwischen a nnd A befindliche 
Umckventil geöffnet, in A Wasser ge- 
trieben, welches nun mit dem — fachen 
a 

der Kraft P einen Druck von unten nach 
oben ansübt. 

Bydrodynanik, s. v w. , H y d ra u 1 i k *. 

Hydrometer, s. v. w. , Araeometer*, 
auch das Araeometer zur Prüfung des 
Wassers. 

BydrosUtik ist derjenige Theil der an- 
ewandten Mathematik, welcher sich mit 
em Gleichgewicht tropfbar flüssiger Kör- 

r unter sich und mit festen Körpern 

schäftigt. 

Die Haupttheile dieser Wissenschaft 
nmfassen : 

1. Die Bestimmung des Normaldrucks 
von Wasser gegen feste Wände. 

2. Die Bedingungen für das Gleichge- 


wicht des Wassers mit eingesenkten Kör- 
pern. 

3. Die Bedingungen für das Gleichge- 
wicht verschiedener Flüssigkeiten unter 
sich. 

Die wichtigsten hydrostatischen Ge- 
setze sind in dem Art. .Druck, hy- 
drostatischer“ lasammengefalst. 

HvdmUtUcher Druck, s. .Druck, 
hydrostatischer*. 

HydrostatlacheWuge, s. v. w. , Aräo- 
meter*. 

Byperbel (Vergleiche den Art. .El- 
lipse*) ist eine Linie der zweiten Ord- 
nung oder eine Curve der ersten Classe, 
indem sie einer Gleichung vom 2ten Grade 
zu|[ehört; ferner ist sie eine Kegelschnitts- 
linie. Ans beiden Gesichtspunkten, dem 
analytischen und dem synthetischen oder 
dem arithmetischen unu dem geometri- 
schen ist sie bereits in diesem Wöater- 
buch behandelt 

In dem Art. .Curven*, 111 Abthei- 
lung, pag. 173, ist die der ganzen Klasse 
von (Airven zu Grunde liegende allge- 
meine Gleichung (1) anfgestellt: 

ajf’-b iz-J|-l-ex>-(-<ly-i-«x-|-f=0 (l) 

Nachdem zuerst die Bedeutung und 
der Einflufs der einzelnen Coefficienten 
gezeigt worden, ist unter der Bedingung 
beliebig grofser Abscissen (x) der Glei- 
chung die Form gegeben (Gl. 9); 






w 


( 2 ) 


nnd die beliebige Qröfse der Abscisse x 
bis zur Unendlichkeit ausgedehnt, wo 
dann die Glieder, welche x im Nenner 
haben, als Null fortfallen und die Glei- 
chung die allgemeine Form annimmt 
(Gl. 10). 

(3) 

Hierauf sind für sämmtliche Curven 
derselben Klasse 3 mögliche Fälle gezeigt; 
1. i>>4«c 
3. 6’ < 4oc 
3. ö> = 4<ic 

woraus nun 3 mögliche Formen von Cur- 
ven nachgewiesen worden, welche durch 
foinnde 3 Gleichungen (19, 30, 21 pag. 
176) ausgesprochen werden; 

1. ^ = Ax+Bx\ 

3. v’=i4x-l»a# 

3. |r* = Ax 


Für die erste und die 3te Gleichung 
sind bei unendlichen Abscissen auch un- 
endliche Ordinaten vorhanden, für dis 
zweite Gleichung sind für unendliche Ab- 
scissen Ordinaten unmöglich. Die erste 
Gleichung gehört der Hyperbel, die zweite 
der Ellipse, die dritte der Parabel an. 

Die allgemeine Gleichung der Hyper- 
bel, wenn deren Axe die Abscissenlinie 
und der Scheitel der Anfangspunkt der 
Abscissen ist, hat man also; 

y’ = Ax -b iBx> (4) 

3. In No. 16, pag. 176 ist, um auf den 
Character der Kegelschnitte specielier zu 
kommen , Bezug genommen auf den Art. ; 
. Brennpunkte derK egelschnitte*, 
Bd. I., pag. 420 mit Fig. 267. Hier wer- 
den die Constrnctionen der Kegelschnitte 
ans dem Kegel bildlich dargestellt und 
die Hanptlormeln für dieselben abgeleitet, 
wobei die Axen als die Abscissenliniea 
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mit dem Scheitel F als Anfanftspunkt 
gelten Die Abtheilung C handelt spe- 
ciell Ton der Hyperbel. 

Hit Bezug auf die Bezeichnung, Fig. 
257 ist die rechtwinklige Coormnaten- 
gleichung entwickelt (pag. 422, Gl. 1) 

y. = k .Z (5) 

cot ^a cot %jn) 

Hier ist k der Durchmesser FF des 
Kenls in dem Scheitel F der Hyperbel, 
o der /iEAF des Äiomjnerschnitts au 
der Kegelspitzo und der ^DFJ”, den 
die Hyperbelaxo FJ" mit der zu dem 
Scheitel F gehörenden Kegelseite AO 
bUdet. 

Oder den CoefScient des ersten Glie- 
des durch p ansgedrückt (pag. 422, Ol. 2) : 

<« 

An diese Gleichung knüpft sich der 
Qraod für den Namen Hyperbel (Ueber- 
schnfslinie) , weil das Quadrat der Or- 
dinate (y) grüfser ist, als das Rectangel 
zwischen dem Parameter (p) und der Ab- 
scisse (x). 

3. Ferner ist nachgewiesen, dafs die 
durch Rückwärts -Verlängerung der Aie 
und der H]^rbelebene in dem entgegen- 
gesetzten Kegel eine zweite Hyperbel 
entsteht, welche der ersten ^ ist. Denn 
setzt man für diese Hyperbel ß, für ß", 
so erhält man für diese zweite Hyperbel 
die Gleichung wie 5: 

'cot^a ^ cot\ia) 

Nun wird gefunden; 
ß, = a-ß'' 

' sin (a — ß") 

Diese Werthe in Gl. 6 gesetzt ergibt 
dieselbe Gleichang mit 5 

, .sin;»’’ , sin(n-/J”)sin;»" , 

= * — r- »+ — ^ * (>0) 

coifa cot Z(lo) 

woraus die Congruetu beider Hyperbeln 
herrorgeht. 

4. Die Hanptaxe (Fig. 257) beider 


Hyperbeln wird No. 3 gefunden 
cot kr 

F.V = -.---J^k (11) 

nn(,n-ß’) ' ' 

Diese Aze mit 2o bezeichnet, erhält 
man 


( 12 ) 


cot i» 

und wenu mau diesen Werth Ton k in 
Gleichung U cinfübrt, so erhält man die 
rechtwinklige Ooordinatongleichung der 
Hyperbel durch den Parameter p und die 
Hauptaxe a als gegebene Constantcu aus- 
gedrückt; 




(13) 


Ferner erhält man die Coordinatenglei- 
ebung durch 2 Axen ausgedrückt , wenn 
man wie bei der Ellipse eine Nebenaxe 
c sich denkt, für welche ist; 

2a ; 2c = 2e ; p 

y’ = -^, (2ax -I- x>) (14) 

Und wenn man die Mitte der grofsen 
Axe als Anfangspunkt der Abscissen 
nimmt und die Abscissen mit « bezeich- 
net. 


i(»»-o’)| 


(16) 


( 8 ) 

(9) 


Aus dieser Formel geht wie aus For- 
mel 9 hervor, dafs beide entgegen gesetzt 
liegende Hyperbeln congruent sind, weil 
für -I- H und — h dieselbe Ordinate y ent- 
steht. 

Vergleicht man Formel 4 mit Formel 
14, also 

y> = Ax -p Rx* 

, 2c’ , c’ 


mit 


-x-f — j : 


so erhält man wie bei der Ellipse 

die Hanptaxe 2a = -4- 
B 


(IG) 

(17) 


Desgleichen mit Anwendung von For- 
mel 5 und 6. 


und die Nebenaxe 2c : 


VB 


„ _ cot |g J _ cot 

tin(a-ß") hn(n —ß") tinß"^ 

2<? = * 1/ . . ' ^ = - • p 

r »in (a - ) I ,i„ ß" . ,j„ {a-ß”) 

Die beiden Axen 2a und 2c verhalten sich also wie -J- ; 

ü \ B 

oder 2a ; 2e = 1 ; y B = cos ^ ; l'si* ß" • »in (a - ß”) 


(18) 

(19) 


Digitized by Google 



Hyperbe 1. 


263 


Hyperbel. 


Je nachdem das dritte Glied KTÖber 
oder kleiner ist als das 4te, ist die Hanpt- 
axe gröfser oder kleiner als die Nebcnaxe; 
für me Gleichheit beider Glieder wird die 
Hyperbel f^Ieichsoitig. 

b. Die Gleichungen 4 bis 6 für die 
Hyperbel haben die Beschränkung, dals 
die Abscissenlinie die Axe mit dem Schei- 
tel als Anfangspunkt ist und dals die 
Ordinalen rechtwinklig sind. Eine all- 
gemeine Gleichung für die Hyperbel ist 
aber eine solche, die eine gegen die Axe 
ganz beliebig liegende Abscissenlinie, 
einen beliebigen Anfangspunkt hat und 
dessen Ordinalen einen beliebigen Win- 
kel mit der Abscissenlinie biliAn. Nur 
liegt das ganze Coordinatensystem mit 
der Hyperbel in einerlei Ebene. 

I. [»in ’(^ -b J) — B cos -b J)] z’ — 2 [sin -b J) riit -b B cos -b d) cos /?] sh 
-b (si» *ß — B cos h’ — [2j sin (ß + il) sin /J-bAcos(J + d)-b 
b 2B cos (/} -b d) (P — S cos ß)] s -b [2j sin ’ß+ A cos ß -b 
+ 2B cos ß(p — 3 cot ß)] H + j’ sin *ß — A(f — g cos ß) ~ B(p — g cot ß'^ = 0 

Dreht man die Abscissenlinie CF um tel A entfernt. Ist dann z. B'F'C niS, 
C in die Axe AC, so kommt F in P, E E'P = u, D'P = i, so hat man für den 
in £', der Anfannpunkt £* der Abscis- Hyperbeipnnkt D' die Gleichung (pag. 
sen ist um die Lange p — g Tom Sebei- 177, II, Formel 34) 

II. (sin ’d — B cos ’d) s’ — 2B cos d • sh — Bh’ — [A -b 2B (p — j)] cos d • s 
-b[.A-b2B(p-y)]H — A(p — j)-B(p-y)’ = 0 
Setzt man in diese Gleichung p — y = 0; h = — h, so erhält man die Gleichung 
für die in der Axe liegende Abscissenlinie, für den Scheitel A als Anfangspnnkl 
der Abscissen und den Coordinatenwinkel d. 

III. (sin ^3 — Beos ’d) s’ + 2B cos d • sh - Bh’ — y4cosd.s-.dH = 0 


Eben so wie für die Ellipse (s. .El- 
lipse“, No. 3 und 4, pag. 39) und mit 
denselben dort angegebenen Hülfsmitteln 
sollen nun hier die der Hyperbel ange- 
börenden allgemeinen (ileichnngen ge- 
ordnet und auf Fig. 608, pag. 40 bezogen 
zusammengestellt, auch noch einige an- 
dere Fälle hinzngefügt werden. 

A und B bedeuten die Parameter der 
allgemeinen Gleichung 4 
y’ = Ax -b Bx* 

AC ist die Axe, A der Scheitel, EF = tt 
die Abscisse , FD = s die Ordinate. Die 
allgemeine Gleichung für den Hyperbel- 
punkt D (Art. .Curven“, pag. 177, II. 
Formel 30) 


Nimmt man in der beliebigen Entfer- 
nung E'L = k eine der Axe parallele GJ, 
Terlangert D’F bis G, setzt GD’ — s', so 
ist für Gleichung II. O'f“ = s = s' — P'C 
= s’ — A cossc d. 

Setzt man daher in Gl. II. s — ä cossc d 
für s, so erhält man die Gleichung wenn 
die Abscissenlinie in dem Abstand k mit 


der Axe 4^ läuft, der Art, dafs die Axe 
zwischen Curve und Abscissenlinie liegt. 
Bezeichnet man die Länge AE' ^p — j 
mit s, zieht von £' eine gerade Linie 
E'll unter dem Coordinatenwinkel E'HJ 
= d, so i.st H der Anfangspunkt der Ab- 
scissen , für den Hyperbelpunkt D' ist 
dann HG=u und die Gleichung ist: 


IV. (sin ’d — B cos ’ d) s’ — 2B cos d • SH — Bh’ 

— [(<4 -b 2Bs — 2Bä cot d) cos d -b 2ä sin d] s -b [A -b 2B (s -b A cot d)] h 
- b (1 — B cot ’d) A’ -b (A -b 2Bs) kcoti — As — Bs* = 0 

Setzt man in diese Gleichung s = 0, h = — h, so erhält man die Gleichung der 
Hyperbel für dieselbe Abscissenlinie GJ , für denselben Coordinatenwinkel d und 
mit dem unter dem Scheitelpunkt A belegenen Anfangspunkt M der Abscissen: 
V. (sin’d — B cos ’J) s’ -b 2B cos d • sh — Bh’ — ((A — 2BA cot d) cos d -b 2A sin d)] s 

— (A + 2BA cot (!) H + (1 — B cot ’J) A’ -b AA cot d = 0 

Setzt man in diese Gleichung A = 0, so erhält man Gleichung III. 

Setzt man in Gleichung IV. rar A den Werth - A, so erhält man die Gleichung 
unter denselben Bedingungen mit IV., nur dals die Abscissenlinie in dem Ab- 
stand A .von der Axe entgegengesetzt, nämlich nach der Currenhällte zu liegt. 
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VI. (»ii« V — Ä eof *il) »• — JÄ «w d • »« — Bll* — ((4 -J- 2B« + iBhcot i)) e«» J 

— 2k «in d] i + [4 + 2B (» — A CO« d)] II f (l - Bcot ’J) A’ 

— (4 + 2B») A co( J — 4» — ß«’ — 0 

Setit min in diese Gleichang A sin d /I d = 90°, so erhalt man Gleichungen 
für A, so erhält man die Gleichung, Bd. 11., unter denselben Vuraussetsungen, nur 
pag. 177, Formel 33. daTs die Ordinalen mit der Axe normal 

Setit man ln den Torstehendeu Glei- 
ehnngen 1. bis VI. den Courdinatenwin* Ans Gleichung I. entsteht: 
kel, in I. .,^1 0 * + d) = 90 ° , in II. bis VI. 


VII. s* - 2 sin • SM + (sin - B cos V) — 2j si« • » + [2j sin 'ß + 4 cos ß 
+ 2ß cos ß (p — g cot ß)'\ u f j* sin *ß — Aip — g cot ß) — B (p — g cot /»)’ = 0 

Ans Gleichung II. entsteht 

VIII. s*- ßii* + 14 + 2ßO>-S)J» -‘40>-S)-ß(f>-j)’ = 0 
Ans Gleichung III. entsteht 

IX. s’-ßii’-4ii = 0 

Aus Gleichung IV. entsteht 
X. 1 » - ßa» - 2A» + (4 + 2ßs) M + A* - 4s - ßs« = 0 
Ans Gleichung V entsteht 

XI. 1 * - ß«* - 2As - 4« + A* = 0 
Aus Gleichung VI. entsteht 

XII. s> - ßu-' + 2A» + (4 + 2ßs) « + A* - 4s - ßs* = 0 


6. Band II., pag. 178, Ko. 23 von 1. 
bis VI. sind für alle Kegelschnilte die 
Werthe der in der allgemeinen Gleichung 
(1) Torkommenden CoefBcienten erwiesen 
und angegeben. Es sollen diese Wertho 
ftr die ifjperliel allein hier zusammen- 
gostellt werden nnd zwar in Beziehung 
auf No. & mit Fig. 608 für die Gleichung 
as* d- biu + cn* + di + CM + f = 0 

I. Der Coefficient a ist = 1., wenn 
ZfllfC = (J + ^), d. h. der Winkel, den 
die Ordinate nut der Axe bildet, ein Rech- 
ter ist. Dividirt man daher eine mit ai* 
gegebene allgemeine Gleichung für die 
Bvperhel mit a, so verwandelt man die- 
selbe in eine Gleichung, für welche die 
Ordinaten mit der Hyperbelaxe normal 
sind. 

Da diese einfache Operation überall 
auszuführen ist nnd die übrigen CoefH- 
cienten vereinfacht, so sollen die Glei- 
chungen I. bis VI. für die Untersuchung 
der CoefBcienten aufser Betracht bleiben. 
Die letzten 6 Gleichungen gehören also 
der allgemeinen Gleichung an 

z’ -f Azh - 1- eil* d-ds-t-eii-t-/'=0 

II. Der Coefficient A von sh ist = dem 
doppelten negativen Sinus des Winkels 
(ß) zwischen der Abscissenlinie und der 
Axe (GL VID. Wo die Abscissenlinie in 
der Axe oder mit derselben 4^ liegt, ist 


ß = 0 und das Glied mit zu fällt fort 
(Gl. VIII. bis XII.). 

III. Der Coefficient c von u* ist eben- 
falls nur von demselben Winkel ß ab- 
hängig und = »in ’ß — B cot *ß. 

Wo die Abscissenlinie in der Axe oder 
derselben 4= liegt , wird c = — ß. Dieser 
Coefficient kann nie = 0 werden und das 
Glied mit h* kann nie ausfallen. 

rV. Der Coefficient d von s ist = der 
doppelten Entfernung des Anfangspunkts 
der Abscissen von der Axe; negativ, wenn 
die Axe zwischen der H y perbelhälfle und 
der Abscissenlinie liegt ((Jl. VII., X., XI.), 
ositiv, wenn die Abscissenlinie zwischen 
er Axe und der Ilyperbelhälfte liegt (Gl. 
XII.). Ist die Axe die Abscissenlinie, 
so fällt das Glied mit s fort. 

V. Der Coefficient e von h hängt von 

3 Elementen ab. 1. Von dem ^ß zwi- 
schen der Abscissenlinie und der Axe. 
2. Von der Entfernung £'4 des Anfan^- 
punks £' oder des auf die Axe projicir- 
ten Anfangspunkts £ von dem Scheitel- 
unkt 4 der Hyperbel und 3. von den 
arametern 4 nnd ß. 

Ist die Abscissenlinie die Axe, der Schei- 
tel der Anfangspunkt der Abscissen (Gl. 
IX.), oder länn die Abscissenlinie . mit 
der Axe 4= nnd ist die Proiection des 
Anfangspunkts auf die Axe der Scheitel 

4 (01. XI.), so ist e = — 4. 
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Ist die Abscissenlinie die Axe and die 
Entfernung des Anfangspunkts Tom Schei- 
tel = p - j = » (Gl. Vfif.), oder läuft die 
Abscissenlinie mit der Axe ^ und ist die 
Projection des Anfangspunkts auf die 
Axe um die Länge t vom Scheitel ent- 
fernt (Gl. X., XII.), so ist e = A + 2.B.. 

ln Gleichung VII. ist p—geo$ß=t, 
für A und B stehen deren auf die Axe 
genommeiieu Prmectionen A co$ ,1, 
Bros/9; hierzu kommt das Glied 
2gsin’,9| es ist: 

e = 2g sin + A cot ß -b 2ßs cos ß 

VI. Der Coefficient f, dos be- 
kannte Glied wird =0, wenn der 
Anfangspunkt der Abscissen ein 
Punkt der Hyperbel ist (GL IX). 

Liegt die Abscissenlinie der 
Axe und fällt die Protection des 
Anfangspunkts auf die Axe in 
den Scheitel (Gl. XL), so ist f = 
dem Quadrat des Abstandes A bei- 
der Parallelen ; /■ A>. 

Liegt die Abscissenlinie in der 
Axe, der Anfangspunkt der Absris- 
sen in der Entfernung p — g = t 
Tom Scheitel (Gl. VIII.), so ist 
f = -At-B^. 

Läuft die Abscissenlinie in der 
Entfernung ä d: der Axe und ist 
die Projection des Anfangspunkts 
auf die Axe um t Ton dem Schei- 
tel entfernt (Gl. X., XII.), so ist 

Setzt man — A» — B»’ = o, so 
erhält man dasjenige > bei gege- 
benem h oder dasjenige h bei ge- 
gebenem >, für weluies der Anfangs- 
punkt der Abscissen in einem Hyperbel- 
pnnkt liegt. 

Setzt man in der allgemeinsten Glei- 
chung VII. die Entfernung g sin ß des 
Anfangspunkts von der Axe = A, ; die 
Entfernung p — geotß der Projection des 
Anfangspunkts Tom Scheitel = s, so hat 
man ganz allgemein: 

/■ = A,’-As-Bs» 

In Band IL, pag 180, No. 25 mit Fig. 
534 wird die geometrische Constrnction 
der Parameter A und B bei gegebenem 
Kegel gezeigt. 

Kerner ist pag. 181 ein Beispiel, wie 
ans einer gegebenen allgemeinen Glei- 
chung mit Zahlencoefficienten die zuge- 
hörige Hyperbel gefunden und geome- 
trisch constmirt inrd. 

6. Um nun speciellere Untersuchungen 
über die Hyperbel ansnstellen ist an die 


chnngen 1 bis 19 anzuknüpfen und fort- 
zubluen : 

In Fig. 718 ist QDEF eine Hyperbel, 
£ deren Scheitel, .Wd deren Axe, isE = a 
= der halben Hauptaxe, also M der Mit- 
telpunkt zwischen der Hyperbel QDEF 
und der links ihr entgegengesetzt liegen- 
den Hyperbel Für den Uyperbelpnnkt 
D ist also EG = X, ,WC = «, GD = g. 

Fig. 718. 



/K H' 




Berührt AS die Hyperbel in D und ist 
DW normal auf AS, so ist DT die Tan- 
gente, DH die Normale, TG die 
Subtangente und HG die Snbnor- 
male. 

Bd. II. , pag. 185 sind die allgemeinen 
Formeln für die genannten 4 Linien an- 
gegebön. 

Nun bat man ans Gl. 14: 
a-|- * 


'■-U 


f 


a‘ g 

„ _c*^ 


Ton No. 1 Dis No. 4 anfgestellten Qiei- 


AIso die trigonometrische Tangente des 
ZDTG = 

c* a -p X 

a = -j 

a* y 

Subtangente TC = 

JL- /f- »* 

8y " /*x e* a + X 


( 20 ) 


( 21 ) 


Dr 
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Tangent» DT=j^-\l+ {fxf = | j) + (« + *)’| 




f 


Snbnormale GH = fx • fx = (o + x) 


,~T. 1 


Normale DH = fxyi i (fx'f = — V + {'•’ + **) !>’ 


( 22 ) 

(23) 

(24) 


lat Dty der Krümmungshalbmesaei r für D, so hat man nach Bd. 11., pag. 
188, Gl. 9 bis 11, nämlich nach Ol. 9: 


[l+CTa-)*]* , [«V + «*(<» + *)’!* 

*■“ Tx C*«« 

Nach Gl. 10, die Abscisse 


EJ = a-x~l^^-f'x 

f X 

Nach Gl. 11 die Ordinate 


, ,, , .(«^’)»’+c‘ 
= *+(» + *) 




(25) 


(26) 


(27) 


Nimmt man die Abscissen vom Mittel- 2. dal» die Different »wischen der Sub- 
pnnkt M der Hyperbel als Anfangspunkt, tangente und der Abscisse eine jauche 
so bat man Länge ist; die Hyperbel ist als Beispiel 

FG — mG—ME genommen und nachgewiesen, daf» ihr 

j eine Asymptote »ukommt und dieselbe 

oder x-u—a für die der Hyperbel tu Grunde liegende 

Gleichung 15 ist Gleichung y’ = a’x ä’x* construirt. Es 

ist ohne Hülfe der Differentialrechnung 
' ' gefunden , 

und es ist nun statt Formel 20 bis 27 : Snbtange — Abscisse = 2 * 

® e -b2»x 

(28) a’ 


|fl « = 

^ n* y 


Subtangente TG = - 


«•-o» 


(29) 


Tangente DT = -- i '(«’+«’)“’-<•* (30) 

Ist(Fig. 718) ML die Asymptote, so 
Subnormale GH = - * (31) ist E der Anfanmpnnkt der Abscisse. 

a* ¥ der Aufangspunit der Asymptote, aUo; 

Normale DM = ^ iV+o”) »’-«♦ (32) Snbtg. - x = ME= 

Soll die Gleichung y* = o'x -t- 4'x* in 
(33) die Form von 01. 14 gebracht werden, 
so ist tu setsen 

für o' der Werth -^•2<i = 2 — 

A* a 


■-ü^+24' 

9 

woraus für a; = «o diese Different = 


2k' 


r^DW = 


(a*y* + e*u*)^ 


a*c* 


'b c® 

die Abscisse EJ = - — -j— «*— < 

<p 


also die Abscisse MJ = 


o’ + e* 


(34) 


für 4' der Werth 
Es ist demnach 

2i! 


(36) 


Die Ordinate WJ bleibt wie Formel 27. 

7. In dem Art. .Asymptote* mit 
Fig. 100 sind die Bedingungen erwiesen, /gg - . 

unter welchen eine , Gurre eine Asymp- , 

tote bat; diese sind: *a’ 

1. dals die Gurre eine unendlich grofse folglich ist der Anfangspunkt der Asymp- 
Abscisse auläist und tote der Mittelpunkt beider Hyperbeln. 


Digitized by Google 


Hyperbel. 


267 


Hyperbel. 


Der ^LME^S der Asymptote mit Errichtet man aiso in £ auf der Axe 
der Axe ist in dem AufsaU |;eriinden eine Normale £iV = der balceo Nebenaxe 
»llKomein gellenden ^ ^ j * 

Snbtangente (TC)x j' (OrC) = y in der durch MN gesogenen geraden Li- 
hierein die Worthe gesetst und entwickelt : t*'® Asymptote ML. 


- + 24’ 

^ _ X 



8. Man findet die Lage der Asymptote 
auch ans den Gleichungen 29 und 28. 
Nach Gl. 29 ist 

||S — 

Snbtangente OT= = i* 


Für X X ae entsteht 
2 <>' 

•9r = = 1 * 


2|l 


daher Subtg. — » = — — 

für » = 00 ist also Subtg. — » = 0 
also nach der Bexeichnung von Gi. 14 oder Subtg. = • (37) 

, /30\ Es hat mithin die Asymptote ihren 

" ~ a ^ ‘ Anfangspunkt in M. 


Nach Gl. 28 ist o = ' 

fl y » 


• 1 w‘- 




Für u= 00 wird n su i und es ist also (wie Formel 36) <yd = — 

9. Desgleichen findet man die Lage der Asymptote aus Gl. 21 und 20. Nach 
Gl. 21 ist 

o* y’ o> y* — (oc’x + e’x*) 

Subtg. - Abscisse = ^ - * = e»(äT 7 ) 

c* (2flx + **)’* («^'* 4* c*j*) ax fl 


c* (o + x) 


fl Hh X 


■fl 


Für x= 00 ist aUo die Differenz zwischen der Subtangente and der Absciase 
X = fl = ME. 


NacluOl. 20 ist 


tga 


c* a + X 


1+ X 


— \'2 ax + X* 


4+1 




also für X = 00 ist <j if = — . 


10. Jede ans dem Mittelpunkt M durch 
einen Hyperbeljpunkt wie D gezogene 

G erade Linie MO ist ein Durchmesser 
er Hyperbel (s. .Durchmesser* 
mit Fig. 582 und 583), d. h diese Linie 
zur Abscissenlinie genommen, existiren 
Ordinalen PQ unter einem constanten 
Z die alle von der .Abscissenlinie MO 
halbirt werden. DieOrdinaten sind simmt- 
lich der Tangente LS für den Dnrch- 


schnittspunkt des Dnrchmessers mit der 
Hyperbel, und wenn ML nnd MX die 
beiden Asymptoten der Hyperbel sind, 
so ist die zwischen beiden belegene Tan- 
gente LS der zu MD coordinirte oder 
conjugirte Durchmesser nnd wird 
in dem Punkt D halbirt. 

Dals diese Haibirnng statt findet, dafs 
also DL — DS erweist sieh folgender Art. 

Bei der Bezeichnung Fig. 718 bat man 


also 


MD ; DS = siw MSD ; sin DMS = rin 
MD: DL =■ sin MLD : sin LMD = sin 

sin (y -Fd) sin(y-J) 


(y -F J) : sin (d -F ij) 
(y-d):sin(d-y) 
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Eb ist also au beweisen, dafs die bei- 
den letalen Glieder der Proportion ein- 
ander gleich sind, oder mit anderen Wor- 
ten: au untersuchen, in welchem Ver- 
hältnira die Winkel y und ij an d stehen 
müssen, damit beide Quotienten einan- 
der gleich werden: 

Usn hat demnach an nnteranchen daa 
VerhältniTs 

Die Klammern aufgelöst nnd gehoben, 
erhält man 

ifn ’J - cos y • ca$ n : coa • »i» )' ■ »•* ”1 
oder (j ’d : »J y ■ <J M 

c 

Nun ist Formel 3G: fj d = — 

0 

Ans Formel 28 der Z y, wenn er der- 
jenige Winkel ist, den die Tangente an 
D, für DG = y nnd MC = « mit der Aae 

bildet = -, • — 

“ * 

Mithin hat man für die Gleichheit Ton 


LD und SD 

c* c* « , 

u DG 

woraus 

Es ist mithin LD = SD. 

11. Um nachauweisen , dafs jede mit 
der Tangente in D parallele Ordinate wie 
QP durch den Durchmesser MO halbirt 
wird, dais also RQ= RP, kann man auf 
die rechtwinklin Coordinatengleichnng 
15 aurürkgehen: Denkt man sich die Lothe 
QQ' und PP“ anf die Ajre MJ gefällt, so 
ist nach 'Gl. 15 

(OP? [(«(?■)’-«’] 

und (PO’ = -’,[(«!’? -<»*J 

Beaeichnet man die Abscisse MR mit 
«, die Ordinalen RQ nnd RP mit y, und 
y, so bat man 


QQ’ = QR li» y + MR li« rj = y, «•« y + »*, »•« 2 
PP’ * PR liw y - MR «in 2 = »i »•» y “ *'« 2 

«ß’= MRcoty+ QR eoM y = «, eoi IJ + y, coa y 
MP' = MR cof ri-PRc<»y = u, eo$ , - y, n>i y 
Demnach hat man die ücbereinstimmung der beiden Gleichungen au erweisen : 

{y, iin y + •*» *1 + y» 3')* “ 

(y, sin y - w, sin :,)• = p |(«, cos i, - y> cos y)» - o>] 

Odor au ermitteln, unter welchem Vorhältnifs awiseben den Winkeln y und ij, 
indem man y, = y, »«t*!, folgende Gloichnng besteht 

(y sin y ± « sin i|)> = ((« cos .j ± y cos y)« - n*j 


oder geordnet: 

(«’ sin ’y - c cos 



(38) 


Diese Gleichung kann aber nur beste- 
hen , wenn das mit 2 Voraoichen Torse- 
hene Glied Torschwindot, wenn also 
o’ sin I) sin y — c’ cos IJ cos y = 0 

oder wenn -^ = 2 • y (®®) 

“ DC y 
Nun ist *$n = jfQ=~i 

folglich ist für die Gleichheit aon RP 
und RQ 

»jy = -.--- 

» ' O« y 


Es ist also (nach Formel 28) y der 
Winket, den die Tangente in D mit der 
Axe bildet. 

Setat man den Coordinatenwinkel QRO 
= <)c, so ist <jP = y — IJ. 

Man erhält also <p durch ij ansgedrückt 
wenn man in die Gleichung = »j 2' y 
den Werth Ton ip einführt. 

Dann ist -a = <y 2 • ‘J (f + 2) 

0* 


woraus 


e* - a* ly *2 C* cos *ij — a* sin »ij 
'ff- (a»+e’)*S'2 “ («• + c’) sin ij- cos 1 } 


( 41 ) 
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Dnrch Cmformane eibilt man noch 
die Formel für den Coordinatenwinkel 


(c* coi *ij — o’ «in *1))* 


1 «) 


flM - ... , . I 

^ tr »»« + e* COI 

12. Um eine schiefwinklige Coordina- 
tengleichung iwischen QR = y, und MR 
= u, herzustellen hat nun aus t>ieichiing39 
c’ 

woraus durch Umformungen 


Hyperbel. 


C* ■ COI '/) 

o* sin *i) + e*co$ ’i| 
* • lin ’i) 


(«) 

COI y = , ■ I ~r ' — r 

o* iin + €* cot *jj 
Setzt man diese Werthe in die Ooordi- 
natengleichnng No. II mit fortgelassenem 
Gliede *(<i’ lin i| lin )• — c* coi ij roi jO Jr«, 
so erhält man rcdiicirt und geordnet: 


. o‘ lin *1) + c‘ COI ’ij , . 

»■’ = — „»c> "c« 


a* lin ’/) + c* coi’i) 
COI *iT— rt* iin*rt 


( 45 ) 


In dieser Gleichung ist also MR = ti,; 
f{Q = Rr=y, MF. = a, EN = r. 

Setzt man in diese Gleichung y, = 0, 
so erhäit man für MR — w, den Durch- 
messer MD = a, 
nämlich 


MD* = a> = - 


(46) 


'ij — rt* IlH ^r] 

12. Um den conjugirten (hallien) Durch- 
messer DL = c, gleichfalls wie n, durch 
die Axen a, e nnd den Zq auszudrücken 
hat man No. 10: 


DM : DL = a , : c, = lin (y — J) : lin (J — y) 

iin(J — i|) COI ij • (y d— lin i[ 

•IU 9 r, = ^ = . — ■“ . 

««()'— ff) stny—cotylgo 

Nucb F«rmH 36 ist J = — , daher ist 


r cot n — rt ttn n 

C, SS — : — — rt, 


r cot rj ^ a titi ij 


see y • 


nsiny'-ccoty a tg y — c 

c* c* cot n . « . ' 

Nach Formel 39 Ut <o y = - , coi n = — ^ • \ mithin 

^ ' rt* tiM ri 

c cot ij — rt tin II rt 

c, = ICC y rt, = — rt, • «I« ij ICC y 

cot n ' c 

• — ■ —e 

a tifi 

Setzt man für n, seinen Werth ans Formel 46 und aus Formel 39: 

1 t ( c* cos n\* , V«* JIM *»j + e* cos *i| 

fccysr I l-= • I + 1 = 5 ^. 

r ' «■ tiii >}' rt* iiii fj 


(47) 


so erhält man 
nnd redueirt 


•,* = -, Hrt *1^ • -y- 
r* f 


n* c* 


o* lin + c* COI ’i) 


c’ COI *ij — o’ lin 'y 


a' iin 'y 


, _ B* lin *)j c* COI ’y 
' c’ COI *i; — o’ lin 'i; 


(48) 


13. Han bemerkt, dals der Werth von 
c,* = ist dem letzten Gliede der Gleichung 
45. Diridirt man c,’ dnrch o.’ (Formel 
48 durch Formel 46), so erhält man den 
t'oeflicienten des ersten Gliedes dersel- 
ben Gleichung. Man hat demnach aus 
Gl. 45. 


c,‘ . 


oder 




(49) 


welche mit Gl. 15, wenn statt der Dnrch- 
messer a,; c, die Axen a; c gegeben sind, 
übereinstimmt. 

Ebenso entsteht mit Gleichung 14 über- 
einstimmend, wenn man DR = x, setzt : 

y,«= -'’.(2 b,x, + V) (50) 

rt,* 

14. Verbiudet man Formel 46 und 46 
durch Multiplicatioo, so erhält man 

rt * ttit *1; -h c* COI 
(C* CM *11 — fl* tili *lj)* 


► c,* = rt*c* • j , 

' /«?■ rtk» tii — «• j 
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Der letite Brnchfaetor ist oach Formel 


hieraos a,’ c,’ »t« = a’ c* 

oder a, c, <•« <f =ac (51) 

D. h. dasProdact sweiereoordi- 
nirter Halbmesser io den Sinns 
des von i hnen gebildeten Winkels 
ist coustant, also eleich dem Pro- 
duct der beiden halben coordi- 
nirten Axen. 

Nun ist MD = a,-, ^S = 2c, Z. MDS = ^ 
folglich a, • c, • iin (f = M LS 
Es ist alsojedesAwie MLS zwi- 
schen den beiden Asymptoten and 
einer Tangente constant = dem 
Axendieieck 2xM/viV, oder wenn 
man NE bis A" in MX verlängert 
denkt = dem AWAA'. 

15. Ans Formel 46 und 48 erhält man 


- C.*= “L*!.- (52) 
C’COf 'q — 0*^,1! Sq 

Schreibt man für o'c* den Werth 
o’ c> sin ’ij o’ c> CO» ’ij, addirt nnd re- 
ducirt, so erhält man: 

n,»-c,* = a*-c’ (53) 

D. h. die Differenz der Qnadrate 
je zweier coordi nirten Halbmesser 
ist constant nnd = der Differenz 
der Quadrate beider halben Axen. 


16. Die Hyperbel ist eine Kegelschnitts- 
linie nnd es kommt auch dieser, wie der 
Parabel nnd der Ellipse ein Brennpunkt, 
oder vielmehr: es kommen den beiden 
zusammengehörenden Hyperbeln auch 2 
znsanimengehürige Brennpunkte zu. Die- 
ser Gegenstand ist in dem Wörterbuch 
schon behandelt in den Art. .Brenn- 

S unkt der Hyperbel, Brennpunkte 
er Kegelschnitte“. In diesem letz- 
ten Aufsatz: die Brennpunkte der Hy- 
perbel in No. 3, pag. 423 bis. No. 6, pag. 
425, mit Fig. 258 und 259. 

Das Wesentlichste hiervon mit Bezug 
auf Fig. 719 zusammengestollt ist fol- 
gendes: 

K,E’ sind die Scheitel beider zusam- 


Fig 719. 



mengehörigen Hyperbeln, M deren Mit- 
telpunkt, iHE = ME' = a. Zur Bestim- 
mung der Brennpunkte B,B' ist 


AfB = »«■ = v'We» + AE* = = * = MiV 


(N£, NE, MN s. Fig. 718). 

MB = MB’ = JfA = eheifst die Excen- 
tricität der Hyperbel. 

Zwei gerade Linien von beiden Brenn- 
pnnkten nach irgend einem Hyperbel- 
punkt D, nämlich BD und BfD heifsen 
zusammengehörige Brennatrah- 
len, und es ist jedesmal deren Diiferenz 
B'D — BD = EE’ = 2a (54) 

lat DT die Tangente in D, so ist 

ZBDT= ZB'DT (56) 

Ist H die Abscisse für den Punkt D 
«C Fig. 718) so ist 

B'D=-^a (57) 

o 

€U 

BD = a (58) 

a 

17. Verlängert man eine Ordinate bis 
znr Asymptote, wie GD bis (/, so ist 
überall 

Ol/s -. Ofl» constant = EN' = c* (59) 
Denn es ist MEiEN=MG :GV 


oder a I c = « ; GV 

c 

woraus QU = — v 

« 

also (GV)>=—.m' 

o* 

Es ist aber GD' = y* = («’ — a*) 

daher GU* — ^ n* = c* 

o* 

18. Zieht man aus einem Hyperbel- 
pnnkt D eine grade Linie DV bis zur 
nächsten Asymptote ^ mit der zweiten 
Asymptote MX, so ist WFxDP con- 
stant und zwar wenn EZ ebenfalls MX-, 
MV-/.DV=Mly.EZ = it' 

Um zuerst zu beweisen , dafs Jf Z x EZ 
— Je’ bat man 
da EZ + MX 

Z?‘ME = zZEM 
daher MZ = EZ 

nnd 

AfZ X £Z = AfZ* = (*JlfJV)»=i(o>-bc*) = J«’ 
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Beieichnet man DV mit v, MV mit a Nun iat VG=MVtini = (,i + v)sinJ 
so ist, da ^^UDVro^^NEZ und wenn man von V anf DU eine Nor- 
und EZ = NZ “ale «'l* ‘■«nkt, 

auch DV = VV UD = iVVii*i = ‘ix> «in J 

Ät/ = Ä K-f t/K= 1 -f » mithin 


also 


DG=VO ~UD=i{%-t)tin3 


Hieraus UG* — DCP = |(s -(■ e)’ — (» - »)’] lia *J = dse li» ’J 

EN^ c’ 

oder nach Formel 59 c’ = 4ir si« *J = 4»r • = 4sr • -j 

4/ A* e’ 




woraus »c = 
und folglich 

«»'xöl'=s.» = l** (CO) Setit man (Fi(f. 718) ßC = ^, 00 = y, 

Uan nennt je’ die Poteni der Hy- so ist Bogen EU = l 


perbel und die Gleichung s •« = le* die und Bogen ED 
Gleichung der Hyperbel zwischen , r* /n + xV' 

ihren Asymptoten. / 




19. Rectificatioii der Hyperbel. 
Die allgemeine Rectihcationsformel, Bd.II. 
pag. 191 ist: 


'-ü' 


:/i 


a* 2ax 


Nun ist |f* = (2ax + X*) 


daher ^ = 
öx 


fl + * 

y 


Diese Formel ist nicht sii integrireii. ^ 
Nimmt man dagegen Formel 15 

Sr’ = ^(«’-o’) 

, , 0y e’ « 

so hat man _ = -i • — 

0« o* « 


also 

SX 

Oh 


’ 1 / . a* 

- l /i a. .5^ . 1 \ •* _ l/V-|-c’)H*-a*_ y* a‘ + c> 

y ^ a‘ y»“l ‘+0* o»(H»-a^-r7^-sr- 

Diese Formel ist nnr zu integriren, wenn man die Wurzel im Zähler in eine 

Reihe auflöst. Setzt man zur Vereinfachung = n’ so ist 

o’ -f- c* 

x= 

* P'h’ — a’ 

Man entwickelt die Reihe aus dem Zähler durch directe succesaire Wurzel- 
ausziehung und erhält 

■ I »*"* 1-1 w<g« 1-1-3 «■g» 

~ * u 2-4' H» 2.4-C' 

Man hat demnach 


2.4-6-S 


1 = **^ *‘ /* Ob _ H* o* Ou a* /» 8« 

*,/b|b»^o* 

Nun ist 


B t b’ 


: = — arc ttc - 


/ ;^ Ob i V J 

B’|V“-^a> 2a» ‘ 
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<irc »*e — 


r 1-3 1-3 u 

‘ o’ 2.4 o*u’ ^ 2 • 4 • a* a 

/ * _ V'w« - o» 1-5 1.3-5 la‘-a> 1-3-5 

a*»* '^4.6‘ a*u* 2 • 4 • 6 ‘ a^ u*' 2.4-e • a» 

0 . s w. 

Da der Bogen vom Scheitel anfangt, so ist er r: 0 für ii=: n. Da nun die In* ' 
tegrale entweder den Kactor — oder den Factor bal>en, so wird jedes 

Integral =0 für « = a und die Constante fallt fort. 

Die Wertbe sainmtlicher Integrale zusammengestellt ergeben den Rogen 

iV-rt»!' «* fl» 1 

.•iJi" («. • 1 ■ „.+ 8 • „>) 

-l I + 1'< «’+ jj«"* + g fj’ß, tl“ f . . ..] I 


I Ha* arc trc ■- 


20, Quailratnr der Hyperbel. Die nllgeiiieine Qii:idr:i(urrurniel für recht- 
«inkÜKe (.'onnlineten siebt Bd. II., pag. 102 
F=fs . 8x + C 


Nnn ist 


-j (2ax + I*) 


Uitbin ist die Ebene F.DG 


ZDG= y".l.|/(2, 


OX+ X*) 


Nach der allgemeinen Integralfomiel 

r r» « h-\-2cx .-r ; h* , /6f2rjr ;_\ 

/| 6a* -f cs* = — V ** + cs* - ■ f« ^ -- -t t 6x d fx»j 

hat man 

F = — ^ + ar* — \a* /« (a -f + \ 2as + a-*) -f cj 

Für ar = 0 wird F=0, man bat also zur Bestimmung der Constaute 
0 = — jrt» • /n fl 4 C 
woraus C = + • ln a 

nod vollständig 


.1 ,/2arTT> - 1«> ./»(“ + " + 

man x = « — a so erhält man 


(CI) 

(62) 


21. Es ist A DMG = ^ (a + *) y = Jtijr 


= ^(a + *) | 2«x + ** = — • I 'k»- n» 

Zieht man hierron ab die Ebene F=EDG (Formel 61 — 62), so erhält man 
die iwiscben den geraden ME, M D und dem Bogen ED liegende Fläche 

(63) 

22. Setzt man (wie No. 11, Formel 46) den Durchmesser JUD=a, so ist MG 
= (n + x) = n, rof ij; und da zugleich ('2ax + x* = ^ y = n, iih t;, so bat man nach 
Formel 63 

a, a sin y + c cot y 


„„„ , , « + x + l2nx + x> ii + lw’-o* 

MDE = Jac . toifn - — - ---=:^ac. hgn — 


Ebene MDE = Jac logn - 
Ebene MDE — |ac logn 


(64) 


oy + c (o + x) 


oder 


(65) 
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23. Mnltiplieirt man Zähler nnd Nen- 
ner in 

log . _ rty .p P (a .f. x) 

ac 

KO entsteht 

c» (a a )^ - a» 

Bc[c(a-i-x)-ay] 

Schreibt man für (a -l- *)> den Worth 
so bat man den Zähler 

c* n* — a* y* = c*a* “ a* ■ .^(«*“a*)=a*c* 

Mithin hat man den log in C5 

a’ c* , ac 

'09 • r-.- I -N_..ö = '* J 


c (a -f ») — ay 

( 66 ) 


ac [c(a-l-i) — ay] 
nnd 

. ac 

Ebene MDE= lacln — ; — r 

’ c (a -I- x) - ay 

24. Ist (Fig. 719) B der Brennpunkt, 
also MB = e, und denkt man sich an D 
die Ordinate DO nnd die Linie DM wie 
Fig. 718, 

so ist A MDB — Sect. MDE = Ebene EDB 
oder 

Ebene EDB-= Jcy - Jacfa 

ac 

= lcy-iac/a^~^J 

25. Ans No. 18 hat man 

DVxMV = E7.y.MZ 
Da nnn in den beiden Dreiecken MDV 
nnd MEZ, die Winkel bei V nnd Z ein- 
ander gleich, sind so ist 

tsMDV-.l\ME7j=DVy,MVzzEZ,%MZ 
woraus l^MDY^tüMEZ (68) 

beides von Ebene MEDV = MEDV 
bleibt Ebene ÄDE= Ebene DKZF (69) 

26. Diese Ebene DEZV läfst sich auch 
durch die Linien DV = v nnd MV=i 
(s. Formel 60) ansdrücken : 

Es ist nämlich 

av ■. GM = EN ■. EM 
oder GU ;a + x = c-.a 

worans GV = (a + x) 

A 

Nnn isj 

DV:=GV-y=-{a+x)-y = ^^^^’f- 

O (t 

Da nnn zugleich 

DÜ:DV=EN:EZ 
oder DU : o = c : ^e 

2cc c (a -b x) — a y 


Folglich nach Formel 69 
Ebene DEZ V = jac lag • ^ (70) 

Setzt mau in Formel 70 für « den 
Werth aus Formel 60 = { • -^ so hat man 
noch 

Ebene DEZ V = Jac log • ^ (71) 

27. Es ist a = e cot if 

c = e tia (f (s. No. 16) 
hieraus jac = ^’nnif>cotif=^’tia2<f 
Mithin 

Ebene DEZ K= Je* ti» 2J- /oj— (72) 

Bei der gleichseitigen Hyperbel 
ist (f = 45“. 

Man hat demnach für diese 


2s 


Ebene DEZ V = ie’ log — 


(73) 


so ist 


DU: 


Hiermit Formel 66 yerbnnden gibt 

Ebene MDE = 4 ac log • — 

’ ‘'2» 

ra. . 


Diese Eigenschaft der gleichseitigen 
Hyperbel, dafs die Ebenen zwischen der 
Asymptote und der hyperbolischen Linie 
nnr durch den natürlichen Loj^arithmus 
der Abscissen und die Excentneität der 
Hyperbel als Constante bestimmt werden 
ist der Grund, dafs die natürlichen 
Logarithmen auch hyperbolische 
Logarithmen genannt werden. 

28. Es sei Z die eine, s eine zweite 
von M aus auf die Asymptote genom- 
mene Abscisse, so ist der Flächenraum 

2Z 

für die erste = fe’ ln — 
e 

2s 

für die zweite =e^lm — 
e 

der Unterschied ist 

= = (74) 

Ist demnach das Verhiltnifs Z ; s als 
eine constante Grölse gegeben, so ist 
2 

anch ln — constant und die ünter- 
z 

schiede je zweier Flächenränme 
für dasselbe Verhältnifs zweier 
beliebiger Abscissen sind einan- 
der gleich. 

29. BestimmnngderUmdrehnngs- 
flächen. 

Bd. II., pag. 194 steht die allgemeine 
Formel für rechtwinklige Coordinaten 

c../,)/r7(|i)'+c 

Legt man Formel 15 zu Qmnde 
18 
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io ist 


ö y _ c’ «« 
Ö» ~ o’ y 


Nan ist die Oberdiche, welche ent- 
steht, wenn der hyperbolische Bogen RD 
um die Axe sich dreht: 


Fu = i„fyyi + = | 

= 2.7 y'j/ ~ («> _ o)» + ^ • 9« = 2o - ö* 9e 

Nun iat yi'e* «* — 5»i = ~ | V «* — <i* — ~ /« («« + «* — <H) + C 

Fdr M = a wird F=0 mithin btt man das / für n = a 


0 = ^ /n[ea+ a* — o*] + C 


OC Or 

c = - Y + — /n (e + c) tf 


woraus 

and das ToUständige Integral 


30. Für die Umdrehung des Bogens ED um eine in M auf der Axe befind- 
liche Normale ist 

F=27/.| l + (g^ Dy 

== 2u /i. I ' t -p ^ ^ 9y = 8» 




] 


Für y = 0 wird F=0 mithin 

0 = 2oa • ^ f« e* + C 
2e 


mithin vollständig und reducirt 

F= no [O'«' »’ +?+ ^ 


(76) 


31. Für die Umdrehung des Bogens gleichnne gehörende Abscisse ist aber 
ED um die Asymptote ML ist die Ab- JfK-|- BVcos (2rf), die sugehörin recht- 
scisse =Mt', die Ordinate r; VD; beide winklige Ordinate = DKsin 2iT. ^leich- 
bilden schiefwinklige Coordinaten. net man nun MV mit x, DV mit y, so 

Die sur recbtvnnkligen Coordinaten- bat man nach No. 30 die ()uadraturfomiel 


F=2nyyiin (2d) 



[9 (y li» 2<))3 * 
[9(*-f ycof2d)]’ 


9 (x -|- y cos 2d) 


= infy sin (2S) V [9 (y st» 2cT)]* -b [9 (x -f- y co» 24)]’ 

und die Klammern aufgelöst 

F= 2rrfy sin (24) ) ( 9y)* -j- (9x)> -f- 29x • 9y co s (24) 

= 2ff/y ^ + 1 + 2 coj (2rf) öx 

gS 

Nun Ist X • y = 1«’, also S — ^ 


und 


^ «’ 

9x = ~i? 
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( 1 ) 


X 


lii» 26 = 2 «in J • co$6 — 2 • = 2 — • — = 2 — 

NM NM e e e’ 

c« 2^ = c. V - ,i„ V 

\MN> \MnI e> 

Diese Werthe in die Formel für F gesetzt gibt 

= » ^J'~i K'«*-8(a»-c*)*»+16x« dx 

Um diese Formel integriren zu können, setze «* = * 
dann ist 2* Dar = 8s 
ft % 

woraus 8x = — und 

2x 

p oc r\ 

” Sy - 8 (o« - c») S + 16s» . 8s 

Es kann hierfür folgende Rednctionsformel angewendet werden: 

^ X (m _ 1 a (m — 1) 

f-^x (« + *^ + cx^” hx + (a + + cx*f bx 

Hier ist a = ; 6 = — 8 (n* — c*); c=I6; n = ^; m = 2, x — t. 

Setzt man zur Abkürzung die Wnrzelgröfse = W, also 

F=.‘ißvW 

sohatman y"A 8, py,/ s.J 

Nun ist das erste Intögral in Formel 2: 

yiy„-8. = V»r + .y^_4(..-c >, ß 

Das zweite Integral in Formel 2 

/yw 8. = :i£±pL‘ y,r+ 

die Werthe aus 3 und 4 in 2 substituirt, und für 1F4 der Werth 
Wy^W geschrieben, so erhält man 

Nuniat f^ = - ^ 


w 


(*) 


( 3 ) 


( 4 ) 


und 


/ '9* 

= i /n [- (a» - c«) + 4s + V »n 


Mithin, wenn man den Zähler im ersten Integral mit 2 dividirt und log 2 mit 
zur Constante rechnet: « ««y ^ mn 

■f = ^ KH'+ 4(,«-a.)l„ 

+ 4«3/ii[-(o>-c»)+4s + l^»rH-C * 

Zur Bestimmung der Constante hat man F = 0 
wenn x = MZ = ^ ist. 

y = £Z =; ^ also sc ^e* 

und »F = c<-8 (a*-e>)4e>+16(Y) =2e^-2a»e>4-2c*e’ = 4c’«® 

Mithin ist 


18 * 


..*a-- -A&m ... 
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0 = ( - 8c« + 4 («> - c*) /« [8c (c + «)1 - 4«* In [2e (c+ «)] + C 

Also ToUstiindig und durch x ausgedrnckt: 

Tiac r « . e* — 4 (fl* — c^ *’ + e’ 1 ly 

2c (c + e) J 

W bedeutet «* - 8 (o’ - c*) *> + 16** 

Für die gleichseitige Hyperbel ist a = r, e = <iv'2, demnach 

F- ” »• [2 .2 - + 2 ln 

F--J-B |2|2 +2t" „S(i^,/2) J 

32. Cubatur der Hyperbel. 

Der hyperbolische Körper, welcher durch die Umdrehung der Ebene DEO um 
die Aie enUteht, ist nach der Bd. II , pag. 196 anfgeatellten allgemeinen Cuba- 
turfonnel 

K = o/ji’ 8x ^ 

= n J ^ (2a* + a-*) 8* = n ^ C/2®* 8* +/*’ 8*] 

= n ^ (a*’ + i**) + C 


( 77 ) 


(78) 


WO die Constante fortfallt, 
mithin A • in (3a + *) 


(79) 


33. Die Ebene VMED drehe sich um die Asymptote ML-, dann ist, wenn 
3fr=*, D¥=y genommen wird: 

A=n/[» «i»(2d)l»8* 

Nach No, 31 ist «in (2<f) = 2 ^ 

/a» c" , «* o ” 1 , /'S® " * r- 

mithin "i*” ‘ ' J x^ ~ 4* * 

Für * = MZ = i« wird A'=0, mithin roHstindig 


na’ na* c * 

TT 2« 


a* c’ 2* — « 


oder wenn man * = -7- schreibt : 

4y 

Ä = n^’(«-2y) (80) 

Für 9 = 0 ist ir = «), also für ein nn* 
endliches x ist als Haximalf^renze 

A = n-^ (81) 

2* 


Hyperbeln bfiherer Art. 

Aus der Gleichung für die gemeine 
Hyperbel (Hyp. erster Art) 

y’ = ^(2a* + **) 

fl 

kann die allgemeine Form abgeleitet wer- 
den; 

ay* = i* (c + *) 

Eine Hyperbel höherer Art ist diejenige, 


welcher die Gleichung entspricht: 
fly’"-*-" = 6*"’(c+®)" 

Vergleiche den Art. .Gurren, IV, 
Linien dritter und höherer Ord- 
nungen* u. s. w., pag. 184. 

Die Hyperbel erster Art heifst zum 
Unterschiede ron den anderen A pol Io- 
nische Hyperbel (Vergl. „Apoll.o- 
nische Parabel*). 

Wenn bei der gemeinen Hyperbel die 
Asymptote Abscisse ist, so ist (s. »Hy- 
perbel No. 18, Formel 60) die Coordi- 
natengleichnng *y= [e* 

In dieser Beziehung hat man höhere 
Hyperbeln ron den Gleicbungaformen 

X 9 = 0 0 

Es ist *y* = ab* eine Hyperbel 2ter Art ; 
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Hypocycloide. 


Hyperbeln 3ter Art, 

= ab* ist eine Hyperbel 4ter Art. 
u. s. w. Bei diesen sind ebenfalls die 
Asymptoten die Abscissenlinien. 

Hyperbolisch ist was sieb anf die Hy- 
irbel bezieht, als: Hyperbolisches 
onoid, welches der in dem Art „Hy- 
perbel, No. 32 berechnete Umdrehnngs- 
KÖrper ist. 

Hyperbolisches Oylindroid ist der K5r- 

E er, welcher durch die Umdrehung eines 
yperbolischen Bogens mit seinen recht- 
winkligen Ordinaten um eine durch den 
Mittelpunkt auf der Hauptaxe senkrech- 
ten Linie entsteht. Die Oberfläche des- 
selben ist berechnet in dem Art. „Hy- 
perbel“ No. 30. 

Hyperbolisches Konoid, s. „Hyper- 
bolisch“. 

Hyperbolische Logarithmen werden 
auch die natürlichen Logarithmen ge- 
nannt; die Ursach davon s. u. „Hyper- 
bel“ No. 27, pag. 273. 

Hyperboloid, s. v. w. „Hyperboli- 
sches Konoid. 


Hypocycloide. Diese unterscheidet sich 
von der Epicycloide dadurch, dafs der 
erzeugende Kreis auf einer Kreisperiphe- 
rie innerhalb derselben sich abwalzt, 
während die Epicycloide durch die Wäl- 
zung des Kreises aufserhalb anf einer 
Kreisperipherie entsteht. 

Ist (Fig. 720) C der Mittelpunkt des 
Kreises BFD vom Halbmesser BC = A, 
in welchem der Kreis AEB vom Halb- 
messer BO = r sich abwälzt und die Hy- 
pocycloide AJD beschreibt, so ist der 
Kreis BFD der Grundkreis, der Kreis 
AEB der erzeuge nde Kreis und wenn 
von dem Punkt A aus die Beschreibung 
der Hypocycloide geschehen soll, A der 
beschreibende Punkt. Es sei, wäh- 
rend dieser Abwälzung von B ans, der 
Punkt E des Kreises AEB in F gekom- 
men und der Punkt A habe den Hypo- 
cycloidenbogen AJ durchlaufen. Dann 
ist also der Bogen BE des erzeugenden 
Kreises AEB = dem Bogen BF des Grund- 
kreises. 

Von dem Kreise AEB befindet sich 
jetzt der Punkt A in J, der Mittelpunkt 
O in P, und zwar mit F und C in einer 
eräden Linie. Zeichnet man nun ans 
den Halbkreis FJH, so ist FJ das 


Hypergeometrische Reihe ist eine Reihe Stück, welches dem Bogen BE zum Halb- 
von Zahlen, deren Glieder mit den Glie- kreise fehlt, also = dem Bogen AE und 
dem einer arithmetischen Reihe den Zu- folglich Bogen HJ = dem Bogen BE. Ist 
sammenhang haben, dafs ein ntes Glied ganze Halbkreis AEB abgewälzt, so 
derselben = dem Product der erstenn Glie- befindet sich AiiiD, AJD ist die halbe 


der der arithmetischen Reihe ist. Hypocycloide, die andere ihr congruente 

2. Aus dem Art. „Facultät“ geht 
hervor, dafs jedes Glied der Reihe mit ^®Qken. 

dem Begriff Facultät gleichbedeutend Ninmt man nun CB zur Abscissenli- 
ist, denn jede gegebene arithmetische Qi® QQt fl®m Anfangspunkt A, die Ordi- 
Reihe hat die Form: 


ö, a-^bf o-t-2i, o-}-3Ä, a -j- ( m — 1)6 

Die hieraus hervorgehende hypergeo- 
metrische Reihe und die hieraus nervor- 
gehenden Facultäten sind 
a 

a X (a + 6) 
a X (a -f 6) (a -|- 26) 

ax(a + 6) (a + 26) (a -f 36) 
u. s. w. 

3. Ist die gegebene arithmetische Reihe 
1*2*3*4*5*6 .... 
so ist die hypergeometrische Reihe 
1; 1*2; 1*2«3; 1*2*3*4; 1*2*3*4»5 u. s. w, 
1*2.6 . 24 . 125 

Die Glieder der hier zum Beispiel ge- 
nommenen Reihe sind diejenigen Facul- 
täten, welche mit (1), (2), (3), (4)... oder 
1! 21 31 41 .... bezeichnet werden. 


Fig. 720. 
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Hypocycloide. 


nat«n reehtwiDkli|; «nf CB, so ist für den 
Cnrreopankt J die Abscisse AK = x, die 
Ordinate KJ = g, der Winkel BCf sei 
V't der zu J genörende Wälinngswinkel 


BGE = UPJ = tf so hat man 
AK=CS- KS-CA 

= CPco$ tft — JP cot JPQ - AC 


oder X = {R — r) cot )p — r cot {ff — ili) — (,R — 2r) { 1 ) 

ferner JK = jp + PS 

oder y = rtin {ij — ip) + (R- r) iin (2) 

und wenn man unter qr und die Bogen für den Halbmesser = 1 versteht: 
für Bogen BF =■ Bogen BE 

R<p = rq, (3) 

Den Werth = aus Gleichung 3 in die ersten beiden Gleichungen sub- 
H 

stituirt gibt 

/ r \ /R — r \ 

W 

(b) 

3. Um nun von diesen Gleichnngen auf die Untersuchung der Gurre Anwen- 
dung zu machen hat man 

9- 


: (ft - r) cot i;p) - r cos ( ?) - (ft - 2r) 
S = rtiH{‘^'^ q^+ (ft-r)iin (-^ ?) 


&<;p 

®^=r. 

Bq 

Hierans 


8y_ 

Bx 


R- 


( 8 ) 

( 7 ) 


ft"[co.(«r-’’) + "'(T'^)] 


/ft-r \ 


^•\-R-'f) 


■ lE-r \ 

. / r \ 




Um das zweite Differenzial von y zu ünden hat man 
8 »y _ _ 0^ 

Nun ist aus OL 8 

b”» 

öx ft-2r ,/ft-2r \ 

ö>-=— 

und ans 6 

1 

0- ,,)] 


Mithin 


8*y _ 


(ft — 2r)co»ee’ 


<ft-2r \ 

1'2« ’f) 


2r(ft-r).2coz(«^-b^):^..i»(^/-^).| 


ft-2r 


4r (ft - r) cot i • sin» f ) 

4. Zeichnet man die Sehne JH mit Verlängerung bis T in BC, so ist 
/iPJH=/i PHJ = 90° -i<f = Z CHT 


( 9 ) 


R~9r 


mithin Z «7A = zC«r-b i//=90'’- i// = 90'’- Jqr-b qp = 90'’- 
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Hypocycloide. 


Nnn ist, wenn man die Tangente OJ Abscissenlinie bildet, nnd die an J ge- 
an der Hypocycloide bis snr ^scissen- zogene Sehne JH ist die Tangente in J. 
linie fiC terlängert, der Winkel «, den 5. Die Subtangente KT ist nach 
sie mit CB bildet, nach Bd. II., pag. 185 ßd. II., pag. 185, Formel 1: 


/Ä - 3r \ 


(II) 


doreh die Gleichnn^ bestimmt 

für die Hypocycloide also nach Gleichung 8 
A 2r 

lg a =col — -jö — (f jection KL der bis zur Abscissenlinie CB 

Terlängerten Sehne JA', wenn sie mit CB 
oder cot (90° - a) = col a. •? * zusammentriffl : (Bd. 11. , pag. 1 85, 

' ' 2R Formel 4) 


.© 

Die Sub^ormale, nämlich die Pro- 


„ = 90'’--^AV (10) 


f)y (R-2r \ 

= STT») 


Es ist also n derselbe Winkel JTA, Die Tangente JT nach Bd. II., p. 
den die Terlängerte Sehne JH mit der 185, Formel 3: 


/8y 

Vbx 


r* + (öä’ = ( Vä-’- 0 • r 1 + ’ (-2Ä- 1) = {^f) (‘3) 


Die Normale JL (Bd. U., pag. 185, Formel 5} 
/B-2r \ 




g cotec I 


(U) 


Der in der Richtung JF befindliche Krümmungshalbmesser nach Bd. II., pag. 
188, Formel 9 




VSxV 


r.4. Vl^ 4r(«-r)c.^..in-('^%) 


Ä-2r 


4r(R-r)cos^ 


A-2r 

Die Abscisse für den Krümmnngsmittelpunkt (Bd. II., pag. 188, Formel 10) 

2 ■ \ 2« 


(15) 


Vöx/ fly_ , 
■ ■ Öx ^ 


1 + 


4r (ft — r) cot ^ lin* 


/8_M 

\8x»/ 




' cot 


/Ä-2r \ 


4r (ft - r) (jc 


/ft-2r \ 


(18) 


Die Ordinate für den Krümmnngsniitlelpnnkt (Bd. II., pag. 188, Formel 11) 


*+l8-- 


<F . / ft - 2r \ 

”"^--""i"2ft 'f) 


(17) 


_ 4r (ft - r) 

* ~ + /^j\ * ft - 2r ■ 

loi«/ 

6. Rectification der Hypocycloide. Nach der allgemeinen Rectifica- 
tionsformel, Bd. II., pag. 191. 

erhält man den Bogen 

AJ=J' 

alao naeh Formel 6 
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Hypooycloide. 

AJ = fco.^ ^ ^ y)] 9^ 

= *•• • (” ’^) • “* 1 • (" 2 '/- f) 


= 2r 


Ä-i 


4r(Ä — r) . <f 

nn - 


Ä 2 

Für g> = n wird der Halbkreis abgewälzt and es ist die halbe Hypocycloido 


( 18 ) 


4r(H-r) 

R 

4r(R-r) 




8r(R — r) . ,n — if 
.. »in’ — 7—^ 


AJD = 

Hieraas der 
Bogen DJ = 

7. Setzt man in Ql. 4 and 5 R = 2r, so entsteht 
<T ® 

* = r coi ~ — r CO# -^—0 = 0 
2 2 

CP .CO .CO 

y = r <m r #tn s 2 r #m *~ = 2r fini/' 

2 2 2 


(19) 


( 20 ) 


In dem Fall also, dab R = 2r ist, dals 
also der Pnnkt C auf A fällt, wird die 
Hypocycloide eine auf CB in A normale 
erade Linie, die Ordinate y fällt mit 
erselben znsammeii und wird mit Ab- 
wälzung des Halbkreises = R, Ä = 90'’. 

Hnotennte {vno über', Uira span- 
nen) ist die in einem reehtwinkbgen 
Dreieck dem rechten Winkel gegenüber- 
liegende Seite. 

Bypothete (»no, über, Tor, 3(iji( 
Satz). In der Uathematik die Vorans- 
setznng, die Bedingung unter wel- 
cher ein Lehrsatz (thesis) wanr ist; also 
der Vordersatz, ln dem Lehrsatz; 
In einem gleichschenkligen Dreieck sind 
die Winkel an der Qrnndlinie einander 
gleich, ist; 

Die Gleichheit zweier Seiten eines 
Dreiecks die Hypothesis, die Gleich- 
heit der beiden Seiten anliegenden Win- 
kel die Thesis. 

Hypothese in den Naturwissenschaf- 
ten ist eine Annahme über die physi- 
sche Beschaffenheit eines Stoffs oder 
über die Wirkungsgesetze einer Kraft; 
in letzter Beziehung hat sie Wichtigkeit 
für die angewandte Mathematik. Eine 
Hypothese wird jederzeit aufgestellt als 


das Product der Erfahrung bei Beobach- 
tung einer Menge von Ktscheinnngen 
einerlei Ursprungs; sie ist die Grundlage 
einer oft senr umftmgreichen Theorie und 
gilt SU lange als richtig, bis ans neueren 
Erfahrungen oder Forschungen entweder 
die Unrichtigkeit derselben erwiesen oder 
eine wahrscheinlichere Annahme gegen 
die vorherige sich Bahn macht. 

Eine der vortrefflichsten Hypothesen 
der Neuzeit über die physische Beschaf- 
fenheit des Stoffs, ein Product des mensch- 
lichen Forschergebtes ist die Atomen- 
theorie (s. .Atom, Atomgewicht, 
Atomvolum“). 

ln dem Art.; .Festigkeit* ist pag. 
82 von 3 verschiedenen Hypothesen über 
den Vorgang beim Bruch starrer Körper 
die Rede, auf welche die Theorie der re- 
lativen Festigkeit gegründet ist. 

Die uralte Hypothese, dafs die Sonne 
und alle Gestirne um die Erde sich dre- 
hen, welche der Augenschein hervor- 
brachte, hat Jahrtausende hindurch ge- 
ölten, bis Copernicus deren Unrichtig- 
oit nachwies. Die von Newton anfge- 
stellte Hypothese über die Attractions- 
gesetze, das Ergebnifs von Beobachtungen, 
Berochnnngen und Vergleichungen, wird 
sich auf ewige Zeilen bewähreu. 
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I ist du Zeichen für Flächen- and 
Körperinhalt ; früher war I »Utt / das 
Zeichen für Integral, i ist du allge- 
meine Zeichen für s. „Imaginäre 
Gröfsen“. 

Idestiich ist Ein und dasselbe, wenn 
es mehrere Male entweder da ist, oder 
gedacht werden soll. In der Arithmetik 
ist identisch was in der Geometrie con- 
gruent ist, also gleich nnd gleichartig 
oder gleich grofs und ron gleicher form. 
Der OrundsaU: Jede Grüfse ist sich selbst 
gleich, gibt den einfachsten identischen 
Sati oder die einfachste identische Olei- 
chnng: A = A, welche oft in der Ele- 
inentargeometrie an einem Beweise er- 
forderlich ist. Z. B. in dem Art. ; „ A x i o m , 
pag. 263 an Fig. 152 heilst es: Es ist 
nach Voraussetzung AC=AB 

nach Construction AF=AG 

vermöge Grundsatz ^A^^A 

folglich A-fCFKA.dfiC 

Blofse Gleichheit gibt keine Identität. 


Die Gleichung o’ - 5* = (» + *) (* — 
ist keine identische Gleichung; sie kann 
aber wie jede andere analytische Glei- 
chung zu einer identischen Ol. umge- 
formt werden. 

Ikoueder ist einer der 5 vieleckigen 
regulären Körper oder Pol^der, welche 
zur Untersuchung ihrer Eigenschaften 
einen Artikel in diesem Wörterbuch er- 
halten sollen. 

Das Ikosaeder wird von 20 regelmäfsi- 
gen Dreiecksflächen oingeschlossen ,_ es 
Bat sogleich grofse Kanten und 12 fünf- 
flächige Ecken mit 60 ebenen Winkeln. 

Bedeuten m, n, iV, o, A, r und H das- 
selbe wie in dem Art.: „Dodekaeder“, 
so ist hier 

m = 5; i» = 3; IV = 20 
180° 

K m roj36°_^-fl_5 

T ~ ~l8Ö^ “ »Tn 6’Ö° " 's I 3 

»in 

n 

a= 138° 11' 23” 


V 


Ä = ** -f- • 1* 1 iÖ+TFö = 0,951 0565 y A 

r = *A Ij “ • cot 60° = r-r (3 + V 5) A y 3 = 0,755 7613 X A 

Ä = r = p 1 ■3'^2 f5) = 1,258 4087 X r 

cot 60 

r = «— ^ = äI/— — =0,794 6435 XR 
A = 2 Rcot ^ . col36°= R 1 = 1.051 <620 x R 


A = 2r cot -l- • fj 60° = (3-1 5) ry'3 =1,323 1691 Xr 

i 

i 

J 
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= t*’ t 3 = 0,433 0127 X *» 

= i'o (5-15) Ä' 13 = 0,478 7270 X Ä» 

= 1(7 - 3 1 5) r> 1 3 = 0,758 1084 X r* 

= A(3 + V5)*‘ =2,181 6950 x*> 

= Ü«A' • Ä* rol* . co(> CO” . rol‘ 36° = ] Ä* l'Tc)T2^1'5 = 2,536 1509 X ft» 

= lii/V.r»ro(»y . fj6ü” = 10(7-3) 5)r») 3 = 0,505 4056 X r> 

IkosasdralxshlSB sied diejenigen der nen 12 Eckpunkten noch 11 neue Eck- 
5 Polyedralzahlen , deren zu Grunde lie- punkte 5, 5, «eil der I2te A schon ge- 
endes Polyeder das Ikosaeder ist. Der zählt ist. Von den 30 Kanten haben 
usammenhang der Zahlen mit dem Iko- schon die 5 Kanten Ai den Mittelpunkt 
saeder ist derselbe wie der zwischen den <i, die übrigen 25 neue Kanten 55 er- 
Dodekaedralzahlen (s. d.) nnd dem Dode- halten die 25 Mittelpunkte c, es sind 
kaeder: also 11 Eckpunkte und 25 Kantenpnnkte, 

Die erste I. ist = 1 ; das Ikosaeder hat «wammen 36 Punkte nnd die dritte Zahl 
12 fünfflächige Ecken, die zweite Zahl 12 + 36 = 48. 

ist also = 12. Verlängert man Je 5 zu Verlängert man wieder jede der 5 Kan- 
einer Ecke gehörige Dreieckskanten (wie ten ^45 um die Länge 5d= Aa, bildet 
Fig. 565, pag. 320) Aa um die gleiche das neue Ikosaeder, so kommen wieder 
Länge a5 und Üldet das neue Ikosaeder, 11 neue Eckpunkte hinzu, die 5 Kanten 
so erhält man zu den schon Torbande- Ad haben bereits die 2 Mittelpunkte a, 6, 

die übrigen 25 Kanten erhalten jede 2 
mittlere Punkte e, e, es kommen also 
hinzu 50 Kantenpunkte. Die 5 Dreiecks- 
flächon Add haben bereits jede den Mit- 
telpunkt c, die übrigen 15 Dreiecksfläcben 
erhalten also jede einen Punkt, znsam- 
men 15 Fläcbenpunkte-, mithin kommen 
hinzu 11 Eckpunkte, 50 Kantenpnnkte, 

15 Fläcbenpunkte, zusammen 76 Punkte 
und die vierte Zahl ist 124. 

Wird wieder verlängert so kommen • 
hinzu 11 Eckpunkte, + 3 x 25 Kanten- 
pnnkto + 3x15 Kläcbenpnnkte, in Snmma 
131 Punkte und die 5te Zahl ist 255. 

lioi abermaliger Verlängerung kommen 
hinzu II Eckpunkte + 4 x 25 Kanten- 
pnnkte + 6x15 Fiächenpnnkte, zusam- 
men 201 Punkte nnd die 6te Zahl ist 
456. 

Die Diflerenien zwischen den Zahlen 
erhält man aus folgender Reihe vierter 
Ordnung in der ersten Differenzenreiha 

0) 1 . 12 • 48 . 124 . 255 • 456 I« (5a» - 5» + 2) 


36 

76 

131 201 ... 


> 40 

55 

70 


15 

15 

15 



(kOlitntrtedkr, (Trapezoeder, Len- und 24 kürzer sind; 26 Ecken. Von die- 
citoeder) bat 24 gleiche Trapezoidflä- sen werden 6 von 4 gröfseren Kanten («), 
eben; 48 Kanten, von denen 24 länger 8 von 3 kleineren (5) nnd 12 von 2 grö- 


Fig. 721. 



Ikosaeder. 

J» = col 60” 

= hR' col* -y • col 60” • col* 36” 

= HC* col y • If 60” 

J»= j‘ 4 nJV- *»tj y. cot» 60” 
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Imaginfire Gröfsen. 


fseren und 3 kleinereo Kanten (e) f^ebil- oder yielmehr, eie erecheint in ihrer Be- 
det. Die 3 Azen verbinden die 6 grö- leichnnng ale imaginär, vorhanden ist 
feeren Ecken, je 2 und 2 mit einander, eie vrirklieh. 

So wie dieser einfache Fall darthnt, 
722. können reelle Gröfsen im Laufe des Cal- 

cüls als imaginäre Gröfsen erscheinen, 
nnd es kommt dann darauf an, diese 
Form fortznschaffen , welches in der Re- 
gel durch Einführung neuer Gröfsen von 
imaginärer Form geschieht, und daher 
ist eine Lehre erforderlich, wie man mit 
imaginären Gröfsen rechnet, die Lehre 
von der Rechnung mit hnaginären 
Gröfsen. 

2 Die Gröfse (^-1 als Repraesen- 
tant aller imaginären Gröfsen arithmeti- 
scher Art wird in der Regel der Kürze 
und Bequemlichkeit wegen mit i be- 
zeichnet. 

Man schreibt dann 

rv<i für V— a (I) 

Im^nire Grtfsen, eingebildete, i(t'a±V6) für K- I'- ä (2) 

unmögliche Gröfsen sind Gröfsen, Es ist ferner 

(3) 

(.*) 

( 5 ) 

( 6 ) 

(7) 



die nur in der Beseichnnn^ nur der 
Form nach, nicht aber in Wirklichkeit 
vorhanden sind. 'L. B. arc rin (1 + ar) 
weil es keinen Sinns gibt, der > 1 ist. 
arc rine (- a-) weil es keinen negativen 
Sinus versus gibt. Loq (— a) weil eine 
negative Zahl keinen Logarithmus hat. 
Sn 

wenn n eine positWe gante Zahl 
ist, weil keine Zahl, 2 oder 2n mal mit 
sich selbst mnltiplicirt ein negatives Pro- 
duct geben kann. 

Fig. 723. 


i = V-l 


= -o| - 1 


(8) 

( 9 ) 



i‘ = (F- !)* = (- J)' = +l 
•‘ = (1 - = = 
n. s. w. 

Daher ist 

a \ — b — \ ah = — \ ak 

a rt ai al’— 1 

~ T~ “i* “ - l' 

3. Wenn « + öi = o' + b'i 
so mufs a — a' und b = b' sein. 

Denn es folgt ans der gegebenen Glei- 
chung 

n - a' = (6' — t) i 
a — a* 

woraus * = 77 — r 

0—0 

Wären nun a^a', k b* so wären 
a — a' und h* — b reelle Gröfsen , also 

i = \ eine reelle Gröfse, welches nicht 

der Fall ist. Es kann demnach nur 


In dem Halbkreis ADB sei C der An- 
fangs- oder Nullpunkt, AC=1 
so ist BC = — l 

da nun AC : CD = CD : — 1 
oder 1 ! CD — CD : — 1 
so ist CD* = - 1 
und CD = F - 1 

Es ist also CD eine imaginäre Gröfse, 


a = a* und b = h* sein. 


Dann ist * = -q 


welches jede Grölse ohne alle Ausnahme, 
also auch eine imaginäre Gröfse bezeichnet. 

4. Zwei imaginäre Gröfsen von der 
Form a-|-6i und a-ii heifsen einan- 
der conjngirt. 

Es ist 

(o-t-W)-K«-4i)=2« (1) 

(a-i- W)-(o- 6i) = 24i W 






V 
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(« + «)(«-«) =a« + *> (3) 

fl + 6i _ (a + 4»)* _»*—**, 2a4 i 
«~4i ~ fl« +1* ~ fl>T4* fl’T4> 

Es sind also die Snmme und das Pio- 
dnct zweier imaginärer conjudrter Aus- 
drücke 'reell, die DiiTerenz und der Quo- 
tient derselben sind imaginär. 

5. Die imajnnäre Urüfse A S: Bi läfst 
sich in ein Product verwandeln; denn 
es ist allgemein 

(o -t 4«) (n ± fii) = au — hß± {aß -b n4) t 
Ein Product zweier imaginären Grö- 
fsen, jede von der Form A i Bi ist hier- 
mit durch einfache Hultiplication in eine 
Gröfse von derselben Form A-t Bi um- 
gewandelt worden Man müfst« dagegen 
bei specieller Anwendung 4 unbekannte 
Gröfsen fl, 4, a, ß entwickeln, wenn der 
rechts stehende Theil zur Verwandlung 
gegeben wäre. 

Dagegen hat man dieselbe Umwand- 
lung mit Hülfe trigonometrischer Func- 
tionen einfacher: 

Schreibt man nämlich $iatf ±icQ$q, 
so hat dieser Ausdruck die Form der ge- 
gebenen imaginären Gröfse, und wenn 
A<1 und B<1, so kann man A = $ia ip 
und B = cotq setzen. Sind dagegen A 
und B einzeln grüfser als 1 , so ist ganz 
allgemein zu setzen 


A Bi = p{iin <p ^i C9$ if) (I) 

wo e eine bestimmte Zahl ist. 

Für die links gegebene imaginäre Gröfse 
ist also immer das rechts befindliche Pro- 
duct zu setzen, wenn es für weitere Ent- 
wickelungen von Nutzen ist, und man 
nennt g den Modul und (sin<;p s icasqo) 
den reducirten Ausdruck. 

Für die Keduction hat mau 


B = g cos (f 
hieraus A* + ß’ = 

und g = V (S) 

hiernach sik tr = — = (3) 

e l/.4> + ß» 

und ce* qc = — =: — — ■ (4) 

^ e v/A* -b B’ 

Desgleichen kann man die Gleichung 
zu Grunde legen 

A ^ Bi = g {cos q ±i sin q) 

Alsdann bleibt g = y ÄÄ -f (5) 

B B 

sin q = — ; 


i yl> -b ß’ 
A 


cos q = — = ^- 

V \'A’ + ß» 


Im ersten Fall hat man 


Arc ( sin = = -4rc ( cos = \ = q 

\ l'A’-bßV V yA>ßB>l 


Im zweiten Fall 


( 8 ) 


Are (cos — \ = i4rc (sin = — - a (9) 

V_ l',4«-bß*/ \ VA>+IP) ^ 

Da b'A'-bß’ immer >A und > ß so ist in jedem besonderen Fall q zu be- 
stimmen und wird niemals unmöglich. 

G. Es ist (.4 * Bi) ± {A' ± ß'i) ± (4" ± ß"i) ± . . . 

= (4±4’±4"-i-...)±(ß-l D'+ B" + ...)i 
Es kann mithin jede algebraische Summe der imaginären Gröfsen von der 
Form 4 ± ßi auf dieselbe Form 4 4 : ßi gebracht werden. 

7. Es ist (4 ± Bi) {A' ± ß’i) (4" ± ß”i) 


= g {cos ^ ± i sin q) • g' {cos q' .-t i sin cjp') • g" {cos i)c”± i sin q")..,. 
— (>•?'• t»"... (cos qr * i sin q) {ros q':tisin q") {cos q"±isin q ")..,. 
= e • e’ • (>" [cos (9 -t- <)[' -(- - 1 - . ..) ± i sin {q -)■ q' ■) <jp" ....)] 
Prodncle der imaginären Gröfsen A* Bi lassen sich also auf dieselbe Form 
4 ßi bringen. 


8 . 


^ Aß Bi _ g {cos q ß i sin q) 

A’ß B'i g' {cos q' ß- i sin q') 
g {cos q ßi sinq){cos q'— i sinq") 
g* {cos q* ß i sin q*){cos q' ~ i sin q*) 
g {cos q ß i sin q) {cos q' — i sin q') 
g' cos^ q' ß sin^ q’ 


-T • L«« {q-q’)ßisin {q - q ’)] 
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Quotienten der imaginären Gröraen von der Form A* Bi lassen sich also auf 
dieselbe Form A^ Bi bringen. 

9. Es ist (A + Bi)'* “ f}" (cos (jf + » stH go)* * 

Denn es ist 

(cos gp + « li« (f)(cot (f, + ■ sia if,) = cot (g: + ^,) + i ft»(gp + q,) 

Uultiplicirt man noch mit (cos tf , + i sia gc,) so erhält man das Product aus den 
3 Factoren = eos(gn + (f, + gr,) + i jiB (gp + gc, + und so fort ein Product von 
a Factoren = 

cos (gc + gp, + gp, + gp^_ ,) + i sia (gp 4 gp, + gp, + 

Seist man gp = = gr, = gr, = — gp,„ji so hat man 

(cos gp + i sta tf)" = cos (agj) + i sia ("<f) 

Demnach ist 

(A + Bi)" = p" [cos (a tf ) + i sin (aip)] = A,+ B,i 
Also die Polens einer imaginären Gröfse von der Form A + Bi läfat sich auf 
dieselbe Form A + Bi bringen. 

10. Dals log(A + Bi) sich in die Form A + Bi bringen läfst, ist folgendermaisen 
so erweisen : 

Es ist Bd. 111., pag. C7 


'''=‘*r+(T)"(3-)+(4)"--(-;r) 

Bd. II., pag. 145, Formel IV. 

a* o* 

(3) + (5)- (T) + (9) — • 
Daselbst Formel V. 

II* o* o® a" 

""'=‘-r2) + (4)-(6) + (T)-- 


( 1 ) 


(S) 


(3) 


Seist man gri für t in Formel I, ferner tf für n in Formel 2 and 3) lo erhält 


,* ± _ •iPi* , »* 2? 1 SL“ + L’ ± 

1 ( 2 ) ( 3 )^( 4 ) ( 5 ) ( 6 )’^ ( 7 ) "^( 8 ) "" 


’ ’ (3)^(6) (7)^(9) (Il) + - 

co,tf = l-^ + ^‘-i^+^-f-+ 

(2)^(4) (6)^(8) 10^ 


( 4 ) 

( 5 ) 

( 6 ) 


Addirt man nun Formel 5 nnd 6, so 
erhält man Formel 4, mit den oberen 
Zeichen und demnach ist 
e^ = cos gp 4- • sin gp 

Snbtrahirt man Formel 5 von 6, so 
erhält man Formel 4 mit den unteren 


Zeichen, also 

e~‘^' = cot gp — i sia tf 
woraus e^ 4*1 — <p * i sia gp (7j 

Nun ist e die Basis der natürlichen 
Logarithmen, lne= I , folglich ; 

* gpi = hg (cot gp ^ i sin tp) (8) 


also /op p ± gpi = log p (cos gp i sin gr) =tlog(Att Bi) 


Also log (A ± Bi) = hg p ± gri (9) 
also ebenfalls von der Form A Bi. 

11. Es lälst sich nun auch beweisen, dafs 
sia (A ± Bi) = einer Gröfse A' + B'i 
desgl. dasselbe von Cosinus, Tangente 
und allen übrigen trigonometrischen Func- 
tionen; 

Aus Formel 7 No. 10 hat man 


c*' = cos tf + i sin gp 
e”“*** = cos gp — i sin gp 
durch Addition nnd Snbtraction hat man 

cosgp = i(e4" + e-4') (Ij 

sin gp = i («■*•■ ( 2 ) 

durch Division beider Gleichungen in 
einander 


t 

t 
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t9<f- 


_ 1 “ i (i _«»■(>•■ ) 


cot (f = 

Setzt man in Formel 1 und 2 för ^ den Wertb Ai, dann Ut 
c«. Bi = *(,«■’+ e- ) = * (.-» +.+") 

.« Bi = ^ (e-* ^ ^ 


Nun iat 

sin {A + Ft) = sin A • cos Fi 4* co» A • sin Fi 


sin i4 
sinii 




cotA (_B B 
2i 




Ganz auf dieselbe Weise erbalt man 
cos (i4 + Fi) = cos >4 • ros Fi — sin A • sin Fi =7 


cos >4 

cos A 

= “2” X- . - / 2 

sin {A 4- Fi) A’ 4- F'i 


2 (.»4.-») + *-^^ («"-«-*) 
A. + B,i 


+ *•’ = ü^+bT) - -ä^bT -'<• + *•* 

«c (.4 + Bi) = = (ii, + «.»r * = 


’ ce< (i4,+ Bi) 


eoue (i4 + fl») = -r- 


r^‘-7-5R = (^. + = ^. + «.< 


riM (<1 + Bi) 

12. I«t «rc CO» (il + Bi) gegebon, so ist 
nenn man (No. 10, Formel 7) in e'*^ = co» qp + i si« qp 
f&r (p = mre cot x setzt , 

j+ii,'r: ^» 

hienas i • arc cos * = Ja (x + i V'l — x’) 
und 

i arc CO« M + Bi) = in [(/4 + Bi) + i — (A 4 Bij ’] 
und nach Formel 5 

arc CO» (j 4 + Bi) = -|- /n [i4 + Bi + i (d' + B'i)] = -r- /« (.A, + B,i) 
und durch Anflösnng in eine Reihe 
arc CO» (d + Bi) = ^ + B> = d| + B,i 
Ist arc »ia (d 4 Bi) gegeben, so ist, wenn man für qpsarcsiax setzt 

|/r^> 4 jx 

i arc »ia x = fa (ix 4 V^l — »’) 
arc »ia (d 4 ßi) = fa [i (d 4 ßi) 4 V^l — (d 4 ßi)’] 

• =i-»a(di-ß4V'l-d*4 ß*-2dßi) = d, 4ß.» 

Für B = 0 bat man ans No. 11 nnd 12 
i Arc CO» d = fa (d 4 i ^1 — A*) 

» drc »ia d = fa (id 4 l'l — A^) 


(3) 

(4) 


(b) 


( 1 ) 

W 


(3) 

(4) 


(6) 

( 6 ) 


Diciüz 


r>Y (lOOglc 
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13. Die Formeln 7 No. 10 und 1, 2 No. 11 eignen sich dazn, die Summen 
mehrerer unendlicher abnehmender Reihen in einfachen Ausdrücken ansugeben. 

Z. B. Die folgende Reihe, in welcher x= einem hchten Bruch ist; 

, ,H»2a , , sin V . ■••»(ns) 

y = x..n^ + .>— + + X — 

Der Kürze wegen soll die Summe aller unendlichen Glieder der Reihe durch 
das allgemeine Glied mit Vorgesetztem Snmmenzeichen ausgedrückt werden, so dafs 

^x^sm(i^) ^ bedeutet. 

%/ (n) 

Setzt man nun in Formel 2, No. 11 für <f den Werth ntf, so erhält man das 
allgemeine Glied dieser Reihe 


(«) ^ (») 2* 2i[(n) (n) J 2i [ (n) (n) J 

inn man für n hintereinander die Werthe 1, 2, 3, ....n setzt und sämmt- 
lleichnngen addirt, so erhält man 

y=J « [J - -J J 


Nun ist Formel 1, No. 10, wenn man 
auf beiden Seiten 1 snbtrahirt 


' ^ 1 ■'■(2) ■'■(3) 


w"L,- 

J («) 
r^e~'*Y 


oder; 


■■-1= /"?- 

J («) 


Hieraus 


(«) 


oder wenn man für x die Werthe 
xj* und x«“"^ setzt 


Setzt man die Werthe aus Glei- 
chung 7 No. 10 so erhält man 


y _ ^ .e — i%im +)J _ ^xcnt<p 


. _ 


Der zweite Factor stimmt aber mit der rechten Seite der Formel 2, No. 11 
überein, wenn man statt (f den Werth xsiiiqc setzt; demnach ist 
y = «*■"*♦’ -si»(x st« <f) 

14. Es sei gegeben 

. . . .eotiif cos’ffi , .cos «cp 

. = l + x«sy + x.-? + x.-^-b x'-^ 


(3) 


Id Formel 1, No. 11 für <f den Werth nq. gesetzt und mit ^ multiplicirt, gibt 
r(x.‘>)« (xe->)»1 

*L (n) ^ («) J 

/ 'x" 

— angewendet, indem mau für x die Werthe 


and xe 


setz^ gibt 


also 


+*” ) 

und mit Hülfa von Formel 7, No. 10 ; 

, _ ^ [,x(«ise>-|.<süie)^^{<»s*+ iswfij 

_^^eose ^^xisi«e' xiswej 


V 


» ( 

1 
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Dieser 3te Factor atimmt aber mit der rechten Seite der Formel 1 , No. 11 
überein, wenn man statt 9 p den Werth x lin tp setit. 

Demnach ist » = e' co» (x ain 9 -) 

Beispiele zu No. 13 und 14. 

Ks sei X = J j <f = 30° also Bogen <^ = i« 

Nun ist also y = e* ™*’®° sia (| nn 30°) = s^' *si« (f) 

Hieraus ln y = |1'3 + 1» »•" 21° 29' 9" 
und In s = |l'3 + ln cos 21° 29’ 9" 

ln y = 0,6495190 - 1,0043814 = -0,3548624 
ln s = 0,6495190 - 0,0720246 = 0,5774944 
hieraus loy 5ry = 0,8458852 — 1; y = 0,701 27 
loy4rs = 0,250 8026i s = 1,78157 

15. Es sei r = X sin ()c + x’ sin 29 + x’ sin 3ip + x° sin nip 

X = einem ächten Bruch. Han soll die Summe t> = yx' sin n^ bestimmen. 

Es ist nach No. 13 

n f _ g— •" •I' 
sinn(f = 

und x" sin "T = ^ — (xe~''^)*] 

und fr” •>»»<( 


Nun ist aber in der Reibe (s. Bd. III., 
pag. 151, Formel 4) 

a + (IC + ae’ + oe"~* 

wenn e < I ist. 


/« 


1 -c" 
1 — c 


IS 


Für n = 00 ist c" = 0 und 


/“« 


ll-'-l 



wenn man nun a = e = i setzt, so eut- 
steht die Reibe 

1 + I* + s’ + . ■ • s" in inf 

und fi" = -r^- 

1 - s 

Setzt man hierein für s die Wertbe 
xe"*’ und xe~'* zieht die 2te Formel von 
der ersten ab und multiplicirt beidersei- 
tig mit ^ so erhält man 
* 2« 


fn. 1 / xe— > \ 

/x stn ncp = rc I — : r- I 


Nimmt man x znm gemeinschaftlichen Factor, bringt beide Brüche auf ge- 
meinschaftliche Benennung und reducirt, so erhält man 

c, . X e''»'-e-'> 2i 

Jt” sin n<jr = ^ : ^ = *. 


l-i-x’-xCc'-^-bc— ■’»’)■ 


1 x’ — 2x ■ 


+ « 


Nun ist nach Formel 2, No. 11 der Zähler =$in(f , und nach Formel 1, No. 11 
der Brnch im 3ten Gliede des Nenners = cos 9. 

Mithin hat man 


r-rs 

1 + X* — 2x cos 9 

16. Anf dieselbe Weise erhält man 

IF = 1 -t- X cos 9 x’ cos 2 9 + X* cos 39 -1- x" cos nq tn inf 

_ 1 — X cos 9 • 

1 + »* — 2x cos 9 


ImneniBrahel, an mefsbar wegen der selbst die der uns zunächst befindlichen 
Oröfse des Raumes. Die Entfernungen nur geschätzt werden kann. Immensn- 
der Fixsterne von nns sind so grofs', daik rabel oder unmelsbar ist aber nicht nn- 
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endlich; Dia Entfernnng zwischen zweien 
den weitesten von uns befindlichen Fix- 
sternen, von denen der eine im Westen, 
dar andere im Osten steht, ist nicht un- 
endlich, weil man die Endpunkte der 
Länge sieht. 

impnlz ist die Einwirkung zweier Kör- 
per auf einander mittelst eines Stotses, 
auch der Stofs selbst. Er wird gemes- 
sen mit dem Product der Masse mal der 
Geschwindigkeit des stofsenden Körpers. 

ImptllliTe Kraft ist eine Kraft, die 
auf Stofs wirkt. 

Incidenx ist der Einfall eines Licht- 
strahls auf die Oherfiäche eines Körpers. 

iDcidenzwinkel, s. v. w. .Einfalls- 
winkel*. 

Incommenzorabel sind Grölsen, die 
kein gemeinschaftliches Maafs haben, als 

s s 

ys nnd > 2 (vergl. „Commensnrabel*). 
In Potenz incommensurabel heifst 
bei Euklid incommensnrabel im Quadrat. 
Im X. Buch heifst seine 2. Erklärung; 
IncommensuraheleGröfsen sind, für welche 
sich kein gemeines Maafs finden läfst. 
3. Erkl.: Gerade Linien .sind in Po- 
tenz commensurabel , wenn ihre Qua- 
drate von einem und demselben Flächen- 
raum gemessen werden. 4. Erkl.; In 
Potenz incommensura bei aber, wenn 
sich für ihre Quadrate gar kein Flächen- 
ranm als gemeines Maafs finden läfst. 

_ Ferner sind folgende Zeichen einge- 
führt: 

An B heifst; die Linien A und B sind 
commensurabel. 

Av B, sie sind incommensurabel. 

An. B, sie sind blofs in Potenz com- 
mensurabel, 

A u~ B, sie sind in Potenz incommen- 
surabel 

Lehrsatz 5 heilst: commensurabele Grö- 
lsen (Linien) A , B verhalten sich wie 
Zahlen. Lehrs. 7 heifst: Incommensu- 
rabele Gröfsen A, B verhalten sich nicht 
wie Zahlen zu einander. Satz 9 heifst: 

1. Die Quadrate gerader in Länge com- 
mensurabeler Linien A, B verhalten sich 
wie Quadratzahlen, und Quadrate, welche 
sich wie Quadratzahlen verhalten, haben 
in Länge commensurabele Seiten A, B. 

2. Hingegen die Quadrate gerader in 
Länge incommensnrabeler Linien A, B 
Verlusten sich nicht wie Quadratzahlen; 
und Quadrate, welche sich nicht wie Qna- 
dratiahlen verhalten, haben nicht in Länge 
commensnrahele Seiten A, B. 

m. 


Satz 11 ist eine Aufgabe: Zu einet ge- 
ebenen geraden Linie A zwei andere an 
nden, von denen die eine ihr blofs in 
Länge, die andere aber zugleich in Potenz 
incommensurabel ist : Auflösung. Erst- 
lich; Nimm 2 Zahlen B, C, welmte sich 
nicht wie Quadratzahlen verhalten nnd 
mache ß : C = □ /4 : □ D , so sind A nnd 
ü blofs in Länge incommensurabel. 

Zweitens: Nimm zwischen A nnd U 
die mittlere Proportionallinie £, so sind 
A nnd E in Länge nnd Potenz zugleich 
incommensurabel. 

Denn da A:E = Et D 
so ist auch AiD = QA : □£ 
folglich sind wie A und D auch QA nnd 
□£ incommensurabel, also die Linien A 
nnd £ in Potenz incommensnrabel. 

Incomplexe Gröfsen sind solche, die 
zu keinem Complex vereinigt werden kön- 
nen (s. .Complex*), als 3 Tbaler nnd 
7 Pfund. 

Increment bei veränderlichen Grölsen 
ist die Gröfse des Wachsthums, der Zu- 
nahme, wie Decrement die Gröfse der 
Abnahme; für beide Bezeichnungen sagt 
man jetzt allgemein: Differenz. 

Index (Zeiger) ist bei den Reihen die 
Stellenzahl, daher bei den Logarithmen 
die Characteristik , die Kennziffer, weil 
diese als ganze Stellenzahl fSr eine Po- 
tenzenreihe betrachtet werden kann. An 
Winkelinstrnmenten ist Index der mit 
dem Nonins verbundene Schieber. 

Indlrect (nngerade) ist dem direct 
(gerade) entgegengesetzt ; beides wird vor- 
nehmlich von Verhältnissen gesagt. Je 
gröfser A ist, desto gröfser ist 0,-iat ein 

? 'eradcs , ein directes Verhältnifs; je grö- 
ser A ist, desto kleiner ist B, ist ein 
ungerades, ein umgekehrtes, ein indirec- 
tes Verhältnifs, Je mehr Arbeiter desto 
mehr Arbeit ist ein directes Verhältnifs; 
je mehr Arbeiter desto geringere Zeit zu 
Vollendung derselben Arbeit ist ein in- 
directes l^rbältnifs. Bei gleichen me- 
chanischen Momenten V’P=fp ver- 
halten sich die Kräfte oder Massen P, p 
indirect wie deren Geschwindigkeiten 
r, c ; nämlich P:p = tt V. Darum nennt 
man indirecte Verhältnisse solche, bei 
welchen die zusammen gehörigen Grölsen 
in ungleichnamigen Gliedern zu stehen 
kommen. 

Indirecte Bewegang, retr^rade, 
rückläufige Bewegung der Planeten 
kommt bei den beiden unteren Planeten, 
dem Merkur nnd der Venni vor. Die 
Planeten nämlich laufen alle nach einerlei 

19 
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8«it« bin mricbtct nm di« Bonn», nnd 
iwar Ton Waaten über Süden nach Osten. 
Wenn nnn die beiden nnteren Planeten 
iwiscben Erde und Sonne oder in der 
Nähe ihrer nnteren Oonjnnetion sich be- 
finden (s. Conjnnction), so scheinen sie, 
besonders da sie ihrer gröberen Winkel- 
geschwindigkeit wegen Toreilen, die ent- 
mgengesetzta Bewegnng von Ost nach 
West au machen. 

lolliteiiaalrechliug ist die Differen- 
sialrechnnng nach einer an Grunde ge- 
legten besonderen Anschannng nnd Me- 
thode der Behandlung. Der Hanptgmnd- 
aata dieser Methode ist: Ei ne unendlich 
kleine Oröfse verschwindet gegen 
eine endliche Oröfse; eine unend- 
lich kleine Oröfse der aweiten 
Ordnung verschwindet gegen eine 
unendlich kleineOröfsederersten 
Ordnung; überhaupt eine unend- 
lich kleine Gröfse einer höheren 
Ordnung verschwindet gef;en eine 
unendlich kleine Gröfse einer nie- 
dereren Ordnung. 

Die Infinitesimalmethode ist die ältest« 


Methode nnd diejenigen Mathematiker, 
welche ihr anmhört huen nnd noch an- 
gehören, werden Infinitesimaliste n 
mnannt. Folgendes Beispiel wird die 
Methode wohl klar darlegen; man lese 
nur auvor dbn Art. .Differensial * 
No. 1 bis 7. 

Wenn eine veränderliche Gröfse x am 
eine unendlich kleine Gröfse Ae in 
x-fAe sich ändert, so ändert sich eine 
von X abhängige Function fx in /‘(x-f Ae). 
Dann sind in dem Quotient 

^ A») - f* 

(x -bÄ*) — Ax A* 

der Zähler wie der Nenner unendlich 
kleine Gröben. Wie aber 

= .0« 

100000 " 10000 000 " 
ist, so kann auch der obige Quotient 
beider unendlich kleinen Grüfsen eine 
nicht unbedeutende endliche Grobe wer- 
den. 

Es sei fx = x", so ist nach dem bino- 
mischen Sats 


(x-b Ag)*-*' 
A* 


= «x"-'-t-- 


* " I »V—t 

lTj~* • 


A*-b - 


■» - 1 -»-2 


A** + - 


Nun sagt die I-methode: Das Glied 
mit dem Factor Ar" verschvriudet gegen 
da« Glied mit dem Factor A>"~'; dieses 
verschwindet gegen das Glied mit dem 
Factor A"~* n. s. f. Endlich verschwin- 
det das aweite Glied der Reihe mit 
dem Factor Ar gegen das erste endliche 
Glied, und dieses nun bt das DiSerenaial 
der Function x". 

Die strengere Orenamethode sagt : iix*~* 
sei der Orenawertb der Function x* un- 
ter der Bedingung, dab die Urveränder- 
liche X um die sehr kleine Gröfse Ar 
wächst oder abnimmt. Denn da Ar 
kleiner genommen werden kann, als jede 
noch so klein gegebene Grobe, also auch 
jedes Product mit dem Factor Ar kleiner 
werden kann, als jede noch so kleine 
Gröbe, so ist das aweite Glied rechts 
kleiner als jede noch so kleine Oröfse 
nnd ebenso ist die Summe sämmtlicher 
Glieder vom 2ten Oliede ab kleiner an 
machen als jede noch so kleine Gröfse. 
Demnach bt 

(r + Ar)"-r" 

7 — IST 

Ar 

kleiner als jede noch so kleine Oröfse 
und folgUoh «x"~* der Orenawertb der 


Function x" bei einem Waehsthnm oder 
einer Abnahme von x nm die sehr kleine 
Gröbe A*. 

Di« Methode von Lagrange, di« N nil- 
rechn nng ist noch scbäirer, sie läbt 
Ax = 0 werden, abdann hat man 

(r -1- Ar)" — x" _ ^ 

Ar 0 

und dieser jeden Werth vertretende 
Quotient ist ln dem Fall für Ar = 0 
leich dem ersten Gliede iix*~' der rechts 
efindlichen Reihe. 

Inflezionaponkt, s. v. w. .Wendungs- 
punkt*, s. .Curvenlehre* IV., pag. 
188. 

Inhalt einer Fläche bt die Summe 
der Flächeneinheiten, welche die Flache 
in sich begreift; Inhalt eines Kör- 
ers, eines körperlichen Raums die 
umme der Enbikeinheiten, die der Kör- 
per in sich begreift. 

In inflnUnm, abgekürat in inf. ist in 
den Reihen die Beaeichnnng, dab die 
Anaabl der Glieder unendlich sein soll, 
dab die Reihe bis ins Unendliche 
sieh erstrecken oder fortgesetat gedacht 
werden soll. 
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luere filleder eiser Proportion, «. n. 
..änfsere Glieder*. 

Innere Winkel, s. u. .äulsere Win- 
kel*. 

Instmment, Werkzeni; nnd Appa- 
rat sind Geräthe, mit deren Hülfe durch 
die leitende Hand des Arbeiters nützliche 
Gegenstände herrorgebracht werden. I n - 
strument nnd Werkzeug unterschei- 
den sich von Apparat, dafs jene bei- 
den einfache Geräthe sind, die mit den 
Händen erfafst und geeignet geleitet, 
gehandhabt werden, also Handhaben; wäh- 
rend der Apparat ein aus mehreren ein- 
zelnen Theilen zusammengesetztes stand- 
fähiges Werk, ein Bauwerk ist nnd wel- 
ches znr Maschine wird, wenn dessen 
Theile durch äufsere auf sie einwirkende 
Kräfte ihre Lage ge|^en einander mittelst 
Construction pTanmafsig ändern. Werk- 
zeug nnd Instrument unterscheiden 
sich, dafs jenes ein Geräth des Hand- 
werks, dieses ein Geräth der Kunst ist. 

Brechstange, Maurerkelle, Zimmeraxt, 
Schmiedezange sind Werkzenge; Hodel- 
lirstifte, Lanzetten sind Instrumente, 
Dampfkdksel , Uestillirblasen sind Appa- 
rate; Krahne, Pampen, Bohr- und Schnei- 
dewerke sind Maschinen. 

Apparate, deren Handhabung eine he- 
sonaere Kunstfertigkeit erfordert, heifsen 
Instrumente. Ein Leierkasten ist ein 
musikalischer Apparat, Klavier und Or- 
gel sind musikalische Instrumente. Die 
Atwoodsche Maschine, die sogenannte 
Electrisirmaschine sind physikalische Ap- 
parate; Barometer, Thermometer, Aräo- 
meter sind physikalische Instrumente. 
Eine Taschenuhr ist ein Zeitmefsinstm- 
ment, welches aus zweien in einander 
wirkenden Maschinen besteht. Theodolit, 
Boussole, Niveau und alle die Mefsvor- 
richtungen , welche des Stativs oder über- 
haupt der nothwendigen festen Aufstel- 
lang wemn Apparate heitsen sollten, 
heilsen eben so wie Kette nnd Stäbe 
Mebinstmmente. 

Integral, l. Allgemeines. 

Integral einer gegebenen Function 
ist diejenige Function, von welcher die 
gegebene das Differenzial ist. 

Jede Fnnction, die zur Auffindung ihres 
Intemls gegeben ist, mnfs demnach als 
ein Differenzial betrachtet werden; also 
als eine Gröfse, die von einer Function 
durch eine mit dieser geschehene Aen- 
dernng abgeleitet worden ist, und es ist 
4ia AafgZ|Se gaitellt, ans der abgeäoder- 
ten Function die ursprüngliche Fnnc- 


- ’A 


, V 


tion, die primitive Function, die 
Stammfu n ction in ihrem ungeändert 
befindlich gewesenen Zustand anfzufin- 
den, die gegebene geänderte Function in 
integmm herzustelTen , das Integral 
zu finden. 


Von einer gegebenen Fnnction das In- 
tegral finden neifst die Function in- 
tegriren. 

Wie die Forderung des Differenzirens 

ausgedrückt wird durch »o wird die 

Forderung des Integrirens ansgedrückt 
durch ffx • 9* 


Jenes 9 ist ein etwas abgeändertes 
lateinisches d (Differenzial), dieses ein 
etwas abgeändertes lateinisches langes s 
(Snmme), wofür früher ein / gesetzt 
wurde. 


W... 


so ist ffx • Öl = tf x 
ln den Forderungen 
fif X • 9x 
ffyfx -9* 

Bedeutet 9x, dafs die gegebenen Dif- 
ferenziale (fx, qyfx aus den Stamm- 
fiinctioncn in Beziehung auf die Urver- 
änderliche x abgeleitet worden sind. 

Das Integral fifx • 9y 
heilst, dafs das Differenzial (fx auf die 
Urveränderlicbe y genommen worden und 
dafs X eine von y abhängige veränder- 
liche Gröfse ist. 


In der Coordinatengleichnng für die 
Hyperbel pag. 263, No. 3, Gl. 14. 

y> = ** (2ax -I- X») 

fl* 

ist die Differenzialgleichung 

c’ 

»9y = ^ (a -l-*)9x 

hieraus 

9 y c’ n + X 

9x a* y 


Es ist also in dem rechts befindlichen 
Ausdruck das Differenzial von y in Be- 
ziehung auf die Urveränderlicbe x gege- 
ben; soll nun dasselbe Integrirt werden, 
so ist die Forderung zn schreiben; 



nnd man erhält das Inteml y durch die 
Urveränderlicbe x ansgedrückt. 


Entwickelt man dagegen ans obiger 
Coordinatengleichnng das Differenzial 
9x o’ y 
5y*^? o-bx 


19 * 
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so ist der rechts befindliche Ansdmck 
des Differeniial von x in Beziehung auf 
die Urreränderliche jr und man erhalt x 
durch y ausgedrnckt mit der Forde- 
rung: 


Es ist 

Oav 

8,-“ 

das 

Ö7““ 


-fi-A-.'“ 


hieraus ist gegenseitig: 

/»«&.•-* (a+is")"'-' ^»=(o-^6s*)" 

In dieser Form ist aber eine Integral- 
formel als Normalformel nicht anfznstel- 
len: Man hat den Coefficient mmi fortan 
schaffen und m statt m — 1 su setxen. 
Alsdann erhält man eine Normalformel 

mnb 

oder 

/.- (a-H »,--->)" 8. = 

nno 


Es ist also fa = dem Product aus a 
in die Veränderliche = ox, auch = ay, 
auch =as n. s. «. 

Es ist mithin die Hiniufügnng der Ur- 
Teränderlichen nnerläfslich und die For- 
derungen «erden geschrieben: 
fa 8x i /a Oy ; fa 8s. 

2. Das Integriren ist dem Differenziren 
so entgegengesetzt «ie das Diridiren dem 
Multipliciren. Denn wie das Einsineins 
aus dem Einmaleins unmittelbar sich er- 
gibt, wie z. B. ans dem Satz: 6 mal 7 
ut 42 sofort der Satz herrorgeht 7 in 
42 geht 6 mal, so geht unmittelbar aus 
der Differenzialformel (104) 

0 «* X 

8x 

die Integralformel herror: 
feoi X • 8x = rin x 

Ans der Differenzialformel (106) 


Behufs der Zusammenstellung Ton ge- 
ordneten Integralfarmein und um mit 
Hülfe dieser wieder Integrale von Func- 
tionen anderer Form ableiten zu können 
mufs demnach ein wissenschaftlich be- 
gründetes Verfahren angewendet werden 
können. 

Der Inbegriff der Regeln, nach wel- 
chen die Integrale ans gegebenen Diffe- 
renzialen entwickelt we^en, heifst die 
Integralrechnung. Diese zerfällt wie 
die Differenzialrechnung in die Lehre Tom 
Interaren algebraischer und transcenden- 
ter Functionen; eratere wieder in die ra- 
tionaler und irrationaler, ganzer und ge- 
brochener Functionen. Ferner wird un- 
terschieden das Integriren gesonderter 
und nngesonderter Functionen, der Func- 
tionen mit einer und mit mehreren ver- 
änderlichen Qrölsen. 

3. Constanten der Integrale. 


8 eat X 
8x 


= — sin X 


Es Ist 


8ox 

8x 


Die Integralformel 

/— sin X 8x = cos X 

Wie man in geordneter Tabelle Diffe- 
renzialformeln zusammenstellt, um diese 
für Fälle, wo Differenziale von Functionen 
ähnlicher Form zu bestimmen sind, als 
Fundamentalformeln zu benutzen, so ge- 
schieht dies auch mit den Integralmr- 
meln. 


8(BX + i) 

8x ““ 

Demnach ist /a • 8x = ox 
und dasselbe /o • 8x = ox -(■ 4 
Ueberhaupt ist fa • 8x entweder = ox 
oder ox-l- einer constanten Qröfse, 
so dafs die vielen Integrale /• alle 
durch constante Gröfsen von ein- 
ander unterschieden sind. 


_ Es ist aber nicht angemessen, Formeln 
für negative Functionen aufzustellen, 
und da 

8 (— cos x) 8 cos X 
— : = s = sie X 

8x 8x 

so hat man die Integralformel und zwar 
eine Hauptfundamentalformel 
/rill X • 8x = — cos X 
Die Differenzlalformel (66) ist 


Es fragt sich nun, ob eine Function 
mehrere Integrale haben kann, deren Dn- 
terachied nicht nur constant ist, sondern 
der auch in einer Function der Verän- 
derlichen bestehen kann. D. b. ob zwei 
and mehrere verschiedene Functionen 
derselben Urveränderlichen ein und das- 
selbe Differenzial haben können. 

Um dies zu untersuchen seien 
y = <px und s = fx zwei verschiedene Func- 
uonen von x, deren Diffsreuziala einan- 
der gleich, also 


t I* ^ 


Integral. 


293 


Integral. 


^=L‘ 

Bx dx 

Da nun gleiche Functionen nnr gleiche 
Differenaiale haben können, so ist auch 
^_8>s 
8x* Öx* 

und aus demselben Omnde 
8*» 8** 


Die Oleiehheit dieser Functionen be- 
steht bei jedem Werth Ton x, also auch 
für x = 0. Demnach ist 



8x’ 8x* 

8 *y _ 8 *s 
8x* 8x^ 


n. s. w. 


u. s. w. 

Nun ist nach 6d. II., pag. 289 die Hao 
Lanrinsche Reihe 


f — w. + (gj). + (|^)_ + {y)_ 


» = I-r = (»)• + 


-I-.... 


- 1 -.. 


Zieht man nun eine Reihe Ton der an- 
deren ab, so bllen simmtUche unterein- 
ander stehende Glieder ron den ersten 
Differensialen ab gegen einander fort und 
es bleibt 

y - s = ijpx - ^x = y, - s. 

Da aber in den Functionen y, und s, 
die Veränderliche x = 0 gesetst ist, so 
sind y, und s, constant , der Dnterschied 
swiscnen y und s = jr — s besteht also io 
einer constanten Orolse. D. h. 

Wenn swei von einander Tsr- 
schiedeneFunctionen gleiche Dif- 
ferensiale haben, so kann deren 
Verschiedenheit nnr darin beste- 
hen, dafs der Unterschied beider 
Functionen eineconstante Qröfse 
ist. Und gegenseitig: 


Die Integrale einer und dersel- 
ben Function können nur um eine 
constante Orölse Ton einander 
Terschieden sein. 


Um an diese möglicher Weise noch 
hinznzufügende Constante sich zu erin- 
nern, schreibt man in jedem besonderen 
Fall /<p’x = ifx C anstatt fq>’x = m*: 
die Ermittelung des Werths der Con- 
stante (C) geschieht der jedesmaligen Na- 
tur der Aufnbe entsprechend. 

Beispiel: 

F<p = lf(a+I<p) 


nnd 


f9> = 


Nnn ist 


nn (p 

ei>s(a-t-<p)’e4>sa 


-ft- - = 8 ‘J (“ + g>) = »ec -1- <p) 


Bf(f _ Q swy (Mi ia+<p) •eot<p + tin (a-biy) • siii y 

8 y ~ CM (t • eoi(a + <f)~ (Ml n • eoi \a + (f) 

= ^ ; : = SCO *(o + ffi) 

cos O -COS 

Beide Functionen Fcp nnd f(p haben Zur Untersuchung ist diese Differenz 
’ ’ ■ ’ unter einerlei Nenner zu bringen und zu 

schreiben 

jj» (g -b y) • CM « — »i» y 
coi a • CM (a -1- ()r) 

Der Zähler nmgeformt gibt 


einerlei Differenzial. 
Es muls demnach 

»y (« + v) - 
constant sein. 


s«a (p 


CM tt • CM(a+ (f) 


lina • (Ml a • eoi (p + cot ’a • sin ip — rin qp 

— sin a (eoi a • eoi tp — sin n • sin (p) = sin a • cos (a -f- (p) 


Der Unterschied F(p — f(p ist demnach wenn man Ton zwei oder mehre- 
_ sin B • cos (n -t- qp) _ ren In te graten, die ans einerFunc- 

"cosnTwCnTtT)”*^** jtion entwickelt werden können, 

4. Es ist demnach erwiesen, dafs.^^** »ine Integral Ton einem der 


> 


t 
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anderen abiieht, die Differenz 
eine Constante iet. 

Ans diesem Omnde betrachtet man 
auch ein negatires Integral als den Sub- 
trahend eines Integrals, dessen Minuend 
eine Constante ist. Z. B. 

ftin x = — cot x = eoi A — cot x 
ConstanterFactor eines Integrals. 

6. Wenn (Differenzial No. 10) 
tfx = Afx 

-^ = ’fx=A‘rx 


so ist 


Folglich ist gegenseitig 
fif’x • Bx =/Ar*"^x = Affx‘Bx = Afx 

D. h. Wenn eineFunctionfs; einen 
constanten Factor hat, so ist de- 
ren Integral= dem Factor mal dem 
Integral der Function; z. B. 

fA cot x = Afcot x = A sin n 
Algebraische Summe zu integri- 
ren. 

6. Wenn (Differenzial No. 9) 

Jf = Far ± ± (f x 


so ist 


® » ^BiFx*fx± yx) ± ^ ± 


daher gegenseitig ß,Px ± f*x ± <f,'x) 8x ~/Px • Bx ±ffx • öx ^fy'x • 9x 


(i) 


D. h. Das Integral einer alge- 
braischen Summe von Functio- 
nen ist = der algebraischen Summe 
der Integrale der Summanden. 
Products zn integriren. 

7. Wenn (Differenzial No. 11) 
y = % = fx • tfx 

so ist 




8 (fx • tfx) = fx • gi'x + <fx • 

Also gegenseitig 

fx • <px =f[fx • a’x -I- <fx • fx] 

=ffx • <p'x +/<fx ■ fx 
Setzt man nun gi'x = Fx • Bx 
so ist (jrx =fPx • 8x 

Diese Werthe in die letzt« Oleichnng- 
substitnirt, entsteht 


worans 


de 


fxfFx . 8x =ffx « Fx • 8x +f(fx/Fx • 9x) 9x 
— /fx • Fx • 9x = fx/Fx • 9x — /[fx/Fx • 9x] 9x (2) 

D. h. Das Integral eines Products zweier Functionen ist gleich 
aer einen Function muLtiplicirt mit dem Integral der anderen, minus 
dem Integral desProducts ans dem Differenzial der ersten F nnction 
mnltiplicirt mit dem Integral der zweiten Function. 

Beispiele. 1. Zn finden; /rin x • cos x «8x 
Es ist ftin x • cot x • 9x = sin xfcot x • 9x — 

8 sin X 

öx = sm X ; — ^ — = cos X 


f 9 sin X 


fcotx • 8x 1 8x 


Nun ist 


fcot X • 


Daher hat man 

/rin X- cot X 
hieraus 2/rin x • cot x 
folglich ftin x • ces x • 9x = |rin ’x 
^ 2. Zu finden /x*8x 

Schreibt man x • x 


8x 


8x = sin X • sin x — fcot x • rin x • 9x 
9x = sin ’x 


für X* so hat man 
/x • x’ • 6x = x/x* ■ Bx 




= 3s> 


Nach Differenzialformel 32 ist 

8s« 

rx' 

also gegenseitig 

/i« Bx = Jx’ 


also /x« 8x = X • ix« -/[ i . ix« 9x] 9x 
= 4*‘ — 4/x«9x 
i/x« 9x = ix* 


woraus 

und 


/x« 9x = ix* 


3. Zu finden fl =/x« • i 9x 


Es ist 


/X« . 1 . 9x = «»yi 9x .yi,9x] 8x 
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DilTeieniialfoiinel 36 bt 

8 .-* = -.-» 

oder 8 — = — ^ 

also gegenseitig J'^ = - -|- 

Mithin 

= — » + 2/» *^8« = — » + 2/l"8* = -* + 2* = » 


11. Integrirnng algebraischer 
Fanetionen. 

A. Rationale Fanetionen. 

Nach No 3 ist 

/• 8» = ** (3) 

8. Zn finden das Integral einer Potenz 
von X, als 

y=y*"8» 

Die 36te Differensialformel ist 

8» = —^^ =»(<iP*)''“‘8'iP» 
also gegenseitig 

/h (< jc *)*“ ’ • Bifr • 8 » = 9>*" 

Han kommt dem verlangten Integral 
gleich, wenn man <px = x also 8ijrw = 8x 


and a — 1 = m also a = m + 1 zetst nnd 
mit m + 1 dividirt Alsdann hat man 

y,"8, = ?_ (4) 

m + 1 

Für m nach nnd nach die Zahlen 1, 3, 

з, 4.... gesetzt entstehen die Integral- 
formeln 

/* • 8» = i«’ 
fx* • 8* — t** 

/«• • 8» = i»* 

/** • 8* = I** 

и. s. w. 

9. Setzt man in Differensialformel 36 
den Esponent snbtractiv, so erhält man 
Differenzialformel 29 


(•+«) = - 

8» s-8. ."+* 

und gegenseitig -J ' = -/as-'"+*>8s = s~“ = ^ 


oder 


/,-(»+‘)8s=-— s-" = -i 

* BS 

Fnt a + 1 den Werth m, also für a den Werth la — 1 und x für s gesetzt gibt 

A-"8*=/^* = -?l^r- (5) 

y **• »-1 (iB-i)»'"'* 


Setzt man für m nach nnd nach die 
Werths 1, 3, 3.. so erhält man 

/*-8*= /'»? = - V’ 

J * 0 

Ueber dieses Integral, s. No. 10 


n. s. w. 


10. Das Integral von x ‘ = i ist in 

der Differenzialformel 84 begründet. Diese 
ist: 

8 lojB s = ^ = s~* 8s 
also gegenseitig 

/.“* 8s = /oja s 
also /*“* 8* = ~ 

Einführung nener Veränderlichen. 

11. Hat man ein Differenzial tf’x zu 
integriren , das in der Potenz einer zwei- 
oder meh^liediigen Function der ürrer- 


Digitized by Google 


Integral. 396 Integral. 


Imderliohen x besteht oder eine compU- 
cirte Function Ton x als Factor enthalt, 
so ist es oft erleichternd, diese mehrglie- 
drige Function durch eine einlache neue 
Terinderliche (») auszndrncken. 

Es sei allgemein die Aufgabe das In- 
tegral sn finden: 

V r=yy Sx =ffx • 8x 

nnd man habe Veranlassung cfx = fi au 
setzen, so ist die Aufgabe 

y =/y • 8x x/fs • 8x 
In dem Inte^l ft erscheint nun s 
alt urreränderbch nnd es entsteht aus 
einer Function ft von t sunäcfast immer 
nur ein Differenzial /*» • 9s , nicht aber 
ein Differenzial wie ft • 9x (t. Differcn- 
zialformeln 1 bis 12, pag. 279). Man hat 
demnach zuerst das Inteml « Ton y in 
Beziehung auf die Veränderliche s zu be- 
stimmen. D. h. man bat zu integriren 
fy . 9t =J’ft ■ 8t 
Nnn ist ans « =fy • 9x 


Es ist aber (s. .Differenzial*, No. 
15, pag. 263) 

9h _ 8« 8x_ 8x 
8t~8x Öl *8i 

also beiderseitig anf t als Urrariabele 
integrirt; 

«=Aö*=y'(»|^)s» 

oder (s. .Differenzial* No. 17, pag. 263) 

«=/,8x=y'.^.8t 


Odor wenn y = <px = ft, so ist 
/y9x = /(fx.8x = ^(fi. |?)8i (7) 
oder 


fy 


9x =f(f.x • 8x = 


(Ü) 


d> 


( 8 ) 


Diese beiden gleichgeltenden Formeln 
7 nnd 8 sind also die allgemeine Vor« 
Schrift fnr das Verfahren beim In • 
tegriren einer Function, wenn 
statt der Urveränderlichen eine 
neue Veränderliche eiogeführt 
wird. Die Regel ist also: 

Nachdem die Kinfuhrnng der 
neuen Veränderlichen geschehen, 
multiplicire das dadurch entstan- 
dene Resultat mit dom Differen- 
zial der ersten üry cränderlichen 
als abhängig veränderliche ge- 
nommen in Beziehung anfdie neue 
Veränderliche, diese als Urverän- 
derliche betrachtet 


Oder dividire das Resultat mit 
dem Differenzial der neuen Ver- 
änderlichen in BetiehliDg anfdie 
erste UrTeräoderliehe genommen. 


12. Zu finden fy 9x =zj{x + xf* bx 

Setzt man a + x =; s, so hat man nach 
No. 11: 

fy . 8x =/t- 8x =y (t- |5) 8, 

Nnn ist 9i = 8(o -f x) = 8x 
also = 1 

OS 


«-I-1 Hl-H 


Mithin fy 8x =/i'" 8t = 

13. Setzt man in No. 12: m = — I, so hat man 

fy 8x =ß,a -I- x;~* 8x =/i~* 8t = Ih t (s. Formel 6) 


also ßfl + x) * 8x = = /» (a -f- x) 

J a-l-x 

14. Für X s — X hat man ans No. 12. 

/» 8x =yt<» - *)■" 8* =y'(t'" I?) 8t 
Nun ist 8i = 8 (a - x) = - 8i 
folglich fy 8x =y(- 1 ”) 8t = - /t- 8t = - 

.wt^*** 

oder = 

16. Han erhält nach No. 10. 

fy 8x =yio — x)~* 8x = f = — /b ( o — x) 


(9) 


( 10 ) 


( 11 ) 

( 12 ) 
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16. Zn finden fy 8x =ßja + ix)*” öx 
Setzt man (a + hx) = % 

so ist 8» = 8 (a + hx) = 6 8x 
8x 1 

woraus s" = 

oi b ^ 

dji« /,D.=yi.’-9.=j— ^ 

also 

/,8x=yt« + M'” = ^j^^ (13) 

17. Reihenentwickelung. 

Das Gesetz No. 11 veranlalst, dafs ge- 
gebene rationale Functionen durch die 
dort vorgeschriebene Umformung irratio- 
nal werden. Z. B. Es sei zu finden 

fy 8x =/{a -1- x")"* 8x 

Setzt man a -f- x" = » 


so ist X = (* — c) ^ 
und 

-L 1 J__, 

8x = 8(» — «)**= — (s-o)” 8» 

8x 1 

9 -, = ^ 

n(s-a) " 

mithin 

/,8x =/(.»■ |;)9.=y:_^L5^ 

»(j-a) " 

Um also das gegebene I zu finden mufs 
man auf die E^nführnng einer neuen Ver- 
änderlichen verzichten. Man kann jedoch 
das I mit Hülfe des binomischen Satzes 
in eine Reihe entwickeln, und wenn dann 
m_ als bestimmte Zahl gegeben ist , so er- 
hält man ein geschlossenes Integral. 


Denn man hat (« -1- x")’" 


m 

T 


a” + ^a"'-'x'’ + 


m • m - 1 „,_3 , 

TT-ä-* * ■+ 


tolgUch /(o + «")"• 8» =/«" 8» + m«"— '/«" 8» + «”• 8x + 

1*2 


+ - 


m • m — 1 


1 • 2 m 

■ Z. B. Für m = 2 ist 

y(« -f x”)* 8x =/a> 8x -1- 2a/x" 8x -^fx^'^ 8x 


a/xf'"-*>" 8x -^/x'”" 8x 


= a’x -f 2a 




n-f 1 ' 2n-|-l ' 

/a + x")* 8x = a>/8x -f 3oV*" Ö* -1- 3o/x^" 8x -|- fx^ 8x 

= o® X -f 3a* -1- 3a -1 

^ n+1^ 2H-I-1 3n-|-l. 


(U) 


(16) 


(16) 


n. s. w. 


18. Za finden /y 8x rr/x*" (a -f x)“ 8x 
Nach dem binomischen Satz hat man 

(a -f x)" = a" -H n,a"~^x + », a"~* x* -f nax"~* -f- x" 

olglich 

x"* (a + X)" = a" x*" + «a"-> -j- n,a*-* x”-^’ + nax’"+"-l + x”*+'‘ 


Jedes einzelne Glied intenirt und die 
Integrale summirt ergibt das verlangte 
Integral. 

19. Za finden 

fy 8x =fx”*(^a -f x")P 8x 
Entwickele nach dem binomischen Satz 
(a -4- x’*y* in eine Reihe , maltiplicire je- 
des Glied derselben mit x”*, integrire je- 
des dieser Glieder, so gibt die Summe 
der Integrale das verlangte Integral. 

2. Reductionsformel. 

Es sind bis jetzt 2 Häfsmittel ange- 


geben worden, um zusammengesettte ra- 
nonale Integrale zu finden. 1. Die Ein- 
führung einer neuen Veränderlichen (No. 
11) und 2. die Entwickelung in eine Reihe 
(No. 17). Ein drittes nülfsmittel bietet 
die Formel No. 2 
ffx • Fx • 8x 

= fxfFx • 8x — f[fxfPx • 8x] 8x 
durch welche man successive, nämlich 
mit Wiederholung eines und desselben 
Verfahrens zu dem verlangten I gelangt, 
indem man das gegebene Differenzial auf 
ein einfacheres zuruckbringt, redncirt, 


lotegral. 


398 


weshalb die Formel die sllgemeiDe 
Rednetionsformel genannt wird. 

Eine Anwendnng daron ist bei folgen- 
der Aufgabe lu machen: 

21. Zn finden 
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Schreibe /y 8x sr/x"* (a + x)~" hx 
Alsdann hat man nach der allgemeinen 
Rednetionsformel (2) 


/x"* (a + r)-" 8x = x"'yla + x)~" 8x -/[Sx" -/[a x)~* 8x] 8x 


oder 


-a + i 
,(a_+xT^ 
a- 1 


-a-M 

-bj^/x"-'(a-hx)-‘-‘>8x 


(H) 


Mao sieht, dafs man anf ein Integral tion. Behandelt man nun dieses lebtere 
kommt, in welchem die Exponenten m Integral Auf dieselbe Weise, so erhalt 
nnd a nm eine Einheit niMriger sind, man 
als in der au integiiren gegebenen Fnnc- 


/x"-'(o-l-xr<— ') 8x = -x' 




Fahrt man so fort, so erhält man end- 
lich X* oder (a -|- x)~®; nnd iwar das erste 
oder das sweite xnerst, je nachdem m<n 
oder a<iit ist. 

Ist m<n so entsteht luletst das noch 
aubnlösende Integral 

fa-i- 

und das verlangte I ist vollständig (ge- 
schlossen) geflinden. 

Ist m > a so erhält man als Schlufs- 
glied /xl’ (a -f x)~* 8x 
nnd dies ist nicht anders anbnlösen, als 


dab man 


AJ*8x 

J X -f- a 


schreibt nnd mit x -|- a 


io x^ so lange dividirt, bis man anf ein 


Ulied 


: -l-a 


alsErgäniungsgUed kommt. 


welches = a" I» (x -f a) ist. 

Mit der Summe der bis sn diesem leb- 
ten Oliede erhaltenen Integrale ist das 
verlangte I eWfalls geschlossen gefun- 
den. 

22. Beispiel. Es sei » = 2, n = 2, abo 
xn finden. 

/y 8x =/»* (« -l- 8* 


Man hat /y 8x = — x* 


■•f I/x (a-)-x) *8x 
r8x 
a-i-x 


a-l-x 


oder 


f X* hx _ 

y (•+*)*■■ 


'-.-Ä+’/i 

-|- 2x — 2a In (x -f a) 
— 2a In (x -I- a) 






• + « 




(i*) 


Von der Richtigkeit des I nbenengt Dann ist x = s — 
man sich durch Ruckdifferenximng. Man nnd da 8x = 8s Ist, so hat man 
findet 8x 8s 


8 




-f 2ax 

+ « 


2a ln (x + a. 


>]'crÄ 


+ «)• 

23. Zu finden /y8x=yi^ 
Man sebe s = x -I- 


a-fix + x» 

unter der Vorans- 


» X* 


Sebt man 
setinng, dafs Iä'>a ist 
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■0 Ut, wenn A, B nnbeetimmte Coeffidenten bedeoten 

r Ö* r _ r( i48» B8» \ 


Nun sind A and B so zn bestimmen, .,,, 
dsts 


Ä = ^ und A = - ~ 

3c 2c 

,/4 (i — c) + B (» -|- c) = 1 Damoach Ut 

also daU (i4 + B)s +(B- .4)c= 1 P Qx 1 1 

Es kann aber diese Bedingnng nur er- J c-^hx-\-x^~~'“YeJ T+e ^TcJ %^e 
füllt werden wenn {A + B) s = 0 ist, weil Nun Ut DiffereniUUbrmel 84 
s Yerscbwinden muJs; dann hat man ^ 

1 Ö lo^n » = — 


e 

hienu B A = 0 


also auch 9 logn (s c) == 


8s 
s^ e 


^ — c 
i + c 


folglich J i /ojn (s + c) + i /oj » (s - c) = 1 /» L 

Setzt man nun für s und c die ursprünglichen Werthe, so erhalt man 

1 6* 


/oj« - 


und redncirt 


/* e* _ 1 , 


2x + ü- t/t»-4a 
2x + i + V'6> - 4« 
24. Ist jedoch a>{i’, so hat man 


a — 4 " ~ gesetzt : 


8x 


8s 


8s 


mithin ist 


^(il 

a H- 4x + X* s* + c’ c* j ^ e ^ ^ ^ 2 .y 

mel 1 
8 ; 

1 + 

(t) a. . 


Nnn Ut Diffetenzialformel 120 
8orc(/y = s)=Y^, 


8 




Hierein die Werthe s = x4-j6; e* = — — * gesetzt und redncirt 

/ ■ 8x 2 2x + 6 

a + ix + X* )/4a - i> ***"* ^ 

2S. Ist drittens a = ji* so wird 


j/4a_i« 

r 8x 2 

y a+ ix + X* y s* “ a ~ 


i +2x 


(19) 


(20) 


( 21 ) 

( 22 ) 


26. Zn finden A8x= /*— ^ - + .±-8x ‘"“«o '»"‘«H 

y a+ix+x* ra—/' *®* i/' .^8x 

Man sieht, dafs diese Aufgabe aus * ~ J a+ix+x* ^ J a + fcr + »• 
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Du 2te Integnl iit aber sebon in Mo. . , 

23 bis 26 fnr 3 Terschiedene Fälle be- 
stimmt worden, wenn man duselbe dort j 
mit A mnltiplicirt. 


Setst man für du anfsalösende erste 
Integral wie No. 23 

, ä 

» = * + Y 


0X = ». 




Setst man ferner ± c* = ± o 
so hat man du erste Integral 


f xQx _ A*~ 2) ^*, f s8s t r »s 
J x'~ J s* * c* ,/s*±e* 2,/s*±c* 


Dieses getrennte snbtractive I ist eben- 
falls No 23 aufgelöset, und man hat su 
dem noch aufeulösenden Integral 


Ts 8s 

,/ s’± c* 


SD addiren du Integral No. 23 multipli- 
cirt mit {A - 

Nnn ist für den Fall (s’ — e’) im Nenner 


(-4 


Also nach der 84ten Differeniialfbrmel 
J'jlTet = * foja (s> - c>) (A) 

Ilietra gehört das Integral 19 mit 
- {k) mnltiplicirt, nimlicn 


r s8s _ ^2s 8s 

y S*-C> “v s*- c* 


2c s c 


(B) 


nnd es ist mithin, wenn li* > a ist, du 
Terlangte I = (A)-f (B), oder 


./ 




a-\- X* 


2c 


= ^ /m (d + Adr 4- «*) + 


*+ c 




Für den Fall (s* -f- c‘) im Nenner hat man eben so 

Hierin du Integral 21 mnltiplicirt mit (A - ^i) gibt 

- y a+ix-t-x* |/4a-ä* J-Aa — i* 

Endlich drittens fSr o = i4* ist 

hienu (A - li) mal dem Integral 20 gibt 

hx + A)Bx _ nm + A)Sx _ A-jk 

JT+Ü+x>-J (x-K*'* ^ 


-**)• 

8x 


X + 14 


Setst man nnn Aa = 1 


Es ist am geeignetsten, wenn man den 
Bruch des gegebenen Differensials in 2 
Snmmanden serlegt in welchen dm Fao- ^ „„ A (4 -1- *) -b B = 0 

toren des Nenners die Nenner sind. , 


(23) 


(M) 


(24) 


— „ , n r 9* A (a + 4x -1- x>) -I- Bx = 1 

27. Zn finden /,8x=y ^^ - ^ —- i ^ A. -1- A (4x -b x») -|- Bx = 1 


also A = — 

a 


Han hat 
1 


, = ^ + - 


nnd hierein 


A = — guetst 

d 


x(a+kx + X*) X ' a-b4x-bx’ 

nnd folglich die Bedingnng 


B = - 


4-bx 
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xoithin 


Bx 

x{a+ bx + x*) 


_ jL r b -\-x 1 

a L « a 4- i* 4- x* J 


Daher /y8x = — 

• a j X a J a bx x^ 

= — f/ -Ä f r xBx 1 

J a bx j a-\-bx-\- X* J 


oder — [/« X — einem der 3 Integrale 23, 24, 25, wenn man h statt A schreibt.] 




8x 


, ^ — r /n X — I/n (a 4- 5* + **) — 4" f — 5 I 

x(a4-5®4®*) <* L 2^a4-5x + x*J 

-If/ , /* 8 x 1 

“ 2a L ** a 4- 6x + X* ^ a + bx + x*J 


(26) 


Indern für das letzte Inte^l die Formel 20, 21 oder 22 genommen wird, je nachdem 


. > a oder — < a oder -7- = <* 

4 4 4 


28. Zn finden 


/y Ö* = f- 


(x + A) 9x 


(a4* 5x4" X*)" 
Setzt man wieder * = x4|6 
so hat man wie in den Torigen Aufgaben 


y = 


(x + A) Bi 




(»’tC*)"* c*)*” 

Um das erste Integral zu finden, setze man 

t’ T c* = /I 

so ist 2t • 8z = 8» 


= /' » 0» , 2 ^ ^ 


woraus 


.9" 

* = *8T 


Diese Werthe eingeführt, ist 


.0 .“ 

’*r. 


y(»*«c>)’" y u*" *j uT ^ ^ 


(»*TC>)" ./ jU 

Nun ist nach Integralformel 5 

„-»«-+-1 


-«4-1 2(m-l)^ 


m — 1 


.1,0 /'_±L»!_ = 1 


2 (m - 1) (i* T c*)"' 


(27) 


Um das zweite Inteml zu finden, mufs tionsformel 2. (s. No. 20). 
man dasselbe auf das Integral einer Func- ^ 

tion derselben Form zurückführep, wo m Setzt man nun A — — =Fx= B; 
einen geringeren Werth hat, so dals man - ‘ 

bei wiederholtem Verfahren auf die Form fx = = ri* 3= "* 

a-L (•’tc*)”' 

-5 — ^ kommt. Hienn dieot die Redac- ^ . 

** T c» /Fx = i?» 

/ 2 •\— IW— 1 n ^ 2 fWS * 

daher f _£®f — ?* + f. 5 ^ x ^a 8. 

J (s* T C*) (S> T C>) J (s» T c>)'" 


'• « 


i 

•T* 

I 




1 
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(,> T e>)" T c*r ■*•=»=<:• 

(,«Tc»r y(.*=Fc*r' »*=Fr/ 

= - +2m *^‘-±2m c> ^ 

(»« C>)" y (»• TC*)" j (*■ T r’ 




Hieiaas das letzte Integral entwickelt gibt 
/■ fiös _ r Bibt 2« - 1 r B 9» 

./ (j • T c’)” 2« C* (l’ qp c’)"' ^ *"* (»’ T «*) 


^ l V* l T- - / 

Setzt man nun m — 1 statt m, so erhalt man die Reductionsformel 

rjBbi Bi ^ 

J (I* ± c»)” 2 (m - 1) c* (z* :» c*r ^ 2 (' 


2"Lr3_/' (28) 

(«-l)cV (jt e»)"' * 


Vermittelst dieser Rednctionsformel ist langt man endlich auf ein Integral 
nun das Inteml der Fnnction auf ein welches in den Integralformeln 

anderes d«rselD6n Form reducirt, in wel- J c* 
chem der Exponent um 1 geringer ist. *ie und 18 aufgelöst ist. 

Setzt man in das letzte InteCT^ dann g, _ g, ;,t, so kann man ohne 

wiederum «-1 statt m, so erhält man -v^'^ijeres für s seinen Werth in x ans- 
dieses znrückgefnhrt auf ein I mit dem ^^cken, und man bat (27 + 28) 
Exponent m — 2 ; und so fortgefsJiren ge* 




(x + q4)0x 


1 

(-t1 


-1)1 

l¥-l 

|(o+ äx-t-x')"-* 


2m - 3 




A. 


(■<- 1 ) 


9x 


29. Das Integral aus einer gebroche- 
nen algebraischen Function zn finden, 
wenn deren Nenner in ein Product von 
binomischen nnd trinomischen Factoren 
sich zerlegen läfst. 

Das Verfahren besteht darin, dafs man 
den gegebenen Bruch in lauter Theil- 
brüche zerlert, Ton jedem Theilbruch das 
Integral sucht und simmtliche Integrale 
addirt. 

In dem Art. , Functionenlehre * 
No. 4 nnd 5 ist gezeigt, wie man einen 
Brach, dessen Nenner aus 2 Factoren 
besteht, in 2 Theilbrüche zerlegt: Der 
Nenner des einen Tbeilbmcbs ist der 
erste Factor nnd der Nenner des ande- 
ren Theilbmchs der zweite Factor des 
gegebenen Nenners, die Zähler der bei- 
den Theilbrüche sind anfzufinden. Von 
diesem Satz ist schon No. 23 dieses Art. 
Anwendung gemacht worden. 

Hat nun der Nenner der gegebenen 
Function mehr als 2, z. B. w ungleiche 


Factoren, so nimmt man den ersten Fac- 
tor als Nenner des ersten Theilbmchs 
und das Product der übrigen (n - 1) Fac- 
toren als den Nenner des zweiten Theil- 
bruchs. Man findet den Zähler des er- 
sten Theilbmchs und mit demselben die- 
sen Broch selbst. Wiederholt man nun 
das Vorfahren mit den übrigen (n - 1) 
Factoren des Nenners, so erhält man nach 
nnd nach sämmtliche Theilbrüche der 
gegebenen Function. 


BeispieL 
Es ist IV = ; 


2x» + 7x -1- 3 


in 3 


(x-Hl) (x- l)(x -1-2) 

Theilbrüche zu zerlegen. Demnach sei 



B 

(X- l)(x-(-2) 


hieraus 

A (X - 1) (x-t-2)-!- Ä(x-H) = 2xH 7x -1- 3 
Dm A zn finden muls B Terschwinden, 
domiitch ist « + ^ = 0 Also a» = — 1 so 
nehmen, und diesen Werth in die Be- 
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dingnngigleichang eingesetzt wird 

- 2/1 + 0 = -2 


Korans 
und es ist 
Bierans 


A = 1 

2jH 7x + 3 _ _ 1 _ Ä 

(x + l)(i-l)(x + 2)~* + l + (x-l)(x-2) 

2x* + 7x + 3 - (* - 1) (* + 2) . 1 = Ä (* + 1 ) 


x> + 6x + 5 

woraus B = — = x + 6 

X + 1 

Der in 2 Theilbrüche noch zu zerle- 
gende Bruch ist demnach 

_ X + 5 _ C D 

(x— l)(x+2) X— 1 x+ 2 

hieraus 

X + 8 = C . (x + 2) + fl (x - 1) 


Setzt man wieder x = + i, so hat man 
X + 5 = C • (x + 2) 
und C = J = 2 

und setzt man x = — 2, so erhält man 
x + 5 = fl(x - I) 

nnd fl = = — 1 

3 


mithin hat man 


2x« + 7x + 3 _l_ . 

(x + l)(x-l)(x + 2)" x + l'^x-1 x + 2 


Man übersieht ans diesem Beispiel das 
erforderliche RecbnenTerfahren, ohne dafs 
man nöthig bat die Gleichungen aufzu- 
stellen. 

Man setzt nämlich nach einander jeden 
Factor des Nenners =0, das x welches 
darans jedesmal entsteht, setzt man in 


die übrigen Factoren des Nenners und 
in den geeebenen Zähler nnd diridirt 
diesen durch jenes Product, so erhält man 
in dem Quotient den Zähler zu dem zu 
Null gemachten Nenner. 

In dem vorigen Beispiel ist 


daher 


daher 


daher 


2x»+7x + 3 ABC 

(x + l)(x- l)(x+2)“x + l‘''x-l + x + 2 
X + 1 = 0 gibt X = — 1 

2x> + 7 x + 3 _ 2-7 + 3 _ - 2 _ , , _ . 
(x-lj(x+2)“(-2)x(+l) -2-+'“'* 

X - 1 = 0 gibt X = + 1 

2x« + 7x + 3 2 + 7+3 ^ 

(x + 1) (x + 2) -2x3 ~ 6 “ 

X + 2 = 0 gibt X = — 2 

2x« + 7x + 3_8-U + 3 -3 

(x+ i)(x-I)“(-l)x(-3)'^+3~~*~'^ 


30. In No. 6 des Art.: Fnnctionenlehre 
ist nachgewiesen, dafs wenn 2 oder meh- 
rere gleiche Factoren im Nenner sich be- 
finden, diese zweite oder höhere Potenz 
in so viele Brüche mit der Wurzel zum 
Nenner als der Grad der Potenz beträgt 
nicht zerlegt werden kann, und dafs 


diese Potenz als Nenner eines einzigen 
Theilbmchs genommen werden mufs. 

Dagegen kann man solchen Bruch 
fx \ 

— I in Theilbrüche zerlegen von der 

Form 


f-i - ^ 

(<fxy (gjx)" 
wie folgendes Beispiel; 

3x> + 2x + 5 


+ _A_ + _c_. 

* (?>*)" ’ 


N 


Die drei leisten Brüche noter gleiche Beneonuog gebrecht und die gleichen 
Nenner fortgeleeseo entsteht 
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3®* + 2x + 5 = .4 + Ä (* - 2) + C(uf - 2)» 
Setzt man ® = 2, so rerscbwinden B und C und man hat 
3. 2» + 2*2 + 5 = 21=^ 

hieraus 3®’ + 2® + 5 - 21 = Ä (® - 2) + C (x - 2)» 

3®* + 2® — 16 


oder 


= 3® + 8.= B + C(®-2) 


® — 2 

wiederum ® = 2 gesetzt, verschwindet C, und man hat 

3. 2 + 8 = 14 = ß 

hieraus 3« + 8 — 14 = 3® — 6 = C (® — 2) 


woraus 


Es ist mithin 


3®-6 

c=— = + 3 
3®* + 2® + 5 


21 


14 


+ 


(®-2)‘ (®-2)>^ (®-2)> ® 


31. Nicht immer sind die Factoren des Nenners Binomen; auch trinomische 
Factoren kommen vor. Z. B. soll folgender Bruch behufs der Integrirung in 2 
Factoren aufgelöst werden 

2®* + ®-7 .4 . B 

(® - 2) (®> - 2® + 3p (® - 2) - 2® + 3 

. , 2®> + ar - 7 „X + 3 , ^ 

so hat man -ö — „ — — (für ® = 2) = — = 1 = ^4 
®* — 2® + 3 +3 

Der erste Bruch ist also 


® — 2 


, (2®> + ® - 7) - (®> - 2® + 3) ®> + 3® - 10 . ^ „ 

ferner ^ ! — = r = ® + 5 = Ä 

® — 2 ® — 2 


mithin 


2®* + ® — 7 _ 1 ® + 5 

(® — 2) (®* — 2® + 3) ® — 2 ®* — 


X —'I ®' — 2® + 3 

Sind aber statt eines Trinoms 2 und mehrere als Factoren im Nenner und 
sollen die einfachen, wie hier imaginären Wurzeln als Factoren genommen werden, 
so ist die Arbeit mühsam. 

Es ist hier ®* — 2® + 3 = (® - 1 + V‘- 2) (® — 1 — V— 2) 

Han hat also die beiden Brüche 

^ D » + 5 

®-l+ + -2'*’«-l-V-2 ®“®^*** ®» - 2® + 3 


Setzt man nun in den Zähler 2®’+® — 7 tionalen gleich, so erhalt man für den 
den Werth von ®=l*y — 2 und den- Nenner «* — 2® + .3) den Zähler 

= 6±y^ 


selben Werth für ® in den Nenner (*— 2) 
- 8 ± 5 V- 2 


+ 3) 

- 8 ± 6 +- 2 


BO erhält man 


- 1 ± K- 2 


- 1 ± ;/- 2 

_ . . , , , — r Setzt man nun, um C zu finden 

Setzt man diesen Bruch = ® + «i/— 2 , , ,, — s . n ^ 

id AntwirlrftU ® = 1 + 2 und um D ZU finden 


und entwickelt, setzt das Rationale dem 
Rationalen und das Irrationale dem Irra- x — \ — j''— 2, so hat man: 


6 + + - 2 6 + V- 2 


und man hat 


» - 1 + V- 2 2 V - 2 

6 - V - 2 _ 6 - K- 2 

® - 1 - 2 ~ - 2 1- 2 
2®> + ® - 7 1 


= i (1 - 31'- 2) = C 
= 4(1 + 31/- 2) = D 


i(l-3l/-2) . i(l + 3V-2) 

r , n T 


«•-2® + 3 ®-2'®-l + V-2‘« — 1-1/-2 

32. Die zum Integriren gegebene Function ist von folgender allgemeiner Form 


i4®*” + ji/ ^ + i4j * + ..,. Ajjj I * + jttn 


,m ^9 


y = 


®" + a, ®" ^ + a, ®" * + a^_i ® + «„ 


f 
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Es ist hierbei lu hemerken, dats der 
Ooefficient von x" im Nenner, wenn er 
= a gegeben sein sollte, durch Division 
mit a jederzeit in I umgoändert werden 
kann, wie hier als geschehen zu den- 
ken ist. 

Ferner ist zu beachten, dafs wenn die 
Function nach einer der hier vorange- 
stellten Integralformeln integrirt werden 
soll, die Fnnction eine acht gebrochene 
sein muls , so dafs der höchste Exponent 
m des Zählers kleiner sein mnfs als der 
höchste n des Nenners. 

Hollte nun m>ii gegeben worden, so 
ist der Zähler so lange mit dem Nenner 
zu dividiren, bis ein Rest entsteht, des- 
sen höchster Exponent von x kleiner als 
II wird. Die gebrochene Fnnction wird 
sodann in eine ganze Function -f einer 
ächt gebrochenen aufgelöst. 

Wird nun ein Bruch, dessen Neuner 
aus einer polynomischen Function der 
Veränderlichen besteht, zum Intcgriren 

f egeben, so hat man in der Summe der 
ntegrale seiner Theilbrüche, die nach 
Toranstehenden Anweisungen sämmtlich 
in entwickeln sind das Integral desselben. 

Ist die Function in Buchstabengröfsen 
gegeben, so kann die Zerlegung des Nen- 
ners in Factoren unmöglich sein; als<lann 
ist auch deren Integrirung unmöglich. 
Ist die gegebene Function mit bestimm- 
teu Zablencoefficieuteu versehen , so ist 
der Nenner Jedesmal ein Product so vieler 
Factoren , als der höchste Exponent der 
veränderlichen Einheiten enthält; dage- 
gen können diese Factoren irrational und 
paarweise nnmöglich sein. Erstere sind 
dann mit beliebiger (lenauigkeit annä- 
hernd zu finden. Hat man nun einen 
derselben gefunden und man dividirt mit 
demselben in den Nenner, so erhält man 
eine Function der Veränderlichen, deren 
höchster Exponent einen Grad niedriger 


ist, von der man nun auf dieselbe Weise 
einen zweiten Factor näheningsweise 
sucht u. s. f. 

Statt dieses sehr weitläufigen Verfah- 
rens ist es besser zu versuchen, ob man 
die Function in eine möglichst conver- 
gireude Reihe entwickeln kann, deren 
Glieder dann einzeln zu integriren sind 
und deren Summe dem wirklichen Inte- 
ral möglichst nahe gebracht werden 
ann. Hiervon No. 63 nnd weiter. 

33. Eine Fnnction kann übrigens nnt 
dann ein Integral haben, wenn sie selbst 
das Differenzial dieses Integrals, wenn 
sie also überbanpt das Differenzial einer 
Function ist. Da es nun Functionen 
gibt, die ans keiner anderen Function 
als Differenzial hervorgehen, so haben 
diese auch keine Integrale. Vergl. den 
Art.: , Differenzialgleichung,“ No. 
4, pag. 387. Ein nähemngsweises Inte- 
gral i.st diejenige Function, welche ein 
Differenzial hat, dessen Werth dem Werth 
der gegebenen Function nahe kommt. 

B. Irrationale Functionen. 

34. Irrationale Functionen sind Jeder- 
zeit Wnrzclgröfsen, die nicht anzugoben 

H 

sind, als j j + rt, v(-** + Irratio- 

naixahlon wio n ^ ln a sind constant, 
friiix ist = ist = .r /« a;sin<fT^ 

log ff X sind transcendonto Functionen. 

Die irrationale Fnnction der einfach- 
1 

— Hl 

steil Form ist x"' — y'x. Diese nnd alle 
übrigen einfachen Functionen in Poten- 
zen mit gebrochenen Exponenten werden 
integrirt, wenn man in den Integralfor- 
meln für ratioivale Potenzen statt 
de.» ganzen den gebrochenen Exponenten 
einsetzt. 

Formel 4 ist: fx’"T>x = — — 

m -b l 

Man hat demnach 


/r" Dx = f = 

rt 

Ans Formel 5 entsteht 


m -1- » 


-t-l 


/x“ ^ 8x = . 
_ « “ I ' 


m — I» " 


( 29 ) 


(30) 


Vx- 


Ans Formel 9 entsteht 


y(<i -b x) * Ox = (a + x) " 

III. 


(31) 


90 
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Ani Formel 11 

m 

Aa~x)- ö* = --^(a-/r) * 

m X » 

Ans Formel 13 
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J{a + bx ) " 0x = ■ 


(ö + bx) 


I» + n b 

Ans Formel 14, 15, 16 


( 32 ) 


(33) 


y^(o+*»*) tix = a’"f ^x^maT-'J^xP Dx + m.n’" -‘l/x/’ 9x 

r (»-D» r ^ 

+ *• o* + "•.«* "V »•'' 

/ • (m-l)» f Kt — 

X P bx+J X P 9x 

^y'la + x'’) =a‘fbx-\-2aJ'xP 9x+.^/*'’ 9x 


Ox 


(34) 


n +11 


*«+#» 
J^x~>~ 


= “’* + »+p- '2. + P 

/»/ n \a >M-/» S*n-/J 

y L + x»') 0x = a>x + ®“^x »* + 2 ^* »’ +3^Vp* '' 

35. In No. 18 ist /x” (o + x)" Ox dadnrch gefunden, dafs («+x)* durch den 
binomischen SaU in eine Reihe entwickelt worden ist. Demnach mnfs bei diesem 


(35) 

(36) 


Verfahren n eine ganze Zahl sein. Man 6ndet demnach : 

r HL r "'*'** /* üjt?? 

xP {a\xfbx = a’‘J xP bx\%,a’'-'^J X P Ox + ii,a»-Vx P 9x+..(37) 
Beispiel: 

(a -f ar)* Oj: = /x^ (a* + 3rt *x + 3a Öx 

= S*+ 3o>/r^ 8x + 3«/xi 9x +/x: Ox 

= Jo*x^ + }o*x^ + Jox^ + iS* 

= 2x^ (Jo’ + }o* X + jox* + iSx*) 

36. Man kann das I. No. 35 auch mit Hülfe der allgemeinen Redoctionsformel 
2 finden. Man bat: 

f x~P (o + X)" Ox = x~^f{a + X)" 8x . y(o + x)* 9x] Ox 

*•+1 t/\p »+1/ 




JxP '(o + x)"-’-‘8x 


« + 1 p (» + 1). 

Da — eine gebrochene Zahl ist, so ist mit dem um 1 verminderten Expo- 
nenten — 1^ nichts gewonnen und man mufs weiter nmformen. Setzt man 
deshalb in die Integralgleichung » - 1 für » und ~ ^ erhält man 


(< 




8x 


= ,7 - !l+f fßi, 

fl fip 


a + x)" 8x 
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Bierans das letite Integral entwickelt gibt die ursprüngliche Aufgabe 

/ ' m — r ^ \ 

(a+*)"Ox = -^— X»' (a+r)«--^,/x'' (a+xr-'Sx (38) 

m + p m + p 

lu dieser Formel wird also der positive ganze Exponent n in dem neuen In- 
tegral nm 1 genfer. Nun kann man das letzte I wiedernm auf ein I zurückführen, 
in welchem der njponent von (n-fx) um 1 geringer, nämlich =ii — 2 wird, und 
so fort bis man aut den Exponent = 0 kommt. 

Beispiel (obiges No. 36) fx^ (n -|- x)* Ox wird nach Formel 38 
Ix^ (a x)*- l/x^ (a -I- x)* Ox 
Nun ist nach derselben Formel 

/x^ (a -|- x)’ 8x = |x^ (a x)* — f fx^ (a x) 8x 
desgleichen 

fr^ (a -f x) 9x = Jx^ (a x) — J fx^ (a -|- x)° Ox 
Es ist mithin 

/x^ (a x)* Ox = Jx^ (a -I- x)* - ‘ I (a -t- x)* + i's't *^ (<» + -r) - 1 1 J sx" 

= |a>x^ + jo’x^ +I<«x^ -bi*’ 

-llo’x^-Uox^ -lüx“ 

+ i’o'j + r’s's * ’ 


II 


fx^ (a -b x)* Ox = ja’x^ -b Ja’ x^-b Jax- + i*i x • 


welches mit dem Resultat No. 35 über- Die Anflüsnng geschieht nach No. 35 
einstimmt. durch eine Reibe, wenn man a -b x = z 

37. Die Formel No. 18, anf irrationale setzt. 

Functionen angewandt, hat man noch zu Dann ist x-z-a 
bestimmen : 


/x’"(a-bx)'' Ox 


Ox = Oz 
nnd man hat 


J'x” (a -b x) l‘ Ox =J'i >• (s - a)’" Os 
Nun ist (s - a)” = s™ — ms'” "■* a + m,s'" a* — . 


Hiernach jedes Glied mit $t’ multiplicirt und integrirt 

/" — C—^m rjL+m-l f- 

y s»’ (s-o)’"0s=y s»’ Os-ma./s'' Os + mjoVsl* 

a”'f 7 

Für s den Werth (a-bx) gesetzt: 

/' S. f r 

J x'"(o-bx)''Ox=^/ (a-bx)t’ Ox-ma,/ (a+x)*' 


+m-2 

•“ Os-,... 


Ox 


f -^m-i 

-bm, a’y (a + x)'' Ox - . 


ma’" ‘/{« + x)P '*’*8x±o’"y(a + x)P Ox 
Beispiel: Zu finden /x* (a -b x)^ Ox Es ist nach Formel 39: 


(39) 


20 * 
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/«• (a -f- ar)^ ÖJ 0* •“ 2öyia + ar)^ 8x + a*/(a + a:)^ 9x 

= I (a + ar)^ -^a(a + + |a* (fl + x)^ 

= 2 (fl + x)^ Ci 35 «* - + f*r’l 

n 

38. Dasselbe /x*" (fl + a:) Ox kann auch mit Hülfe der allgemeinen Reduc- 
tionsformel gefunden werden. 

Mau erhält unmittelbar 

yL*" (fl + x)y + x)P 9x - + x)^' Oxj Ox 


— 


(a + »)P 


4-1 


— 4».- 


1 — 

(fl -f x) Ox 


(40) 


- + i -- + 1 
p p 

Das letzte I wird wiederholt auf ein I zurückgeführt, in welchem der Expo- 
nent Ton X immer um 1 geringer und endlich =0 wird. 

Beispiel (aus No. 37} 

fy Ox =/x* (fl -f x^ Ox zu finden. Es ist 

fy Qx = — - -H-/r (fl + x)^ Ox 
ir I 

= §iP’(a + Jc)^ - JA (fl + Ox 

fx (fl -f x)^ Ox = Jx (fl -f x)^ - J A®(x 4 x)^ Ox 
folglich snmmirt 

/x> (fl -f x)* Ox = §x* (a -f- x)^ - ,*5 X (a -f- x)^ + ,'o*s + *0^ 

= 2 (fl -t- x)^ [t S srt’ - 3^flx -f fa*l 


./.f. 


39. Die Aufgabe fytix=^f x^ (a-f x)^ Ox ist in geschlossenem Ausdruck 
nicht aufzulüseii. Denn man erhält durch die Keductionsforrael 


fyhx- 


X 7 (a 4- x) 


t + x)t' m AT ‘ 


(fl 4- x)^' 


Das letzte I ist aber nur aufzulösen, ist dort vorgeschrioben, die Potenz (a-j-x")t* 

wonn entweder - - 1 oder - + I eine •" Demnach 

q p kann man nur folgende Aufgaben losen : 

ganze Zahl ist. D. h. wenn entweder 

oder — eine ganze Zahl ist. Eben 

so führen Substitutionen auf nicht ge- 
schlossen zu lösende Uülfsintegrale. 


4- x">' Ox 


40. No. 19 hat die Aufgabe 

/x'”(a-bx"yOx 

wo m, n, p ganze Zahlen sind und es 


/ • m 

X^ (fl 


Ox 

l> 

Ox 


Mao erhält 




m 


? (fl4-x")P0x 




P 4- p,rt»’-‘x”4- p,«^~ V«-}- . . ..paxO»-’)«4- xt*^‘] 

m 


Nun wird jedes Glied der Reibe mit x? moltiplicirt , jedes Product einzeln 
integrirt und sammtliohe Integrale addirt. 
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Es ist mithin 

/ * »I p m p m 

I * (a + ^x = a^J X 8x + ^ 8* 

f — +s» 

+ S* + («) 

Msn erhält ferner 

J' x“' (a + X y 8x = 8x + p,al‘~\/'x ' 8x 

r — 

+p.<^~*y ^ 8*+ («) 

Endlich 

X ^ \a + X *’ / 9x = / X ^ 8x + x ^ öx 

P"* ^ ” 

+p.<»^“V*^^~s*+ («) 

Beispiel zu Formel 41 
Zn finden /y 8x =/x^ (a + x*)* 

Han erhält x^ [Ja* + fa’ x* + i^a x‘ + A**] 

Beispiel zn Formel 42 : 

Zu finden fy 8x =/x’ (a + x^) 

Han erhält x* [|a’ — | a’ x^ + Ja x* + Ax^] 

Beispiel zn No. 43 

Zn finden fy 8x =Jx^ (a + x^) 

Han erhält x^ (| a> + a> x^ + Ja x* + ^x^^) 

41. Für den Fall, dafs auch p gebro- J_ 

chen ist, hat man für so ist x = (t - a) ^ 

/y8x=/x’"(a + x">’8x 

die Falle zu bestimmen , in welchen das 8x = — (s - a) " 8s 

I. geschlossen anzngeben ist. n' ' 

Setze a + x" = t Hithin ist 

/yö*=y (S-O)" sP--^(s-a)" 8s 

/ • 2L±J_i 

sP(s-a) " 8s 

Nach der allgemeinen Rednctionsformel ist nun 

wt ■4-1 m -4-1 » 

• II fl 

Nun ist aber das letzte I nnr getchlos- positive Zahl ist, und dies ist die Bs' 
, m+1 . oingung, unter welcher das gegebene I 

• sen zn bestimmen, wenn — — eine ganze g«,?hiossen aniugeben ist. 
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und Oj? = H» - o)~ ^ 0* 

ferner ist m = | ; n = J ; p = 

Man hat demnach nach Formel 44 




fy 9* = 


&*(s-a) - j; /'i-i 

“T+i 

= f (s - o) - 1*0 (y*^‘ 95-rty^“*o») 

= Js » fj 


I $ 


+ |a» 


I 


m -f 1 


eine ganze positive Zahl 


Alle Functionen derselben Form, in welchen 
nicht ist, können nur durch Reihen näherungsweise aufgelöst werden. 

42. Zu finden fyQx=J'x’**(a + x) ^ bx = ^1-5” ^ 

(o + x) 7 

wenn m eine ganze positive Zahl ist 

Es gilt die Formel 17 wenn man für « den Werth — setzt 

9 


/y bx = - X 
Beispiele. 


m(a + *) ^ 


m 


— - 1 

9 


^-1 


yx'"-*(rt+x) (y ‘^dx 


(45) 


A 


X Ox 


V^'ö» + ») 

X® 9x 


= J (x — 2 a) ya + X 


/ 'a;* 0x 

• 7 = .-=:— = A (3x* — 4ax + 80 *) \fa -y X 
ya -y X 


P m * 4 ÜL 

43. Zu finden /y9x= /x^' (a + x)—'*9x= — 9x 

(«+x)* 


wenn n eine ganze positive Zahl ist. 

Han erhält keine geeignete Re* 
d uctionsformel, denn durch jede der- 
selben kommt man auf ein letztes Glied 


von der Form 




m 

x~i* 


a -y X 


Dies ist aber 


nur zu integriren, wenn — eine ganze 

y 

Zahl ist, wenn man dann x-^ durch 

P 

X -f a dividirt und so viele Glieder ent- 
wickelt, bis man endlich eins ohne x er- 
hält. Dieses Ergänzungsglied ist dann 

/^=(» {a-yx). Ist nun ~ gebro- 


chen, so ist eine Auflösung ganz un- 
möglich. 

44. In allen bisherigen allgemeinen 
Aufgaben für die Integrixung des Pro- 
ducts eines eingliedrigen Factors x"' mit 
einerzweigliedrigenFunction(a-fx),(rt-j-x'’) 
als Wurzel einer -Potenz ist die Bedin- 
gung für eine Auflösung in geschlos.se- 
nem Integral erkannt, dafs der Exponent 
(p) der zweigliedripn Function eine ganze 
positive Zahl sei ; daher wenn der Exponent 
P gebrochen ist, die vorwnommenen Um- 
formungen , durch welche eine andere 
zweigliedrige Function mit ganzem Ex- 
ponenten erzeugt wird. 

In No. 41 ist durch solche Umformung 
möglich gemacht, dais die geschlossene 
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Auflösung geschieht, wenn — eine po- 
sitive ganze Zahl ist, wenn also — 1 
ist, wo k eine ganze positive Zahl be- 
deutet. 

Ist durch Umformung ein ganzer Ex- 
ponent der zweigliedrigen Fnnction nicht 
nerzustellen, so muis, wenn der Expo- 
nent der eingliedrigen Fnnction nicht 
scivn einen ganzen Exponent hat, durch 
Einführung einer Hülfsfnnction 
ein solcher hervorgebracht wer- 
den. Sodann wird durch Reduction die- 
ser Exponent immer um 1 vermindert 
bis zu dem Werth =0, wo dann das 
letzte I die einfachste Form JX.a + *’*)*’ 
erhält. Nur in den wenigsten Fällen ist 
es möglich, dieses letzte I geschlossen 
anfzulosen, und dann mufs eine nähe 


oder snbtractiv, eine Umformnng jedes- 
mal überlegen und ausführen ist zeit- 
raubend; es ist daher nothwendig, für 
alle möglich vorkommenden Fälle Re- 
dnctionslormelu zu haben, welche die 
Umformungen ersparen und diese sollen 
in Folgendem entwickelt werden: 

45. Die Formel yi^Co-l- i*")*' 
soll durch Reduction integrirt werden. 

Die allgemeine Rednetionsformei (2) ist 
ffx- Fx 8x= fx/Fx bx—jyx/Fx&x^bx 

Han setze Fx = x” 

/"x = (a -|- bx**y* 

x’"+‘(a + &x")P 

so ist fxjFxox— ^ 


und 


n-1- 1 

l’x = n&p(a -b 6x")t’~* • 


(A) 


rungsweise Roihen-Integrirung geschehen, 
wovon der folgende Abschnitt handelt. fx/Fx Ox = — ~~ x”'*'“ (o -p 4x")f 
Die Exponenten m, n, f sind nun zum in -|- 1 

Theil entweder ganz, gebrochen, additiv Demnach ist 

/x" (« + ix")P Sx = 

Es ist aber anch 
/*" (o + hx'y Ox =/x” (a + ix">*-‘ (a -P ix") öx 

=/«x* (a -p ix")^-* dx -P /ix’"+* (fl -P ix")P-‘ Ox CB) 
Setzt man die beiden Werthe A und B einander gleich, schafft das snbtrac- 
tive Glied auf die andere Seite und reducirt, so hat man 

/flx" (fl -P ix-y-' Ox + -P i)/x‘"+" (fl -p ix">-' Ox =- 

Odor das erste Glied links entwickelt, mit <i dividirt und p für p — 1 geschrieben 
/* (fl-pi»rS* 

_ i- . wp + " + ”»+ 1 (fl ^ 9, (46) 

a » + 1 

Diese Formel ist als Rednetionsformei brauchbar, wenn m und n entgeg^^ge' 
setzte Vorzeichen ^beo, weil dann m + n<w, das zweite 1 also einfacher wird. 
Beispiel. Za integriren 
fy ö» =y* (fl + dx 

Nach Formel 46 hat man 

/y 8x = - x~ Kfl -P ix*)* + 


Das letzte I 




ix*)» 


mel führt auf eine zusammengesetztere 
8x Function als die gegebene ist. Man er- 

hält aber eine geeignete Reductionsfor- 


läfst nur eine unvollständige Entwiche- wenn man in die Formel 46 »i — w 
lung in Reihen zu. für n schreibt und das zweite I entwickelt; 

46. Sind m und n von einerlei Vor- dann hat man 
Zeichen, so ist m + «>« nnd die For- 
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Beispiel. Za integriren 
fy 8x —Jx ^ C« — 4x 
fybx = - x" (o + ix~ - 0 = 


7- i 


(« + 6x-i)i 


47. Die gegebene Function kann auch 
dadurch rereinfocht werden, dafe man den 
absoluten Zahlenwerth ron p vermindert, 
so dafs dem subtractivem p etwas addi- 


tives lind dem additiven p etwas snb- 
tractives hinzngesetst wird. 

Setzt man nun in Formel 47 statt p 
den Werlb p - t und statt m den Wertn 
PI -f p, so erhält man 


/x"+" (a -f ix"y-“‘ 8x = /x” (<• + äx")»’-' 8x 

(«p -}- Ml -i 1) & («p + m + l)6 

Setzt man diesen Werth von in die Formel 45, A 

statt des letzten Integrals, so erhalt man die Rednctionsformel 

/x"(« + 4x''y-Ox = ^^-5!I t (48) 

Entwickelt man ans dieser dritten Rednctionsformel das Integral des letitea 
Gliedes and schreibt dann p-l-1 statt p, so erhält man die 4te nnd letzte Redac- 
tionsformel 

/«'"(a-l-ixV’ 0x = - 8* (49) 

n(p-t-l)o n(p + l)o 


Diese Formel wird angewendet, wenn 
p snbtractiv ist. 

48. Die letzten 4 Ilauptreductionsfor- 
moln (46 bis 49) auf eine gegebene Func- 
tion nach einander angewendet, führen 
die Integrirnng auf das I einer Fnnction 
zurück, bei welcher der gebrochene Ex- 
ponent des Binoms ein äebter Bruch ist 
und m nach einander immer um n ver- 
mindert seinen einfach-sten Werth erhält. 
Ist man auf diesem Wege zu der ein- 


fachsten Function gelangt, so dafs die 
fortgesetzte Anwendung der Rednetions- 
formeln diese wieder zusammengesetzter 
machen würde, so mufs zur unmittelba- 
ren Intemrung der in der einfachsten 
Form erhaltenen Function geschritten 
werden. 

Beispiel /yOx =Jx^ (^a + x^')~ ^ (>x 

Bier ist zuerst Formel 47 anznwenden, 
und man erhält 


/, 8x = — ^ (o -I- x^) ^ -f 2a^/x * (a-t-x^)~ ^,8x 

Da nnn in dem zweiten I x einen ächten Bruch zum Exponenten hat, so 
mufs zur Rednetion von p mit Hülfe der Formel 49 geschritten werden und 
man hat 

fx- *(-+«»)- i8x = + A [x»(-.+**)- » +/*- i («+.*)- ‘öx] 
oa 

Wendet man nochmals Formel 49 an, so erhält man 

fx- K»+»*)- « = - ^x*(«+x»)*- 3./x- ‘ («+xJ)‘ Ox 
oa 


Diese Form ist für das letzte I die 
einfachste. Entwickelt man nun das Bi- 
nom, multiplicirt jedes einzelne Glied 

mit x~ •, so erhält man eine nach x 

steigende Reihe ; schreibt man als er- 
stes Glied, so erhält man eine nach a 
steigende Reihe. Das 'I wird aber nm 


so genauer und man bedarf um so we- 
niger Glieder, Je convergenter die Reihe 
wird. Deshalb schreibe man 

für(«+x»)J 

entwickele binomisch und mnltiplicire jo- 
des einzelne Glied mit x *, so hat man 
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Zafx K« + **)* 8* = 3o^/j öx = 


„ 1 3o‘x_ii 9 . 

3„l+_ 


»4j.a‘x-U- 


128 


3a*43a..lx-ll-5’.i-l5x-H+5‘.L^x-n 
Das nte Glied ist = 


^ 3o" 1.3.7.11 [3 + (n- 2)41 -~ 

4 »-l' 1 . 2.3 .4.... n 


17-4- (H“2)20 


Die Reihe iet also nach x genommen ziemlich bedeutend convergent. 
hat demnach 

/y Da- = - Jar* [^(« + x*)" ^ (a + x*)* J - { / der Reihe. 

Setzt man = 5 , so ist die Summe der beiden vor dem letzten 

henden in Klammern befindlichen Glieder 

und 

/y 8x =— ( 29 « + 24x^) (a + x^) ^ | / der Reihe. 


49. Wie das letite Beispiel, so sind 50. Za finden 
die wenigsten irrationalen Functionen x 8x 

dieser und anderer Formen in geschlos . />8x= 

senen Integralen zu erhalten. In den »/l o + o* 

folgenden Aufgaben sollen diejenigen a + 4x’ = s 

Fälle betrachtet werden, wo eine ge- ist 26x8* = 8» 

schlossene Integririing möglich ist. Diese _ 8s 

Fälle beschränken sich auf den Werth '*”24 8* 

» = 2. also 


also 




/y 8* 

ar Ox 


=/ 


1 8s, 

'24 ■ 8x‘ 

y* 


= 24-^* = 


;=-f V^-b4x* 


a+ 4x* ^ 

Man kann auch einfocher setzen: 

=fx (a -I- hx*) ^ 8* = i V(o -I- bx*)~ ^ 26* . 8* 
J \'a + bx* 26 


= ^V(« + *»’) **8(a-|-6x*)8* = i.^^,iifJ = ll'ä 

61. Zu finden /y 8* = / — 

./ l'a 


8 * 


ya+b^ I *> = .-!■* 

Diese Fnnction ist nicht anders zu in- gg hieraus 
tegriren, als dafs sie in eine rationale 
Fnnction verwandelt wird. Schreib des- 
halb 




I 'a + 6x* = V 6 • j ^ ^ -f- X* 

und setze 


4 

* = — 


2s 


Man 
I ste 


(50) 


•f 4** 
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hieraus 


und 




* + ■ 


4 ^4 


2i 


2s 


9x=J 




8s 


s’ 2s’ 

Folglich diese Werthe in die gegebene Formel gesetzt: 

oder 

^ ~ Ä ‘^4-— =- t'" + «» 1 4] + c 

Man kann das letzte constante Glied ln F4 nüt zur Constante zählen; dann 
hat man auch 

f T ^ g- r-- =- -i ln (i/S+ix* - X K»H C 

J j'n+4*’ K* 

9x 

52. Um die gegebene Fnnction / und « = 

Fa + 4x> 

rational zn machen kann man auch 

l/n I « i/~in s 1 l'^a* + x*=o + 

I ' -T- + *’= F«’ + *’ = “ + xs setzen. ' 

' * und 


(61) 


2az 

r^> 

2os’ 1 + s> 


Durch Quadrimog entsteht 
x’ = 2nxs + X* s* 
wotans X = 2os + xs’ 


Hiernach 


r hx / • 8x _ 1 /; 1 + z’ a 1 

y » ^ "U- *•)’ ’ 

i r h% 1 r hl 2 f! hl 8 s \ 

FV (l + s)(l-s)“Fiy l2(l + z)'*'2(l-s)/ 

= ^^[ln(l + s)-l.(l-z)]=l/ni^; 

+ X* — « 


Nao ut * = ■ 

X 

Diesen Werth in die letzte Formel gesetzt gibt 
Fo* + X* — a 


f 8x _ 1 ^ ^ ® i j^ x Fn* + x’ — n 

J F<r + 4x’ F4 ^ ^ F «* + x’ - n F* » ~ F«’ + x> + « 

X 

_ ,_ x y4 + F* + 4x’ — F<» 1. n 

F4 X yb — \'a + 6x* + ya 

53. Diese Formel stimmt mit der Formel 51 nicht überein. Denn mnltipli- 
cirt man Zähler und Nennet des Logarithmus mit dem Zähler, so erhält man 


(62) 
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(x yt + >/« 4-t jr* - V«) * _ (x 1 1 + y'a + kx'~ | «)* 

(x 1 4)> - ( y’a^+ 4*"> - v n) ’ 2 t a ( | n + 4i« - | 

Hnltiplirirt man in dem letiten Quotient Zähler und Nenner mit (j o + 4x’ + 1 a), 
so erhält man redneirt 


4x* + 4x’ + 4x * 1'6 _ (/o + 4x’ + x |/4 

4x’ t^'o ~ I a 

und demnach ist 


/. 


Ö* 1 , l'a-J-Ax* -f- ^ V 6 Ir» / a 1 

V'o"+ 4^ " Vl> V«' " F» ^ " Cl « + 4** + « 1 0 - In l a] (63) 


Es ist aber No. 3, pag. 393 nacbgewie- der abgeiogen immer nur constante 
sen, dals wenn von einer und derselben Reste geben. Nun ist das erste I (61) 
Function iwei oder mehrere Ton einan- . ^ 1 Ti / • — rr~, « 

der Terschiedene Integrale aufgefunden jTjL4*Ua+4x — xp4)J + C 

werden, so können dieselben von einan- oder die Formel Tor dem 1. 61: 


/j Ox = - [l» (i'o 4x> - X 1 4) + in )'4] + C 

Das iweite I No. 62 

9-r = [l« (l o +4«’ -t- » V4) — fa F«] C 

Mithin mnfs die Differenz 

ln (v^o -|-4x*-f X 1'4)+ ln (F® + 4x* — x F4) 
eine constante Qröfse liefern. Nnn ist aber die Summe der Integraie = dem I des 

Products 

= ln ((^a -(- 4x* + X F4) (l^a + 4x* — x ) 4) = fn a 


Mithin sind beide I zwar sehr verschie- also wenig Mühe macht, so soll hier ein 
den, aber beide richtig. anderes Verfahren gewählt werden. 

54. Zu finden /g öx = /— Man setze )/o’ — x’= » (n - x) 
y l'a — 4x* / 

VerShrt man, nm die Fnnction ratio- wo a = y 


/“ 

4 


nal zu machen, nach No. 69, so wird 
für t^a— 4x’ geschrieben F4|^/-^ — x* diridirt, ergibt 


Beiderseits quadrirt und mit (« — x) 


= F4 F“’ — **= F4 (n — xs) n. a. w. und 
man kann, wie No. 62 bis zum Sehlnfs woraus 
geschehen, entwickeln. Da diese Arbeit 


o -F X = s’ (o — x) 
^_a(. «-l) 
s’-l-l 


. / « (z’ — 1)\ 2az 

und Fo>-x* = z(a—^-j-)=^~ 

«.(»>4-1)2» - (»> - 1) 2» 


und dx = 

Mithin 


(>>+0> 


4«> 

‘(F+T? 


8» 


. r hx r 4o» 8» 1 „/'S» 

\ *• + 1 / 


Mithin nach Differenzialformel No. 120 


/; 


8x 


!— = 2 arc (Ij = ») = 9 arc 




nnd 


""/,8x= = A Arc(„ = 

J | 4 rya-ayhl 


(64) 
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55. Man kommt anf eine andere Formel , wenn man für V^a* — a;' den Werth 




setzt. Dann ist 


r hx 1 r Sx ^ 

,/ i'a— ii> ,/ I / /xX* J I ' 


•(t) 




Nun ist nach der Differenmlformel 118 . , t»t _ai. l/® * * 

/ ^ V und for n den Werth U ~r geseUt 

®( f ) 


V'-ö’ 


■ = Are fffi 


Mf) /. 


ö 1 . 

— • = TI .'^rc 
- ix* yk 


(ri» = xj/A) 


(65) 


Mithin 


‘“/t 


Auch diese Formel ist Ton der 54 rer- 
Dx _ 1 . . a: schieden, jedoch sind beide wieder nnr 

— ~ j ^4 nm eine Constante unterschieden. 

Nämlich 


h '0 ~ Fi "" 

oder 2 yirc «, l - Are ,in (x|/A) = C 


Setzt man 


. , iA“+*V* 

Are lg l Ti = <T, 

" C I a - X Fi 
... I /!'“+ *Vi 

seist = xFT 

Zu dem g^cbenen doppelten Bogen , j 

2(^1 gehört die Tangente Ton 2<p , nnd es ist Setzt man nnn Are linxl/ — s i/> 
.ya + xji « 

1 V'<* ^x ) i SO ist tini)> = xy — 


Und wenn man Zähler und Nenner des 
letzten Bruchs mit t'a — x Fi mnltipU- 
cirt nnd redneirt 

2 l'o — ix’ _ _ 1 o — ix’ 

igi<p = -^ 


2 lgq> > F ‘ 

*J T - j _ - F<»+ * ^ 

Fa — X Fi 


lin 14 

tgxbx—^. J- — = • 

* Vl - «» V 




so ist sin I 

Hieraus folgt 

m Fi 


/1-x* 


i F» ~ i** 


Also 


Fa — ix* 
cotib = — 

^ xFi 
Mithin ist —eolip = lg2q> 
oder cot (n — >)•) = lg 2ip 

oder 


‘J [y “ = ‘y y) = 

Es ist mithin %f, — ~ = 2<p 


odai ip — Z(p = - 

d. h. Are «n (x|/ 1) - 2 Are I, = *>r 


66. Zu finden 


fybx=/^- 


a + bsA 


Sets« wieder -psa* 
0 
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so hat man 

/j,9x=l 

VU y'x^ - a» 

Setze ferner 

I''»* — a* = X — » 

oder l^x* — a* = (x — ff) t 

Für die erste Annahme erhält man 

— fl* = — 2X5 + ** 
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5*-|- o® 

woraus x s= — ' — 

2i 


I X* - fl* = 

und 


5* -f _ fl* — 5* 

2s ^ ~ 2s 




Hieraus hat m.Tii 


25 » 


./ j/x*-«» y 26»^ ««-5* y * " 


and 

1 I xyh — y'—a+bx^ 1 Tj / f 1 

y^aVbx* ~~Vb " PÄ = ~ Tä ' " - (56) 

wo das letzte Glied In yb auch zur allgemeinen Constante nezoeen und fortpel i*?- 
sen werden kann. ® ^ 

Für die zweite Annahme 

|/x* — a» = (x — fl) 5 

geschieht die Herleitung wie No; 64 und man erhält 

^+1^+1 --T?) 


(67) 


2 

= p^^*»(r*t'5 + V«+ la:|A- 1^«) 


(58) 


Integrale 56 und 68 sind wieder von einander verschieden, Dafs deren 
Differenz oonstant ist, beweifst sich wie folgt: 

Es ist die Differenz beider Integrale = 

^ - 1"'-« + 5x») - ln yb + 2 /fl (v'x yb + ya -| j^x|'6 - |'fi)] 

— Inyb als Constante und den Factor als constant fortgelassen, ist 

D-=zln(^x yb — a + 6x») + ln ((-'x yb + ]/a + j/x — | V»)* 

= /n (x 1'5 - fl + 6x») -b In 2 (x \ b + \ - fi + Ax») 

= ln 2 [x yb - j -T^ + 6x»J [x yb + |/- a + 6x»J = /« 2 rt 
wie No 3 verlangt. 

57. Zn finden /y Ox = f 

• ' l/— ft — ÄX» 


Schreibt man fyQx 


= f = 

y~ l* 1 a + 5a;* ,/ \^a-\-b 


(59) 


l/-l-l'« + 5x* ./ j/fi+ix* 

so hat inan das I na ch No. 51, 52 und 53 (Formel 61, 52 und 63) wenn man jedes 
dieser I mit — t'— 1 multiplicirt. 

68. Zu finden fy 9x = J'- 
(Vergleiche No. 23) 


l/ii 5x + cx» 


Setzt man x = s — — so erhält man 
2c 


i + 5x + cx» = a + 5(5-l) + c(s- ~)* = a-|i + c5* 


65 . 
• 0 

■9 


V 

t 
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Schreibt man daher in die Formeln für i den Werth c, eo erhilt man, da 
51 bia 59 für a den Werth ( 

Aus Formel 51 hat man 


'(-4c) 

y = ■ Fc s ‘ » '] 

Für s den Werth * + ^ und für 9t den Werth 9» gesetzt 

A=^-=- ,4- /-[i'^+rrrc^^ 

./ V'a + 4x + cx* | c L* ^ ^ 2ye \ 

Aob Fonnel 52 bat man 

Öx _L /n Ly ^ — 5* + 2 1 'c + 6x 1 


f- 

J l'a 


J'd+ix + e«* V« h-\-2ex-i-\'4ac-t*-2ye['a-\-br-\-ex^ 
Aus Formal 53 hat man 

•/ ya + 5jt -f cx* Vc L 2 J c J 

Aus Formel 64 hat man 

f Are tg £^^+J±2£f 

*/ |^a + 5r — cj* |^4ac — 5* — 5 — 2c** 

Aua Formel 55 hat man 

bx 1 . . 2cx — b 

/ • . ■ = — Are im . . . ^ 

•/ I' fl + — ftr* V ® y'4üc + 6* 

Aua Formel 56 bat man 

/U=^^-^_= = --L/.(tFc-l/-(g + *-) + c»») 

^ 1 V 4c/ ; 

• j 4’ 

(indem man hier für a den Werth a-f — setzen mnls) 

4c 

Hienns 


(60) 


( 61 ) 


(62) 


(63) 


(64) 


J y— fl + 4* + cfl* Fe ' 2c / 

18 Formel 56 and 57 hat man 

/ 9x „ ® I r 1 2cx+6-t-F4*+4flc 1 2cx+4— y^A*+4flc1 

+ "Lr 2| c > 2ye J 

LS Formel 59 hat man 

/ 9x I /’_ 

bx — cx* •/ 


(65) 


( 66 ) 


\'a + 6x+cx* 


Für das letzte I wird Formel 61 oder 

62 gesetzt. 

59. Zn finden a + 4x* 9x 
Setze in die allgemeine Rednetionsfor- 
mel 2 

ffs Fx = f x/Fx 8 x -ßfx ’/Fx 8x) 9x 
/x =j y/fl + 4x* 


Fx — 9x 

so ist 

fFxQx = x 

fx = -^^— 

y'fl + 6x’ 

Uithin 
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/(/« + i*» . S» = ya + 4** . * • * 5* 

= x|/a+4**— r 


I + 4x* — a 
y a + 4x* 


»X 


= X |'’a + 4x’ —f\'a + 4x> 8x 

hierani 

2 yi'o + 4x* 9x = X |'a + 4x* + a J'— 


a 8x 

\'^TT? 


Ox 


yV'o+ 4x* 8x \'a + 4x* + 


’a + 4x* 
Ox 


± /'_5f 

2y vii: 


6x« 


oder 

oder 


Statt dea letxten I die Fonnel 41 oder 62 oder 63 gesetat; gibt 
J\-a\ 4xt öx = ix + 2^ + ~ •* 

= ix 

2|/6 * |/4- )/«i-4x* + |'o 


= f* V«+ **’ + l"(v'« + 6x» + X 1^4) 


60. Zn finden y*|'« — 4x’9x 


Sdtxe bior fx^\^a^hx*\ Fx = t^x 

also 

so bat man 


fx = — fFx 9x = X 


also 


y«— 6x* 

/i'^^»=yS^:4i».x+ 

%/ ya— hx* 

/ n /'a-6** ov . r 9x 

»/ v'o-4x* l'a- 

= X J'o — 4x* — yj/o — 4x* 8x + o f ■ — 

»/ l'o— 4x> 

_ 4x> = ix i'a - 4x» + Y 

Für das letite I Fonnel M geeetat, gibt 

/j/a— 4x* = ix )/o- 4x>+ A ilrc tg ]/ * 

t'4 ' ' j'a — X I' 4 

Für das letzte I Formel 56 gesetzt, gibt 

f\'a~\>x‘ = ix ;/a- 4x* + ^ ilrc «in 

61. Zu finden fg Ox =f\’a + 4x + ex* 9x 

SebreibO) wie in No« 58, x = s , so orbält man 

2 c 


6x» 


/,ox=|/(:i?) 


+ c*> 


4* 

Setzt man nnn a — — für a in No. 59, so erhält man 
4c [ 

ta 8x — ~h 2cx) i'g + 4x + cx* ^ 4ac — 4’ ^ 8x 

^ J V' n + 4x + cx* 


(67) 

( 68 ) 
(69) 


(70) 
(71 A) 
(71 B) 


(72) 
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womit das I auf Formel 61 and 62 zurückgeführt ist. 

62. Zu finden fy Oj; + ix — cx* 9x 

4« - 

Verfahre hier wie ad 61, setze aber, weil c subtractir ist, a + T- für a und 

4c 

X = s + so hat man nach Formel 70 


./ 1 ' (“ + li) - «* = i* I (“ + Tc) - “ + K“ + B/ , 


ÖS 


K-S- 


also 

_/( o4-6x — cx* Ox = ^ |(2cx — b) |'a + 6x — ex* + ^(4ac + 6*) ! 1 

(o + Ax — cx*J 


(73) 


C. Von der Integrirnng io Reihen. 

63. Eine gegebene zu integrirende Func- 
tion ist oft von der Besebaffenbeit , dafs 
di« bisher aufgefundenen Regeln des In- 
tegrirens nicht im Stande sind, das I 
vollständig oder geschlossen darzustellen. 
Voniehmlicb ist dies der Fall bei den 
zusammeugesetzten irrationalen Functio- 
nen, und aufser den im vorigen Abschnitt 
aufgeführten Fällen gibt es nur noch 
wenige, die wenn sic sich nicht auf Jene 
Fälle zurückfübren lassen, eine vollstän- 
dige Integrirung gestatten. In solchen 
Fällen muls man sich mit einem I be- 
gnügen, welches dem gesuchten 1 an 
Werth möglichst nahe kommt. (Vergl. 
No. 49 in Beziehung auf die in No. 48 
geschehene Reihen-Integration.) 

Um solche Näherungs -I. zu erhalten, 
entwickelt man die gegebene Function, 
oder wie es in No. 37 geschehen ist, den 
schwierigen Factor derselben in eine 
Reihe, die nach Potenzen der Urveränder- 
licben fortschreitet, dergestalt, dafs jedes 
einzelne Glied der Reihe sich vollständig 
integriren läfst. liitegrirt man dann diese 
Reihe, indem man jedes einzelne Glied 
integrirt, und die Glieder des I conver- 
giren, so hat man in der algebraischen 


Summe dieser Glieder das I um so an- 
nähernder, je mehr Glieder der Reihe 
man nimmt. Das Verfahren, eine Func- 
tion auf diese Weise zu integriren heilst : 
Integrirung durch Reiben, Rci- 
hen-T ntegration. 

Dagegen kommen Fälle vor, wo es 
nicht gelingen will, die I. -reihe conver- 
gent zu machen (vergl No. 44), und es 
i.st ein Mittel erforderlich, um auch in 
solchem Fall das 1 nähemugsweise dar- 
zustellen. Dieses Mittet besteht darin, 
dafs die Function zwischen 2 Gren- 
zen für bestimmte Werthe der Cr- 
veränderlichen integrirt wird. 

64. Setzt mau nämlich in ein Integral 
statt der Urveränderlichen 2 auf einander 
folgende bestimmte Werthe derselben, 
und zieht die zugehörigen Werthe der I 
von einander ab, so nennt man den Un- 
terschied beider Werthe ein bestimm- 
tes oder begrenztes Integral oder 
einen Integralwerth. 

Die beiden bestimmten Werthe der 
Urveränderlichen heifsen die Grenzen des 
I, und die Forderung für die Bildung 
eines solchen I drückt man aus; Es soll 
das I zwischen zwei bestimmten 
Grenzen genommen werden. 


Z. B. Es sei zu finden 
Satz: 


/(-f-r 


dz so hat man nach dem binomischen 


9x =/a" 8x -b ifo" 'i ’6» 

+ 


alflo Glied für Glied integ^rt: 

na"-* 6 n. g"-^t« _ n.a"-**t^ _ 

(ai-Ox"-* (2m-l)x*"—* (3m-l)x’"— * 

ab”-' b” 

(n»»-a»-l)x<"-**'"-‘ (nai-l)x""*-‘ 
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Unr nnn das I zwischen 2 bestimmten r>renzen zn nehmen, z. 6. für 
lind X = a, hat man 




m- 1 
für X = a 


0.r für X = l 


* - S- - -T 

2m — 1 




2m- 1 




oi* 


A” 


(n— l)m— 1 lim — 1 


‘4>- a- 

Jm — 1 


n— 3m —2 


Ä’- 


2m- 1 

* „-<«-!) m+2 ^»-1 1 ^-«m+l^a 

(n— l)m— 1 nm — 1 

Zieht man Ton der zweiten Reihe die erste ab, so erhält man das zwischen 
x=l und x = a genommene begrenzte I redncirt und geordnet. 

= n* (« - 1)+ Aa” - 0 + Ca*”-' - l) 

m— 1 2m — 1 ' ' 

+ 0 + .... + , ■ a-<»-‘)"‘+‘''Ca'"-'""-'- l) 

3m — 1 (n-l)m— 1 

+ a-""-' (o"” - l) 

«m — 1 

Für n = 2, m = 3 erhält man das begrenzte I 
= „i(a-i)+ 4. 


66. Allgemein hat man also Folgendes; 
Ist y = (x irgendein I, welches zwischen 
zweien Grenzen a und A genommen wer- 
den soll, so sind die zugehörigen Wertbc 
der Function 


s' = A« 
y" = fb 

nnd das begrenzte I hat den Werth 
y"-y'=:ß-fa . 

Man kommt also zu dem begrenzten I 
auch, wenn man in dem allgemeinen I 
die Constante dergestalt bestimmt, dafs 
dessen Werth für die eine Grenze o=0 
wird und wenn man hiernach für x die 
2te Grenze A als Werth für x einsetzt. 
Dann hat man die ßestimmnng' 
fa -f C (Constante) = 0 
mithin C= — fa 


nnd das vollständige 1 = fx — fa 

Wird iinu für x die 2te Grenze A ge- 
setzt, so hat man 
das begrenzte l = fi — fa 
In dem Beispiel 


/’(„ +A) 0x = o». 


ab A> 


soll für x = 1 der Werth des 1 =0 wer- 
den. Man bat demnach 

o* — aA — A’ C = 0 
woraus ' C = — a‘‘ + ab b^ 

III. 


nnd das vollständige 1 
= o*(x-1)-«a(A- 

AVird nun in diesem vollständigen I 
für X = a gesetzt, so ist der Integralwerth 
zwischen a nnd 1 


= a’(a — 1)-|- A 




0^-1 


n» 


Man kann demnach die Forderung: Ein 
bestimmtes I zn nehmen auch ausdrucken, 
indem man sagt: Das I soll in seiner 
Constante so bestimmt werden, dafs das- 
aellie für einen bestimmten Werth der 
rrveränderlichen verschwinde und hierauf 
für einen zweiten bestimmten Werth der 
rrveränderlichen angegeben werden. 

Wenn ein 1 für einen bestimmten 
Werth der ürveränderlichen verschwinden 
soll, so sagt man auch; das I fange mit 
die.sem Werthe an, man drückt diese 
Forderung dadurch ans, dals man den 
.Anfangswerth rechts des Integralzeichens 
unten beifügt: 


-F öx drückt die Forderang 


aus, dafs 




Ox für x=l ver- 


schwinde. Eine zweite Grenze der Ur- 
veränderlichen , bis zn welcher das I ge- 
nommen werden soll, wird oben dem 


21 
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I-zeichen angefügt; die Forderung für das 
Beispiel würde geschrieben werden 



€6. Wenn x^ x, auf 

einander folgende bestimmte Werthe der 
Urveränderlichen x in sehr geringem Ab- 
stande von einander sind, fx^ fx^ fx, 
..../"x,, die Werthe der Integrale der ge- 
gebenen Function für die Werthe x, x, 
..,.x„. Ferner 

Fx, = fx, - fx^ 

Fx,=fx^ -fx, 

Fx, = fx^ — /“x, 

• ••••••«** 

F^rt _i = f^H-l ~ 

Die Integralwerthe zwischen den Gren- 
zen fx, und fXf,, fx^ und fx,-, ,...fx^ 

und /‘x,,_i 

so ist offenb.*ir die Summe Fx, -f Fx, 
-f ... Fx„ der Werth des Gesammt-I 

zwischen den Werthen Xo und x^,. Ad- 
dirt man nun die unter einander gestell- 
ten Summanden und deren rechts ste- 


henden Werthe, so heben sich unter die- 
sen immer je 2 gleiche mit entgegenge- 
setzten Vorzeichen versehene Glieder ein- 
ander auf und man hat 

Z Fx^ = fx^ - fx„ 

•Setzt man fest, dafs für x=0 auch 
fx = 0 werde, so hat man 

+ C = 0 

woraus C = — fx. 

Es ist sodann 

ZFx„=.fx,,-fx, = F,x- = fx„ + C 

Aus derselben Darstellung geht hervor, 
dafs der Gesammtwerth des Integrals 
ZF„,x" zwischen den Grenzen x,^ nml x^ 

= f^n - f^m 

Demnach ist der oben erklärte Inte- 
gralwerth zugleich der Gesammtwerth des 
zwischen den Grenzen genommenen I. 

Wenn fx —J'f^x dx = Jx* Dx = \x^ 
so ist fo^=ßf^ = 0 

= i • 1 

f,x = i.32 = 6,4 
f,x^ = 5,4 

Beispiele von Reihen-Integrirung ; 


I • 3 


1 ^3.5 


1 . Beispiel. Es ist - 27-4 + . . . . 

J 1 X 

Beiderseits integrirt gibt 

x3 1*3 x\ 1 . 3.5 x’ 

flrr,inx = x-bl.-- + — + + 

2 . Beispiel. Es ist ^-“= 1 - a:*-l-x^ — x« + x®— .... 
Beiderseits integrirt 

ylrc • tg x = X — ix-'* -f ix^ — }x^ -f ^x“ + 

X X® X* 

3. Beispiel. Es ist = 1 + -r -f 7-7, + . » . ö + . . •> 


Hieraus 


^ x^ X® X* 

fe = X -1- Y -1- j— 2 T 3 + 1 . 2 • 3 • 4 


{ .... 


Eine interessante Reihenintegrirung ent- 
hält der Art. ,Fall. D. durch einen 
Kreisbogen“, Band III. pag. 72. 

III. Integrirung transcendenter 
Functionen. 

A. Exponentialfunctionen, 

C7. Die Exponentialfunction zu in- 
tegriren. 

In dem Art. „Differenzial “ ist pag. 
20.') entwickelt 

Formel 5. = C 


Formel 6. 


Ox 


• hl a 


1> 


8 . 


Ox 


r- fog a 
log e 


• 9. -5T-= — — 

ÖX log"e 

Die Bedeutung der Bezeichnungen ist 
dort angegeben. Von diesen 4 Formeln 
ist die von allen Nebengröiscn unabhän- 
gige Formel 


Ox 


a^lna 
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nieraas ist unmittelbar Bedeutet « die Basis des natürlichen 

=/«" /b a Dx = ln a/a'- Bx Logarithmensysteins, sa ist, weil /n e = 1 

und fa'Dx = p^ (74) /e^ax=«' (76) 

" " 68. Die Function x" • b" zu integriren, 

K9 Ut aUo das I der Function wenn n eine ganze positive Zahl ist 

dieser Function seihst, dividirt durch deu Setzt man in die allgemeine Reductions- 
uatürlicben Logarithmus der Basis a. forme! 

Dt i = fx, >0 ist /-e-n.- /-r-ri. 


/B*0x=/B=Ö5na = ,;;I 


f(fx • fx Dx = qxffx Ox ^^^/fxtix 
ijrx = x"; fx = a', so hat mau 


fx- . Ox = X- . -/bx"-' Ox 

•' Ina " Ina 

= "I _ " 

Ina Ina 

Das snhtractiTe I nach derselben Rednction-sfomiel aufgelöst und so fortge- 
fahren, bis man endlich auf ein I=/x‘’a'’ Ox kommt, gibt das I 

a- r Bx"-‘ b(b-1)x«-2 b(b- 1)....3.2. n 

fBa[ Ina {Ina)* J 

69. Die Function — zu integriren. 


Für die Reductionsformel ist hier 
(jf X = x”" ; fx = B‘^ 
Diese Werthe eingesetzt ist 

fx—a^Öx = -- -a'- 


'-/{—tV'-"-’“ 


= -- «' + fa' X- Ox 

Das gesuchte I ist also wieder auf ein um I geringer geworden. Das so erhal- 
I zurückgefübrt, welches mit dem gege- tone I durch dieselbe Keduction.sforinel 
benen von einerlei Form ist, und in wel- aufgelöst, mit dem neu erhaltenen I des- 
chem der subtractive Exponent ron x gleichen und so fort ergibt 


fx "o' 0 x = a' - ; — a' ln a - - — — „r;— - b' (/bo)*-... 

B-1 (b — I)(b- 2) (n-l)(n— 2 )(b-3) 

x-»a" ((«a)"-» , (/»»)"-■ 

(b-1)(b-2)...2-i’^(b-1)(b-2)...3.2.1'^' “ 

Dieses letzte I, worauf das obige Verfahren zuletzt hinführt, läfst sich nicht 
geschlossen integriren, die Integrirung mufs dnreh Reihen geschehen. Nun hat 
man aber 

a - 1 +-J x+ X +,.2.3* + 1.2...^' 

folglich ist 

, ,_a’' 1 In a X (In a)* X * (In a)* x "'~‘ (Ina)" 

* “ -T-T + -r + -T^2 + r.Tr3 +••••+ l'.2. 3.... m 

und 

/'•'n , , , .x*(lna)*x*(lna)*_ x"(lna)" 

y-0x=fBx+xf,.B+-.^^^ +2-.3“.3+ 
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Diese« letzte I Glied für Glied mit Vorbemerkung. Es ist in dem Fol- 
dern Coefficient dos I, Formel 78, multi- geoden nur der natürliche Logarithmus 
plicirt und zu den vorhergehenden Glie- (In) aufgeffihrt; der briggische l.ogarith- 
dem addirt gibt fx~" a'' bx mus (tog Ar) verhält sich zum natürlichen 

B. Logarithmische Functionen. Logarithmus der Art dafs 


log br ax. 


-ifK—, fn a = = 0,43429 ... ln a 

Modul ln 10 


Fm also das Integral eines briggischen 
Logarithmus zu finden hat man 
flog br X öx = 0,43429 . . .flu Ox 
70. Die einfachste logarithmische Func- 
tion ist ln X. Nun ist aber unter den 
Differenzialformeln nicht eine Function 
anfgeführt worden , die ln x zum Diffe- 
renzial hat und auf welche hier znrück- 


gegangen werden könnte. Aus diesem 
Grunde mufs man entwickeln, und be- 
hufs der Entwickelung die Function 
1» X • öx ans 2 Factoren ln x und Öx 
bestehend denken. Dann hat man in der 
Reductinnsformel 

ßix fx 9x = (fxffx Ox — yi?’x//x) öx 
<fx = lnx und [x = bx\ mithin 


fln X • öx = /w X • X — J'^ • (w Ox) = X ln X — /Öx 
folglich ßn X Ox = X (/« X — 1) 

71. Die Function x"lnx zu integriren. 

Hier hat man i/xxlnx und /x = x«j mithin 

x”"*"’ /7 I x"'*'’\ 

/x" /« X Ox = öl X — / ( — • - I Ox 

'' n-t-l »/\x»-|-l/ 

1 


(80) 


«-bl II -1- 1 

-"-r-i I 


woraus 


/x" ln X Ox = ^— T/n X — ^1 

« -I- 1 L n-t-1 J 
72. Die Function (ln x)” zu integriren. 
Man hat wie No. 70 

f(ln x)'" Ox = (ln x)'" X — fm (ln x)" 
— (ln x)” X — m ßln x)" 


(81) 


'Ox 


Durch wiederholte Heduction des jedesmaligen neuen I kommt man endlich 
auf flnxbx wenn nämlich m eine positive ganze Zahl ist, und man hat das ge- 
schlossene 1. 

ßln x)” Ox = X [(/« x)" - m (ln x)" - ' -f m (m - 1) (ln x)"' - 

=F X (m — 1) . , 3 • 2 • X fln x ßj] 

= X [(ln x)" - m (ln x)" d- m (« - 1) (ln x)" - 

wi (m — 1) . ... 3 * 2 (/« j — 1)3 (82) 

Ist m eine gebrochene Zahl« so ist Auflösung in geschlossenem 1 nicht luüglicb. 
73. Die Function x”{lnx)”' zu integriren. 

Hier hat man wie No. 71: 


/r" (/fl x)”' O-r = (/« öt)" 

n + 1 


1 1 

-/».(l„x)"->_._Ox 




In dem gewonnenen neneii I ist der Exponent n derselbe ifeblieben, der zweite 
m aber um 1 geringer geworden. Ks entsteot demna<'h die Formel 82, wenn man 
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dieselbe mit x" muHijiIicirt und ilie aus den Integralen ron herrorgehenden 

Nenner | rr) ■••• <1®» einielnen Gliedern iiifügt. Uan hat dann 
ad r \»+ 1/ " 

A- (ta (,a (/a x)" - + (,« x)« ' ' 

^ 1)("«- 2). 3-2 ^„+1 A ^ \ 

(a + 1)'" ' "+l' 


oder 


A» Ct« xr fix = [(/a X)"- - ^ (,„ xr- + X)« 


- I)...3-2 


, m (m — 


1)... 3-2. n 

a + l)” 


+ (- 1)”’“' /<•* + (- 1) 

(«+ir~‘ (a + l)' 

Dieses I ist nnr geschlossen integrir- „nd fie*Os= e*6» = Ox 
bar, wenn m eine positive ganze Zahl ist. Demnach ist 

9j? 

74. Die Function - 


(83) 


Setze /a X = s 
so ist 


ion zn integriren. ^ — j' * 

T\; t I ; . TS 


Dieses I ist ans Formel 79 zn ent- 
nehmen, wenn man t für a, also /a a = 1 
setzt : 


ys 


fir^ = '"‘ + ’+n + 2T3T3 


+ ...-f 


= fa(/ax) + /a 


2 • 3 • 4 . . . m • ai 

, (i«*r 


2 • 3 • 4 . . . ai • m 


- (84) 


75. Die Function 


zn integriren. 


(/ax)- 

Ans der Reductionsformol 

_ 

A" (/« xT 8x = -- (/a X)™ - — A* ('« xT 

W x l *• T * 

hat man das letzte I entwickelt i 

a-H 


A"(l«.r)— ' fix (tax)' 


' Jx" (/ax)” fix 


Hierin — aid- 1 statt m gesetzt gibt 

—a+l , 

.1—1« fl - n T-m +1 " ' 


fx'ilnx)-“' Oxi 


: (fa x)" 


Jl^fr’'t,Uxr’”*^bx 

*— W 1 


(A) 


(B) 


— m+ 1 

Dies letzte I bat also einen nm ~ 1 geringeren Exponent für ln x und kann 
nach und nach reducirt werden bis zu dem I =/r*' (/« x)~^ Ox. Mao erhält * 


/ 


(ta x)' 


fix __x^-^r 

IB-1 ' 


1 


L(/ax)" 


:n + 


a + l 


(" + D’ 


(la- 2) (tax)" 
,in - 8 


(« - 2) (IB - 3) (fa x)” 


( a +l)"-» ] (a+ l )"-» A’_<2f 

■'■(iB-2)(m-3)....2.1faxJ'''(ia-l)(ia-2)...2'l./ fax 


(85) 

Das letzte 1 ist durch Formel 79 anfgelöst, wenn man nach Ko. 74 umformt. 
Nämlich /n x = >. Dann ist 

y’x" fix y (e *)".«». 8, 

Setzt man nnn e*"*"' = a, so hat man ^ Formel 79. 
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C. Trigonometrische Functionen. 
<6. l)ie Function linx zu integrircn. 

0 cot X 


Es ist 


Ox 


0 COI X 

also = = IIH . 

Ox 


daher ftin x dx = — cot x + C = L'onstaute {C) — cos x 

77. Die Function cor x zu integriren. 

„ 9 »ii» I 

Ls ist — ^r— = e®* * 

9x 

. folglich /cot X Ox = fin x 

78. Die Function x zu integriren. 

0 cot X 

. . sin X Ox 

Ls ist tq x = = 

■' COZ X COI X 

daher ftg x Ox = — In coi x = ln —5— = ln tec x 

•' ■' COI X 

79. Die Function cot x zu integriren. 

0 lin X 


Es ist cot X = 


Ox 


itn X IIH X 

daher /col x • 9x = Jn lin x 

80. Die Function lecx zu integriren. 

1 COI X 0 lin X 

01 X COI *x 1 — lin ' 


Es ist ICC X : 


daher ftec x Ox = j fn J 

' 1 — HB X 

/lee X Ox = I tn cot’ = ln cot - = 

81. Die FnncUou coiecx zu integriren^ 


ln lg 


Jn +x 


( 86 ) 


(87) 


( 88 ) 


(89) 


(90) 


„ . , 1 iinx IIH X 

Ls ist coiecx =— — = = -- 

iin X IIH *x ' — 


mithin 


1 — COI * X 


1 — COI ’x 


. , , 1 + COI X 1— coix ,, 2iin’{Jx) 

fcotec X Ox = - 4/b , =iln — =Un 

^ 1 — COI X 1 + COI X ’ 2 COI ’ ( J x) 

= \lntg ’(Jx) = ln lg (J x) 

82. Die Functionen lino x un^coiox zu integriren. 

Es ist line x = 1 ~ coi x 

mithin /tinv x Ox = x — lin x 
desgleichen ist 

fcOtt X Ox = X + COI X 

83. Die Function ^ zu integriren. 

IIH X • COI X ° 

0 lin X 0 COI X 

, 1 sin ’x + cot ’x sin x coi x Ox Ox 

Ls ist = - . = (- - ; = — ; 

iin X • COI X iin x • cos x cos x sin x sin x cot x 

folglich f —, — ^ — ln lin x — ln cotx = ln = lnlg x 

“ J ttnx' cot X COI X ' 

84. Die Function sin "x zu integriren. 

Es ist iin"x = iin"~*x • sinx 

also ftin "x Ox = - sin "~'x • cos x + J{n — 1) sin "~*x • cos ’x Oa 


(91) 

(92) 

(93) 


(94) 
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= — coi X sin”~'x + (« V ~ 

= — ros X sin + (n — l)ysi« ” Ox ~ (n — 1) y*sin ”x Öx 

Das letzte Glied auf die linke Seite geschafft und mit n dividirt 

Jsin "x Ox = cos X si« ”~^x H Jsin ” "x Dx (9^) 

« n 


als geeignete Keductionsformel- o * * . ^ ^ . 

Ist n gerade, so kommt man zuletzt auf Setzt man ^ x - s, so ist x _ ^ * 

/sm«x.0x=/0x = x und0x = -05 

Ist n ungerade, so wird das letzte I , 

=/sin X . Ox = - cos X Es ist daher 

85. Die Function ros"x zu integriroii. /cos ”*x Ox = -/sin "s • 0 » 

Es ist CO. X = .in (y - x) 


/<iM”sds.= - ^ cos ••51«” ’s-l 

'' n n 

und indem man — Ox für Os setzt: 

1 


5 + ’^—^fsin " 0 » 


/cos "x0.x= -f — *in X • cos ” ^x H /cos '* "x • Ox 

•' n » 

86. Die Function tg "x zu integriren. 

Es ist tg "x = tg ”“’x • tg*x= tg**~^x (sec ’x - 1) = tg 
Daher als Keductionsformel 


(96) 


ßg ”x Ox =ßg ”-^x . 0 t -7 X Ox -/l^ x Ox = - ßg """x Ox (97) 


,«-2 




X • sec ®x — 


, »1-2. 


m-2. 


n - 1 


87. Die Function co<"x zu integriren. 

Schreibt man wie No. 85 cot x = tg — x^, setzt — — x = » so hat man nach 
Formel 97 


ßg "s 06 = 

mithin (- Ox für O 5 gesetzt) 

fcot ”x Ox = — — —fcot 


Ox 


(98) 


88. Die Function sec"x zu integriren. 

Es ist sec ”x = sec ”~®x • sec *x = sec^^^x * t) tg x 


daher /sec"x Ox=/sec" ^*0 /^^xOxs sec ” ’^x tg x —fb sec'* “'t^xOx 


- «- 2 ., 


. m - 2 s 


= sec "~*x tg X — (n — 2) ßec h sec x • tg x Ox 

= sec ""~*x lg X — (n — 2) ßec ’*~^lg ®x Ox 
= sec”~^x tg X — (n — 2) ßec "x Ox + (» — 2)/sec"~*0x 
Das erste I der rechten Seite auf die linke gebracht und mit » - 1 dividirt gibt 


»* 0X = + !Ll| y,.c . 

n— 1 n— 1 


n-2^ 


Ox 


89. Wie cot"x aus tg"x findet man aus sec"x; 

„ * cosec ”~^x cot X n — 2 

fcosec X Ox = ; }- -f cosec 

'' n — 1 n— 1 

90. Die Function si» ”x cos '"x zu integriren. 

Ox 


"-^xOx 


(99) 


( 100 ) 


* II 

$tn X = 


(n+l)cosx 


Es ist 
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daher /.in "* • co. "x Ox = / 

J n+ 1 


Oii« "+‘, 


n-f I |_ 


X • iin 





-••+1 




/•a m-l ' • ü'» 

/ rt CO« 'x , 

7 ^ ft* — ^Ö-f=-(«-l)/«.”'-=*x..i»»+'Ox = 


/.in ”* CO. '"x Ox = ^ L n. ^ 

Das letste I rechts auf die linke Seite gebracht^und’redrcirT "" 

, »-1 .. . _ „ 

( 101 ) 


/.in "* CO. "x Ox = ™*-" - 1 c • » n. _J ^ 


In dieser Reductionsformel ist der Ex- 
ponent des Cosinus um 2 crerineer ee- 
■worden. Die Reduction wiederholt 
gewendet führt bei geradem m auf 
/.in 'x CO.» 9x =/.i« «X 9x 
welches nach Formel 95 bestimmt wird. 
Rei ungeradem m entsteht luletrt 
/.in "x . CO. X Ox =/,in “x . 8 .in * Ox 
_.in"'*''x 

“ n -f 1 die Integrirung ist eben- 


falls geschlossen. 


91. Dieselbe Function .in *x co. "x ist 
lu jntegriren, so dafs der Exponent des 
Sinns mit der Reduction rermindert wird. 


Man setit CO. "xs 
und hat 


Oco. "-n 
Ox 

Ön + i) .in X 




-Ox 


/.in "x CO. -"x Ox = -/.in *-'x . P”» 

j « + 1 

^ = "• sr+l f"" «-o* 9xJ 

= 1^ t- - l)/.in-»x CO. ”'xOx-(„-,)/.i,-.co.'"xOxl 

woraus ■* 

(l + - )/.in "x CO. ”'x Ox = — f 

\ m + 1/ 

endlich 


X . n- 1 
rn-t-i-' 


T + -^‘.-/.in " ’x ns “x Ox 


/.in "x CO. ’"x Ox : 


.in" 'x CO. 


”* + n m + - ^H)^) 

/co.*'xOx 7 Reduction endlich 

/CO. xOx, welches nach Formel 9C integrirt wird. Ist „ „ngemde, so enUteht 

luletit /co. "x .in X Ox = - /co. "x . Oco. xOx - _ 

*»+l 

92. Die Function — — sn integrireii. 

COS 

Ans Formel 101 das letzte Glied entwickelt ist 


* , n — 1 
"t -I- n 


+ r-r-/.in" ’co.^xOx 


( 102 ) 


/.in "x co. 


"'-’0x = 


//in""^*x ^ m n 
m - I 


Uierein für m den Werth - m + 2 gesetzt gibt 


+ j /'in "x co. "x Ox 


/.in "x co. "Ox = — ! 


m+lj 

-m + l' 




/*'" "* eo» “"'■'■’x Ox 
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oder 

/•»ia'x liH""*"*» , m- a-2 /' iia"x 

rof*”x . 

93. Dio Function zu intcgnren. 

«in * 

Kntwickele das letzte Glied aus Formel 102: 

fii 4* n 


(103) 


/«in 


n 2 


'X CO$ X 


9jc = • 


• 1 


n — 1 


/«in "x co$ '”x Ojt 


/»•n 

oder 


Setze n = — « + 2i so erhält man 
“ **x co$ d.F 


-n + I 


^ -n + t ■' 


cot ”*x Ox 


'x CO« **^x Bx 


/^ "*”* 8xr: ^ r ■" (UH) 

*/ Jia ”x («— n—1 */ «ia** 

Für Formel 103 und 104 gelten dieselben Bemerknngon wie für Formel 101 
nnd 102. 

04. Die Function x" liax ru integriren. 

Es ist /x* .inxax = x7«inx0x-yi0xV»iBx0x)9x=-»" ««x + n/x"“ cojx9x 
= - x" coi X + ax""*/''“* X fix - a (a - I)/x"~“»»a xOx 
: — cot X + nx””' lia x — a (a — 1) Jx ^ sin x 9x 


Mit der Reduction so fortgefahren entsteht 
y*x" lia X 9x “ — x'* cot X 4' ax** ^ lia x + a (a — 1) x coi x . 

- a(a - 1) (n - 2) x"~^iia x - a (a - l)(a - 2) (a - 3) x"~^ coi x 

+ + -- (105) 

Durch dieselbe Keductionsweise erhält man 

05. fx'* cot X 9x = x" lia x + ax"~' cot x — a (a — 1) x“ " lia x 

-a(a-l)(a-2)x"-’coix + + (106) 

D. Cyclometrische Functionen. 

06. Die Function ilreiiax zu integriren. 

Es ist fArctiit X . 9x = Are lia x/8x -/[9 -Ire lin x/0x]9x 

= xArctinx- f = x j4rc lia x - 1 /(I - x*) ^ (- 2x) 9x 

./ ('1 — X* « 

Mithin /dre lia x 9x = x Are lia x 4- |'l — x* (107) 

07. Die Function ydrccoix zu integriren. 

Wie ad 96 verfahren, ist 

/* X 9x 

(Are COI X 9x = X i4rc coi x 4- / _- - x =x 

. > X» 

= X >4rc COI X 4- 1 y(l ~ x’) ^ (— 2x 9x) 

. Mithin y/trccoix 9x=r x ,4rc coi x — )' l — x* 

98. Die Function Arclg'x zn integriren. 

ox 

Es ist fArc Ij X • 9x = X i4rc lg x — fx '•d Are lg xux = x Are !g x fx • ~ 

. , , /'2x9x 

= xAre »Jx-4 / — , 

daher fArctgx^x^xArctgx~^ln{l+x^ (109) 

99. /.Ire cot x^x:s X Are cot x — /(9 Are cot xfhr) B-i’ 

. r X hx 

= X Are eolx+ J 


(108) 

9x 
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daher /Are cvl x?)x = x Are coix } In (1 4 - *5) 

100. /Are tec x'öx = x Are tec x —/(f) Are lee x fdx) ör 

= xArettcx— / 

X l'a:* — 1 

woraus /Are tte x Ox = x Are see x — ln{x + j'x’ - l) 

101. /Are eoiec x Ox = x Are coiec x + /- — — ~ - 

X J''x* — 1 

mithin /Are eotec x Ox = x Are cosec x + ln(x + j/x> — l) 

102. /ilrcaiar X ö.r = X .drc »inr X — f - - — — 

• ' yix — X* 

= X >4rc>inr x + j'2x — x*— Are linr x 
woraus /Are sinr x Ox = (x — 1) ylrc sine x + ( 2x 

103. /Are cost x Ox = x Are coic x + f- ^ — 

•/ \ 2x — X* 

w oraus /.Ire cost x Ox = (x — 1) Are eosv x — j 2x — x’ 


( 110 ) 


( 111 ) 


(112) 


(113) 


(lU) 


Integrilfonnel ist ein Ausdruck, der am eBbräuchlichsten sind. Am Schlufs 
das Integral einer Kunction Ton bestimm- der Tabelle sind Kriiuterungen für die 
ler Form angibt. liier folgt eine geord- Entwickelung der complicirteren Formeln 
iieteZusammenstellnug deijenigen, welche hinzugelügt. 


Integralfomeln. 

I. Von algebraischen Gröfsen. 

A. Von rationale n Gröfsen. 

1. yOx = X 

/A Ox = Aftix rz Ax 
fq 'xüx =/b(f X • Qx = (fx 
/Atf'x • hx — A/ef'x • Ox = Atrx 
JVf'x * fx) Ox =/<f'x • Ox */fx •hx = (fxd=fx 
/ifx • fx • Ox = ifx/fx • Ox -jlqi'x/fx • Ox) Ox 
= fx/tf x • Ox - jifxftrx • Ox) Ox 
J{A((x) • (fifx) dx = A‘ B/rpx • fx • Ox 
ftfx* f X • Ox = qrx • fx —ffx • tf'x • Ox 
/yx • f*x • Ox -b/fx • <f 'x • Ox = gx • fx 
• fx.y'x- (/x-fx _ ifx 
(fx)» °"‘-fx 


a/'f • 

j 


J GfT l£ 

I. /x"Ox = ^_^-j‘ (11) ,rt<px)>'xOx=^-^-^‘ 

«-f -1 /r»0x=4x» 

/^x"8x = .4/x"0x = .l^— (12) /x»8x = ix‘ 

" + 1 /x« Ox=i|x» 

II. = 

1 

“(n-l)x"-‘ 

-Aßf = — 

" y x" (n 
X • Ox , 


( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 

(4) 

( 5 ) 

( 6 ) 
(7) 
(«) 
(9) 

( 10 ) 


»* 'I' I fx* Ox= j|x» 

c-*-H /* Ay'x • Ox _ ^ /'(f'x-hx 

- n -b 1 1 / (y x)" J {(f x)" 

H (I^) (n - 1) (9!x)"-l 

— 0« 

V * 9* /"Ox 

/ r.=J 


(13) 

(14) 

(15) 

(16) 


4 0x 


yx)' 


= fl» 5 


( 20 ) 

( 21 ) 

( 22 ) 

(23) 

(24) 


Coogit 
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IV. 




=/x Ox — ln (± x) 
=A’f^T~^ O-*' = Inltifx) 


• Ox 


(fX 


j = 4- /» (n ± hx) 


a ± tx b 
^'5^0x^ 1 
oiiijrx t ' ' 

Setzt man 6 = 1, so erhält man 

= /a (« ± x) 




f. 

J 


a X 

■qp’x • Ox 
a ^ <^x 


= /n (a :i: ^x) 


r ^x _ h r Ox I 

' J x"" ln ^bx) »J x"-‘ (a + 6x) ^ J x” 


Ox 1 , X 

rs — Iti — 

X (« + 6 x) a a + 6x 
Ox 


f. 

r Ox _ 1 /_ 1 6 a + 6x\ 

J x> (a + 6x) o 1, X a x / 

/ Ox _ll 1 6 6'.a-f 6x1 

x>(a + 6x)“TL~27>'^«“i» '"“^J 
Setzt man 6=1, so erhält man die Formeln 

r Ox _ 1 r hx 1 /-^x 

y x" (a + x)~ “ y x” (a + x) ^ » y x’" 


x" (o + x) 

Ox 1 , X 

/ — ; — ^ = — /#• — ; — 
X (a + x) a a + X 


i 

f Ox -l/i ,±i " 

Jx*[a-\rx) a\ x'^'a" x ) 

C ^x _ 1 / 1,1 1 

f xMfi^rx) ~ a \ ax'^^ax a* x ) 


.. r hx _ b r Ox 1 /Tlx 

J x”'l,a-bx)~ »y x^-'Ca- 6x)"^ «y x"' 

f: 


Ox ^ ^ X 

X (fl — bx) a « — 6x 


=±r±-A,„ - ] 

y x*.(« — 6x) a L X a a — 6x J 
f_hx_ X 1 

J x'la — bx) a l2x’ ox o* "a— 6xJ 


Für 6=1 erhält man 


r Ox — J. r r ' /'^ ■'1 

J x”'{a-x)~ » [y x-"-‘(a-x)‘^'«y 

^x(a — x) a a — X 

y X* (o -- x) a L x a a — xj 
f hx _ 1 r 1 _2_ X 1 

J X* {a — x) o L 2x* ox o* " o — X J 


(2i) ' 
(26) 

(27) 

(28) 


(29) 

(30) 

(31) 

(32) 


(33) 

(34) 

(35) 

(36) 
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VII. 

J a + bx \ b/Ja+bx J b'"(a + bx) 
rx-hx a ^ 

J r+4i = TL-'“T'"^‘' + H 

^ r, i ** «* , ,1 

/’x» Ox 1 r , O „ a’ a’ 1 
y = T Li-’ - r* + 4« -.ii '« (- + *-) j 


Für 4 = 1 erhält man 


rj±__ A-c 

a + ^ a ^ X J «4 

/ X* Öj: 
ö4- a* 


— X 
+'~ 


— X — aln{ 0 '^ x) 


/’x* Öar , ‘ ' 

! ^j-j-^ = 4x»-flj + a>/n(o-f x) 

— — — = — ^ax* 4- n*x — < 1 * ln (a 4- x) 

o -y X 

VIII. = ( - )": " 

,'a-bx \b/^/a-bx •'i'"(a_4x) 

Setzt mau 4 = 1, so erhält man 

a/ a — X a X %f a — x 

f a~^ = - (x + o /n (o - x)) 

f = - IJx* + nx + o* /« (o - x)] 

= - llx’ + lox> + o>x + o* ln (a - x)] 

a ~~ X 


V r I j f . /"fix X — 1 

X- . / IT^ = + 'S - (46) ./ X. -1 = i'» .-+1 

— Are cot xl /' öx 1 X 

n,'-i 

,/ i4p = I '■ ri^ <*” - s '■ ' f ' 

1 , /'9^1,o+- 

J Ta '"5^ 


X.y^ = ila(14x, 


+ X 
8x 


1 — X* 


(53) /'^^ = 1 /-(-•+«>) 

/^. = i 


j'x • 9x _ 

= (S5) 


(37) 

(38) 
(33) 
(40) 


( 41 ) 

(42) 

(43) 

(44) 


(49) 

(50) 

(51) 

(52) 

( 66 ) 

(57) 

(58) 


Digilized by Google 
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.S3.1 

Integrnifornioin. 


XI. = 

y I + *’ 

r — Are tg x 

(59) 

/'x* 9x X 

./x« + <.> = ' 

(62) 

ii 

hI"h 

-x + iln 1 * ^ 

1 — X 

(60) 

/’x* Ox a - X “ rt 

(63) 

/•x*Ox 

. • f ^ “ 1 

(61) 

/"x* Ox a , a + X 



" + *'"iTT 

,/o’ — x’ 2 a-x 

(64) 


/'x* Tix /*x* Hx 

= + (6‘) /'^^=-}[->^*+«’'»(‘>’-*’)](70) 


xm. 


./; 


Dx 


xCH-x*) 
Ox 


= i/i« 


1 + X® 


./* r>(l+x«) 

■ /L 


(If X*) 
i)x 

’(l+x>) 


r Ox A)x 

./x“— »a+x») './ x" 


XIV./; 


Oa? 


x(l-x«) 

/ * Ox _ 
/ X* (1 — X*) 


= }/« 


1-x» 


X 1 — X 


/L_g^_^ + /’ö 

./x‘"(l-x’) ./ x'-'-^l-x’) ./ x' 




X* — l 


/ 

/ 

r Ox^ 

.' ,r"'(x«- 


X*(X>-1) 
Ox 

X*(x>-1)' 
Ox 


= i/ll 

X X + 1 


r Ox /’o 

J x”-’(x’-l) J X 


’Ox 


XVI 



^ fix 

J JYx*+^ 


f. 


XVII 


Ox 

x’"(x*+V«) 

«X 


= -^[7 + T^"'^( 7 )] 

LKx-i / _ii 1 

“ 2aM;> x» i aVl 

=- f—-^± ^ nf 

J o} x”* *(x*-hä*) J 0? X 


/— 
J X (x> 


«*) 


1 , x>- 

= 2T*'" X 


(71) 

(72) 

(73) 

(74) 

(75) 

(76) 

(77) 

(78) 

(79) 

(80) 
(81) 
(82) 


(83) 

(84) 

(85) 

( 86 ) 

(87) 
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/'_?£— - - r JL ; " X ' 1 

,/ T*(x’— O*) o’ I 2o " X + « ^ T .1 

/' ÖJ- _ • r 1 r ~ . l 1 

J x> +2^M 

r !)t __i r r /■^i 

J r'" (x>- <.*) ~ [./ x'"-’ (x* -a^ J ,r”' I 


XVIII. 


= — . )» 


2fl» 


r Ox 

_ 1 

r± 11 

J x’(a’ — X*) 

fl* 1 

[2a a — X X J 

/■ 9x 

- ^ 1 

ri ,„_'i^_ii 

./ x*(«’-x») 

o* 1 

[2a> a>-x» 2x»J 

r 9x 

1 

\ f + Z”® 

y x" (a’-x’) 

fl* 

[./ x-'^o’-x») ./ x' 

Tiv __ 

1 

I+xl^— V- 1 
* 

\/ « + ~ 2 l'flcv - 



f— 

J a — ci 




er"* 2 V'flc 


' fl 


fl + ex* 

' X Ox 

r=e7»' 

X* Dx 


fi 

h 

,/a+ri-’ 


xl/- 

} ac ’ K~ 1 

~ (o + f X») 

__1_ 

2c 


^?f.- 

— ex’ 

r’ 9x 
c +PX* 
'x* 9x 
ex* 


2cl 


XX. f- 
J “ 


9x 

+ Äx + x’ 


(88) 

(89) 

(90) 


(91) 

(92) 

(93) 

(94) 

(95) 

(96) 

(97) 

(98) 

(99) 


/n (a — ex*) 

(100) 

Kt“" '»(')/ f)] 

(101) 

l + xl'-l 

(102) 

r* — (fl + rx*) J 

(103) 

l^x® + — (fl — f X*) J 

(104) 

1 , ^ 2x + 4 - )'4* - 4a 
]^4* - 4a 2x + 4 + J'4* - 4a 

2 ,2x + 4 

= — =r».« — ave ig ~ 

j/4a-4* ]4a-4* 

1 

1 

1 1 

2 

■~r+7x 

(107) 
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9-r 


1 




Ox 


1 + X + x’ 
8x 

t -f X — X* 

Öx 

1 - X + X* 


I., 

r Ox 

y — 1 + X + x> 

,/ — 1 + J — X* 
/1 ■ 




+ l — 4T “ X* 


r t)x 

J fij' + C4T* 

r Ox 

J hx — cx^ 


^ Ä 4" 2c-t — — 4ar 

j/A* — 4ac b + 2rx + J A* — \ac 
2 . A + 2cx 

= — Are tg — — rr-TTTTT 

J'4ac — A* |4ac — A* 

4a 

~~ b (2a 4- Äx) 

2x 4- 1 

= iy^Arc tg-j}- 

“ | '5 " 1 — 2x 4 - \ ‘b 
2x — 1 

- J_ 1 +2 x -15 
■ t 5 1 + 2x + r & 

J 5 — 1 4" 2x 4- > 5 

= ül'3 /4rc /j 

j 5 - 1 - 2 r + V5 

21^5 , . , l + 2x ,, , , 

: — -T- t - 1 Are lg — I 5 • I - I 

O al 

..^Arc,gl+2£ 

V-b * y-b 

_ Cr 

A ** A 4- cx 

2 A + 2CX 

_ l , cx 

‘ A " A - ci 

t f - I * 6 V - 1 




/ 

(x + ^) Ö x _ 
y a + 6x + *’ ~ 

./ 

/-. 

/-. 


fl 4- Ax 4- * 
f)x 


fl 4- Äx 4- cx* 
(x 4- A) Ö x 
fl 4- Ax 4- ** 
(x 4- A ) dx 
fl 4- Ax 4- cx* 
Ox 


2c 2 / o 4- Ax 4* cx* 

^ — ^A r Ox 
2 , / fl 4- Ax 4- 


X (fl 4* Ax 4- 

Ox 

X (fl 4- Ax 4* cx*) 

Ox 

X (Ax 4 cx*) 

Ox 

X (Ax — cx*) 

Ox 

(fl 4- cx*) 


^ (n 4 Ax 4- X*) 4- 
2c ' ^ ^ 2c ,/fl4-Ax4-cx* 

,j_r ^ ^ r ^ _i 

2fl L fl 4 Ax 4- x* fl ^ 4 j.tJ 

^ f ^ 1 

2fl L a4Ax4"Cx* / fl4-Ax4cx*J 

4[- 


■* + t 


4 + CJ-l 


./I (Ax - cx>) - d [ X + A- cxl 

A« , 

y x(<i— fx>) 


1 x’ 
'2o "a + «• 

-1 / *’ 

2rt a — rx 


(108) 

(109) 

( 110 ) 
( 111 ) 
( 112 ) 
(113) 
(111) 

(115) 

(116) 

(117) 

(118) 

(119) 

(120) 
(121) 
(122) 

(123) 

(124) 

(125) 

(126) 

(127) 

(128) 

(129) 

(130) 

(131) 

(132) 
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XXII. 


XXIII. 


Iiitegralformoln. 
Hx 


fl. 


3.% Integrnlforroeln. 

-(x+ 44) 


(rt + 4x + X»)'" 2 _ 1 ) (« + 4x + x»)"* 

rn — 3 ö J 

,7/^’ I7\y s 

« — » • ■ — ^ • ' 

/ ’ Ox 
/ (n -f 6x -I* j"*)* 


2(„-,)(^-ayM* + »' + -T 

x+ 44 


2 - aj (a + 4x + x») 

Kf--} 


8^ 


+ 4x + X*) 


»X ^ - (X + ji) 

/(fll4 .rlxV 4^^1_a)(a+4x + xV 


(a + 4x + x>)’ 


(133) 


(134) 


(135) 


f 


t)jr 




'•x*)™ arm-n^^ — oU(' 




(« + 4x + rx*)"* 2 («- 1)(^ - «) L'“ + ** + 

+ '*’"'-'*l/'(a + 4x!cx*)— ^ 


(13G) 


1 ^ _ r Ox _ 

•)*“ ib'* \ a -y bx cx"^^ J a bx ^ cx^_ 13») 


/(« + 4x + cx*)> 2^^ - a) I 

r Hx _ r Ox I 

_/ (a + 4x + cx>)’ L(a + 4x + cx*)> y (ii+4x+cx*)»l ' ' 


r a + 44 .» 


./ (.Ö.+-')- " 5|. _ ,,pl _ ,)ii. + *.- + »■)■' 

./; 


(189) 


-n(V_ aj(a- 


“ + yx 


(a 1 4x+rx»)'" 2r(»i-l) - «) L^“ + *^ + 


./;, 



+ A(2«-3)y 

r Or 

(fl 4* *h cr*)^ 

rij (140) 

xQx 

1 r. 

“ti*x .L,,. i 

C 8x 1 

(n 1 b.r + j-*)* 

~ 2 (‘^-a)‘“+'"+' ^ 

a4 4xhx>l ('^'5 

j- 8 j ' 

- 1 

4 

n + — X 

^ 4 

* /A 

(u 4 Ä-r 4 er*)’* 


.fl 4 - + rr* 

2./ ff 1 4x 4- rx-* 1 (^'*") 
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bedeutet. 


/ ’j’Ot 1 r , l — tjr + c’ .r* 2t*r— 1 

a + ix*^ 6«T« 1 lr+ r?P ~ + 'S -J 


wo c = j/— bedeutet. 


A 


Öj* 1 , . - - 

a+7r^ = 3i'"f'' + *-"^ 


Oj 
+ 6j-* 


/Lo^ 

,/ rt— 

/> 

./ fl 


1 r 1 4- CJ- ] 2 + c» 

4flc t 2 L ” 1 — CJ” I’2 + c’ jr* 


J 

f: 




X Ox 
t — ÄX^- 
X* Ox 


-r - A — C" X* —1 I 

i Are tg (c= x») = ji- .4rc /, (x> \'L)\ 


1 1 , l+c’*»|-l , 

•2«c»'2t-i'"i _c>x»|/::t I 

1 

-i^ 

1 fl 4- X * yb 

A\üb \'a~- x*\ 0 


1 


fl'+ 

rx»Ox 
/ a — ix* 

f a ^ ix* 

J ax -\- ix* 
Ox 


/» 


1 — rx | '2 + c* x^ 


cxl'2 


/: 


XXVI. J = / 


X (x + Ax*) 
Ox 
Ax* -f <^-r* 

Ox 

X (Ax* + cx*) 

Ox 


* r Ox 
J ix* + « 


■ 4ae* 1 ■■< L '" I d- rx t •> + r* x> ‘ 1 - c»x> 1 

= ^ (a + ix‘) 

= 1/ ^•'L. 

3a fl 4 Aj* 

=r — /m 

4« a 4* A-P* 

-_ ^ '*' A 

Äx ÄiA^"' 


l - 

^ A 


1 I ** I ^ 4 *■■'■* 

■2iT»'''2r* x«~ 


( 143 ) 


(144) 


(145) 


1 


a + ix* + r.i* " I q q p p 


reell für i*>4er 


= «- - I '» "i." + S; + 2 « .4rc ,g \ 

8fo*cosaL X* — 2ax r<i5 rt + fl* ^ fl* — x* J 


8f^* 

reell wenn A*<4ac 
1 


2fl + Ax* \ 2flA ' 
gültig für Ä* = 4ac. 

Die Bedeutung der Hucbi^taboii p, f, n *. Erläuterungen. 

UI. 22 


Arelgx\'^ 


(14G) 

(147) 

(148) 


(149) 

(150) 

(151) 

(152) 

(153) 

(154) 

(155) 

(156) 

(157, A) 
(157, B) 
(157,0 
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_ r a- ?).r \ i + 2 rx’ - l't« - 4 nc 

^~J O + ix* + cx* ~ 2 l'i* - 4 Üc 6 + 2 fx* + ( 
reell für t’ > 4ar 

L 

|' 4 ar — 6 * J’ 4 ac — /»* 

reell wenn b'^<Aac 

2fl 

A (2a + *x*) 

(gültig für Ä* = 4ar 

/* .r* Ol* l r , M 

^ VTTiZ- [paresj-, are „ - 

reell für b^>4ac 

1 r JT* — 9gjr cos ft-^ , n M Ä I 

— 1 if» 4- 2 cot tx • Are tg - s ^ | 

$cg coi tt l. -f 2^4* ro* « + <?* 9* “ •» J 

Tocll für 6* < 4ac 

= T [- -ItCtt» + f L ^ 1 '^1 

gültig für i* = 4ae 

» =y irrÄTT? = h ~hf rri>y+c7* 


(158, A) 


' fix 


(158, B) 


(158,0 


(159, A) 


(159, B) 


(159,0 


(IGO) 


Die Ergänzung iles 1 mit der Auflösung des 1 iui 2ten Gliede geschieht durch 
Formel 158 A, B, C. 

_ ^ Dx 1 x* f X &x 

^ J x(fl+Äx*+cx*) 4a a -f Äx * 4- cx^ 2a^ a + 5x* -f rx-* 


(ICI) 


Die Ergänzung des 1 durch Formel 158, A, B, C. 

» “4“ rH'Ti<+ ' räl 


. J Jl/' + r'-L+r?,.!2.+fl^tSl 

ISL»^ 2 »K 2 2 t2-xl'-l+V5j 


B. Von irrationalen Gröfsen. 

j_ -^ + 1 

XXVII. /Fx Dx =/x “ 8x = = l'x’‘+‘ 

n ^ 

l_ -^ + 1 

ms' ? 'x Dx = y(r,x) " T-x 0x = <Zf^— = ^ Atx)"+' 

fl ^ ^ 

/l'x Ox =/x^ 8x = Jx^ = Jl'x’ 

/t'x Dx = /x^ Ox = Jx^ = Jgx* 

/('X Ox =/x^ Ox = Jx^ — Iv'x* 

/|‘x Ox =/x* Dx = ix* = Jl'x* 


(102) 


(1G3) 

(164) 

(165) 

(166) 
(167) 
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hl 


XXVIII. 


Ix ~“+l 

/■ 


/; 


'(jc 'x • 9* _ 

m 

yq:x 


_1 

/c?x) - ox=^(9-x) '■ Kvx)''- 


8* , - K *“'■*■* „ , 

_=/x 0x=-^ = 2,x 

x-* + * . , 

— =/r 0x = — p— = SI^’ 


•/ yx 


fx ^ Ox : 


•i+ 1 
-i + l 
- i+ 1 


= 1 Kx* 


ht 


XXIX. /x" 0x=/i'x‘"0x=; 

/)’x>8x= Jv'x* 

/V X* 8x = }V'x' 
/t'x>0x = j|V 
/l'x‘ 9x = f Vx' 

/rx‘8x=nV 

x’ 8x = J l'x' 
f\'x^ 9x= 


— + 1 


« 

m -f n 


m-f n 


J-x“ 




XXX. /x " Ox = Z’?- =^— =— !L_ J 

X n 

C—-- — 

J I'x*” V x 
yvx* *jx» 


9x 

Vx> 


: 3 yx 


/i 

»y )x* y. 

.A 

A 


j _L 

• . ~ * » 

y X* Vx* 

Ox * 
i — = 4 |x 
Vx* 

»/ Vx* Vx 


22 * 


(168) 

‘ (169) 

(170) 

(171) 

(172) 

(173) 

(174) 

(175) 

(176) 

(177) 

(178) 

(179) 

(180) 

_(I^) 

(182) 

(183) 

(184) 

(185) 

(186) 

(187) 

(188) 
(189) 


« 
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"m" •• (** "l" ) ** 

XXXI. yta 4 4x)" 9-'=;;r+i;’ 6'' 

m 

(190) 

yta-4x)-^0x = - 
' m -f rt 6 

n — m 

(191) 

yta+4x)“^öx- ' 

' n — m 4 

« ~ m 

(192) 

yta ix)"^Dx= 

(193) 

yj'a + 4x Ox = j — J— V 0 + 4x 

(194) 

yj'^a — 6ar Oj = — 3 1 'a — 6x 

(195) 

P 9x _„|'a + 4x 
./l''a + 4» ^ 

(196) 

/* 

, / 1 'rt — ^ ' 

(197) 

y.* — rt -f 6 j" * — — 

y^rt + 64*0x = | — ^ — 1 a + &J* 

(198) 

» — - — ^ rt - Ar * — -- 

yl rt — Ax D.r = — J — ^ — \ a — bjF 

(199) 

/--_ _=-^j(a+ 4x)» 
ra + 4x 

(200) 

Z’ ö’«' 3 «„ , „ 

/j_— = _- ,(a_4x)’ 

1 a “ Ax 

(201) 

/k '(0 + 4x)> öx - ^ (a + 4x) 1 (a + 4x)» 

(202) 

1 3 > 

/( (a — ix)* 8x = — ^ (a — 4x) 1 (a — 4x)> 

P Ox ^la + 4x 

• \'{tt + tx)> * 

(203) 

(204) 

^ 9x: _ ^ ^a — 4x 

(205) 

•/ V(fl — Ax)* 

.. ^ 


XXXII. 


M r ** ^ 

- ■ • / 1 \ 1 I + w ~~ 

/x” (a + 4x) >• Ö.T = (y j Lyta + 4 x) '' 4 Ox - m,a yta + 4x) >' 

+ — + m- 

+ »t| A Oo' — m, + br)^* 

” + 1 ■— I 

T + 6-r)^* A Öx ± * 0-**J 

dasselb« Integral 

*■ — « 4-1 

/x" (a + 4x)i^ 8x = x-"^“ (“ + 


& öx 
3 

4 9x + 

(206) 

H 

9x (207) 
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ytr I o + hx ~ ^ 

15 • 6* 

-jj^,( 34 x + 2 a)(a-M^ 


/r l'a — bx Ox 

' 4 - öjr 

\ + bx 


f- 

/ • j Ox 
l'o - bx 
y ^l'n + 4 J 

fr. 


bx = 


':‘lrJfd 4 - = 

X 

ö.r 


■ 36* ~ 

• - jy, (4-r + 2a) I n - 6x 

' — T' i t 2« + 6x — 2 l'^a + bx 

2 If a + bx -{-ya in — 

X 

- 2 I TT-Tx + ya In zJl+Jf + ^±rIz± 

X 

1 2fl 4* Äx — 2y a i 'ö 4- Äx 
)a X 

1 ^ — 2a 4* 4" 2|^a — bx 

\a X 

-y^-^(56j - 2o) (a + hx)^ 

T^--Tx (*“’ - 12 o6 J + 15 6» X*) (o + 6x) * 

105 • 0* 


I fl 4* 

bx 

X ya — bx 
/r(rt 4- bx)^ bx - 

/r* j/a 4 - A'*’ Ö**' ' 

/x’ (a + 4x)^ Ox = gy/ri* - 20 o6 x + 35 6> x*) (a + 6x) * 


XXXIII. /ya + bx’ 9x = Jx y'a + 6x* + /-_ 

W 1 « 


yj II — Ax* 9x : 
bx 

\ a 4 - Ax* 


/• 

./ 1 <i 


/ • 8x 
l ’a - 6x* 


Dx 
4 Ax* 

Öx 

„ , Ax* 

” A (l ** 4 - Ax* - X j a) 

JA 

1 , X j A 4* 4- Ax* — j a 

= - 7 - /fl — " - 

VA X ► A — J'^a 4 - Ax* 4 - J ^ 

JA ^ y Ja - ^ J A 

= -i Are lifi X 
JA 


Vr 


fx\'a 4- Ax* öx = 

fx\'a — Ax* Ox 
•Ox 


l(- + 6 x>)» 

= - 3 ±(a- 6 x>)» 


/ » x8x 
( a + 6x* 

/ » x9x 
l ' a - 4x* 


:4l'a + 6x> 
o 


: — -j- V^a “■ Ax* 
o 


XXXIV. 


/ • S-*- 1 1 r. ■ , i-x . i± 2 rx] 

)a+4x+cx* 1' L' 2VC J 

/ I 9 x 
l' 


)'a-14x-cx* 


2 . l^4ac — 6* + 6 + 2cx 

X ~ Are lg ■ — .= 

\'c ^'4ac-4*-6-2cx 

1 . 2rx — 6 

: — Are fiB ■ — 

V « )/4ac + 6* 


(208) 

(209) 

( 210 ) 

( 211 ) 

( 212 ) 

(213) 

(214) 

(215) 

(216) 

(217) 

(218) 

(219) 

( 220 ) 
(221 A) 
(221 B) 
(222 A) 
(222 B) 

(223) 

(224) 

(225) 

(226) 

(227) 
(228 A) 
(228 B) 
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9j 1 , /ä + 2rj 


+ A j -f cj* 

X Öx 


= ~ » + *•' + "’) 


1 


* , — i t r 

= — I o + ^‘*‘ + cjr* — / — 

+ ij + ex’ ® 1 


9^ 

a + Ax + *x* 


9x 


+ 4x + ex’ 


_ 1 ^ 2a + fcx + 2 V'a f^a + &x + ex* 

\a ” ~ 


9x 


/•,— I 5"i t + 2 rx , p-, — 4ac — i’/* 

/l^a + ix + ex’ 9x = — j 'a+ix+cx’ + 

« ^\a + ix + cx* 

Jx J a + 6x + ex’ Ox = -- (a + ix + ex*) ^ — •— yj'a + ix + c? 9x 


/ V'a + ix-(-cx*„ — — — ; f, /• Ox . i /* Ox 

I Ox = 1 a + ix + cx’ + a / — — — +— / 

^ «/ xj/o+ix+ex* 


( 229 ) 

(230J 

(231) 

(232) 

(233) • 

(23-0 


II. Von tianscendenten Gröfsen. 



=a' 

(235) 

qcV Oj 

= e‘^-' 

(236) 

yi* 9ic 

_ a* 

~ Ina 

(237) 

fp'xbx 

~ a 

(238) 

/x’^e^bx 

= — nj"e^ x"~’ Ox 

(239) 

Jx€^ 9x 

= (x-l)e* 


fx‘*e^ 9ar 

= (x* - 2x + 2) e" 


fj^€^bx ' 

= (x*-3x’+ 6x- 6)«'' 


yjr* Oj: 

= (x‘ - 4x» + 12x’ - 24x + 24) t' 


yi" a*" 9 j 

= /r— ‘a'^Ox 

Ina Ina 

(240) 

fxa^bx 

= -i- (x - 1) a* 
/n a 


fx^ 9j* 

= (x’-2x + 2)a’^ 

ln a 



"Ox 




fa’^ Ox 

J x" 

Z* ^19f a" Ox = ,«x +x /«a + 

/*l?x__^ A^Ox 
y X» x'^jx 

/?i9f =_?!+,„„ 

J X^ X J X 

/’e'0x_ e* 

J X» ~ 2x’ 2x V X 


/x-’e*0x=/nx+x+~ _ 

■' ^2-2^2-3-3 2.3-4...mi» 


(241) 

242) 

(243) 

(244) 
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C ln «•a'*' ln rt / «"* 

./ ~~ ¥x’ 2/” J 

( — = - i- 

rSx 

J 

19 ^- 


Kt 


s in a 




9j 


(245) 

(246) 

(247) 


Ö£ _ _ 1 + J 

J ” e' 

/ £^8x _ _ 2 4-2J + 

«* 

/ = - — (6 + 6x + 3x’ + ■r’) 

J e* 


*x" 9x _ 



/ 1 \"+‘f 


~ Vln o) [ 

**■ ö-*" _ 

l + X ln a 


{ln fl)* af 

d.r 

2 + 2j- /fl fl -f (-r /n fl)* 


{ln o)* 


ß. Von logarithmischoii Grofsen. 

XXXVl. ß.ln x)-' 9x = x{lnx)" - mßn x)”-' 0x 
fln xHx = X lln X — l) 
ß,ln x)» 9x = X [(/« x)’ - 2 1« X + 2] 
y(/«x)»9r =x[(l»x)»-3 (/n x)» + 6 1» x - 6] 


(248) 

(249) 

(250) 

(251) 

(252) 

(253) 

(254) 


XXXVII. /x''(/nx)’"9x [(/nx)"'x"+‘ -in /x"(/nx)‘" '] (255) 

fx In X öx = (2 /rt X — 1) 

/x* ln X Ox = ^x* (3 /n X — 1) 

/xMnxdx =,'jx*(4/nx- 1) 

/x^/bxDx =s 5*5 x^ ( 5 /n X - 1 ) 

/x"/nx9x =.--A— ,x'‘+‘[(n + l)/nx-l] (256) 

XXXYIII. /x (/n x)« 9x =4 X« [2 (/n x)* - 2 /n x + 1] 

/x>(Irtx)’9x =,V-r’[9(l"'r)’-61»x + 2] 

/x» (/n x)* 9x = X» [16 (ln x)* - 8 ln x + 2] 

/x* (ln x)« 9x = , ♦, X» [25 (ln x)’ - 10 ln x + 2] 

/x"(lnx)>9x=^.^,[(n+l)»(lnx)*-2(n+l)lnx + 2] (257) 

XXXIX. /x(lnx)*9x =4x' [4 (ln x)> - 6 (ln x)’ + 6 ln x - 3] 

/x’ (ln x)* 9x = i*! X* [9 (ln x)’ — 9 (ln x/ 4 6 ln x - 2] 

/x> (ln x)* 9x =Tl,x*[32(lnx)>-24(lnx)> + 12 Inx- 3] 

/x* (ln xY 9x = [125 (In x)’- 75 (ln x)> + 30 ln x - 6] 

/r" {ln J-)» [(n+l)»(/«x)»-3(»+l)*(/n r)*+6(fi+l)/n jt-6] (258) 
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XXXX. =--[2('«-»)‘-4(fi..r)H6(/.ix)’-e/«x + 3] 

o 


/r’{/«x)‘S.r = — [27(fHx)‘-36C/nx)* + 36(/rix)»-24/«f + 8] 
o 1 

/x>{/nx)*ö.r = [34(/iix)‘ - 32(/nx)M 24(/nx)»- 12/nx + 3] 

/r*(/nx)‘Ox =™^[62i(/iix)*-500{<nx)»-) 300(/ax)‘ - I20/nx ^ 24] 
»+1 

fjr** (hiJ-y Öj* = - [(n 4 4 (« + l)*(/n j-)*+ l)*(/«x)* 

-24(« 4-l)/Fix-t-243 

(,1h x)” (m - 1 ) (h, x)'" - ' - 1 . / (/» x)’" - ‘ 


(w - 1) (/«x)‘ 

/*6x (/« t)* (in x)* •»■)'” 

/— =/„(,„x)+Mxfy_-^N^3+...4--3v,-;^.r,;; 

/ J-) + 2 1« X + (1,1 .r)* 4 1 (/n x)> T ■ • • + 3 

J'~^ = /» 7« x) + 3 /n X f j (/« x)> f J (/II x)» + . . . + ^47^^- 


2 -3-3' 

-Jü+i):.__.(/„xr 

2 • 3 • 4 . . . m . m ' ‘ 


(2C0J 

(261) 

(262) 

(263) 

(264) 


/ 


XXXXIl. 

9x 


(/«x)’ 

-lV+j 

(/» x)> /n X 


+ ,„(,„x) + /i.x + ("l-'l’ + ^-^V...-<"‘^^‘^ 

Inx^ *• ^ 2 . 2 ^ 2.3-3 2 • 3.. .in • m 


/ 

f x^ ax _ _ x^ 
^ (/n x)* /n X ^ 


(265) 

(266) 


[ Ih (In x) 4 2 /« X + (/n x)» + K'" x)H . . . -f j 

[/n(/nx)-f3/nx+ 3(/nx)H K'nx)»-4...-f ('"')■"] <267) 

"] 




C. Von trigonometrischen UrOfsen. 

XXXXIII, ftin X 9x = — cos x 
fcot X Ox = «in X 
ftg X Ox =: — /n cos x ~ ln sec j 
fcot xÜx zzln «in x 
fsec X 9x = ln {sec x + ig •*•) 
fcosec X Dx = — ln (cosec x -f- cot x) = ln lg ~ 
fs'tnt X Ox = X — sin x 
fcosc X fix = X 4- ro5 x 

XXXXIV. /.in" X 9x = - -i lin'— • x ro» x + x öx 

n M 

f$in ’x 9x = 4 (x — Jtin x • coi x) 

/«i» ’x 8x = — 1 CO» X (2 + »in *x) 

/»in *x 8x = 4 [} -r — »in x co» x (J + »in *x)] 


(268) 

(269) 

(270) 

(271) 

(272) 

(273) 

(274) 

(275) 

(277) 

(278) 
(27.9) 
(280) 
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XXX.W. /co»"j-9* = — CO»"' ""‘.r (281) 

• fl >• 

fcoi *x 9x = i (x + »in X CO» x) (282) 

frot *x 9x = J lin X (2 + CO« ’x) (283) 

/cos ‘x Sx = J [|x + «in X cot x (j + coi *x)] (284) 


XXX.Wl. ßg "x Ox = " 

ßg *x Dj = - j 4- (286) 

ßg *j- Oj* = ^ tg + ifi cot (287) 

ßg = X - X + J lg *x (288) 


XXXXVII. /cot "x 9x = - — — f - /col"-’x (289) 

fl “ 1 

Jcoi *x Ox = — (x + co( x) (290) 

fcol V Ox = — (^ cot *x + /f» «in x) (291) 

/cot *r Ox = X + cot jr — cot *x (292) 


«.»««« tec X fo X . n-2 /• n _2 

XXXXVIII. /f«c X O.r t= — + ; •*' 

« — l n— 

/tec V Ox = tgjr 

ftec ’x Ox =4 [/j X «fc X + {tg x-f «ec x)] 
/«ec *x Ox = ■*■ (2 + *cc *x) 


XXXXIX. fcotec'^jr Ox = - ■ 


1-2 r 

_yco 


rt- 1 ■ rt- 

fcosec *x Ox = ~ cot X 

Jcotec *x Ox = — 4 **’ cosec x + (<^ol + co«ec x)] 

fcosec *JT Ox = - i cot X (2 + cotec *x) 


(293) 

(294) 

(295) 

(296) 

(297) 

(298) 

(299) 

(300) 


L. fsin "x • cos '"x Ox = 


+ ft\n "x cot "* ^x {301) 

H m 

_l.f + "L- 1 /'«„'■ -»xr«. "’x (302) 
n } m‘ 

(303) 

(304) 

(305) 

(306) 

(307) 

(308) 

(309) 


/ • • W 

ttn X 

fsin X • 
fsin X • 
fsin X • 
fsin X • 
fsin V 
fsin *x 
/«in V 
/«in ®x 
/lin *x 
/«in *x 
/«in »X 
/»in *x 
/«in *x 
/lin ‘x 
/«in *x 
fsin *x 


COI 


"xOx = - 


COS X Ox 
cot *x Ox 
cos *X Ox 
CO« fr Ox 
• cos X Ox 


m — 1 

n f m 
x-co« ’ 
n f m 

= ^tin *x = - i cos *x 
= ^cot X [«in V— 1) = — ico«*x 
= i «in^x(l -i co«*x)=- ico«*x 
= CO« V(«irt*— 1) = — ^ ro«*x 
= i«in®x 

cos *x Ox =. i (x4-2«in*xco*x - «inxco«x) 

CO« *x Ox = «i n *x (2 + 3 cos ^x) 
cos*xbx =j*g[3x+8«in*xco«^x { 6«in*xco«x-3«inxco*x](310) 
CO« X Ox = ^ «in *x (311) 

ro«*xOx =— V5C0«*x(2 + 3«in*x) (312) 

cos ®x Ox= i'y «in ‘x (1 + 2 CO« V) (313) 

cos *x Ox = — 3*5 co«®x(2 - 5 «in*x + 3 iin*j) (314) 

cos X Ox = i «in *x (315) 

cos *x Ox = [3x+ 8«in^xro«x— 2«in*xco«X“3«inxco«x] (316) 

cos *x Ox = «in V (2 + 5 cos *x) (3 1 7) 

cos *x Dx = 7iff[3x+ I6«in^x co«*x+ 8«in*xco«x 

— 2«in*xco«x - 3«in x»co«x] (318) 


V 
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> 1 - 4-1 
»in X 


m-n— 


^ rax*' X (in~ 

-I n: 

/ 

r$tnx ^ /• .1 

/ j-Ox= itgxsecx— =sec, 

J cosU' f cosx 

f 


cot'x (»n— l)co»'” 

Für m = l nicht anzu wenden. 

sin X _ j. — — ln cos x 
cot X 


n— 2 sin ”j 

--~iy 


'•"y- 0x = i/5*x 
co»*x * ^ 


»in X ^ 

i- Ox = 

cot *x 
»in*x , 


3 cos *x 


Ox =/tin ’x cos ^x = — »inx + l>* (tecx + tg x) 


cos X 

»m*x 


—fdx = tgx-x 
co»*x 


/ 
f 

/ ^ - /«(»ecx + x)l 

J cos’x Lcotx J 

/ 

/ 

/ 

/ 

»in®. 

J cot ♦ 

/ 

J 
I 
f 


»in*.c 
co**x 
»in®x 

CO» X 
»in*x 
cos^x 

- Dx = t /o V + /n CO» X 

CO» ’x 

x~ 1— 3co»®x 
3c05^X 


dx = lflg*x 

9x = ftin^x cot “*x = — I sin*x — Ihcos X 

8x = L+ ~*-If 
cosx 


tüL— 9x= Jtin*x » cos *x = -(4 »irt’x + »irtx)+ /n(»ecx-}- 

C05 X 

’iin^x ~ . »in X . 

9x = -§x + jj (2-f C05*X) 

cos *x 


'1 cot X 


9x= 4—^ +»inx-f /n(»ecx+/jx) 
co»*x 2co»*x 

»in*x 

COJ^X 


9x = x + i<j’x-/^x 


(319) 

(320) 

(321) 

(322) 

(323) 

(324) 

(325) 

(326) 

(327) 

(328) 

(329) 

(330) 

(331) 
Xgx') (332) 

(333) 

(334) 

(335) 


y »i;^^ (n-l)««'‘-^x J 

Ist für n=l nicht anzuwenden. 

9x = fcotx — lnsxnx 

X 

f cos 

J sin- 


J 


sinx 

cosx 


9.r = — 


cos’x -f- »i»*x 


stnx 


cosx , ,, 

— ^ 9x = — 4 CO/ *x 
s\n*x 


I 

/ 'cosj^ a - L 

sin^x ^ 3»in*x 

J''i2LJL 0x= J'cos*xtin~^x = cosx-\^lnXg ^ 

f 9x=/co/*x=— (x-fco/x) 
y »in='x 


(336) 

(337) 

(338) 

(339) 

(340) 

(341) 

(342) 
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J stn ’x “* V»i» V 2 / 

/: 


*'''* *- Ox = -ico/»x 


r Oj =ycöJ jiH *x=|coj*r+/niinx 

/ SIfIX 


llfl *x 

cos *x 
sinx 
cos *x 

«tu ’x 

CO* *x 


Dx = — 


cos *x+2*in*x 


llfl ~*x 

cos *x 


9x = fcot^.x =s— co< *x + /« II n x) 


_ 2iin*x-coiV 
0x=- , 

itn *x oiin'x 


/: 

/: 

/ — . — Qx = / cot *x-tin ~’x = tcoi’x + coix + tn lg - 

iinx J '2 

f ^öx=-ir3x+'“‘'{2+.ia«x)l 

./ im’x L »inx J 

/* cos *x ~ r cos X . ^ ^ , X n 

/ . 9x = -i v-^ +2co«x + 3/nJ«-— I 
J tin*x ’L»m’x * 2J 

/ cos ^x 

— 9x = Yco( *x = x + colx — Acol*x 

sin*x 


(343) 

(344) 

(345) 

(346) 

(347) 
(248) 

(349) 

(350) 

(351) 

(352) 


Llll. /x"iinx t)x = -x"coix + nx"-'iiHx+ n(n- 1 )x"“*om x 

-n(n- l)(»-2)x"-*»inx- + + .... (353) 

/x II« X 9x = — X cos X -f «« X (354) 

fx* fi« X 9x = (— X* + 2) cos X + 2x lin x (355) 

/x*iinx9x = (— X* -f Ox) coi X + (3x* — 6) lin x (356) 

fje* «in X öx = (— x* -f 1 2x* — 24) cos x + (4x^ — 24x) «in x (357) 


UV, Jx** cos xbjr =x”iinx + nx**~'coix — n(n — l)x**“^«i«x 
— n(» — l)(rt — 2)x”“^ CO« x + H 

= X • «i« X + CO« X 

rx* «in X + 2 x CO« X — 2 «in x 
IX* «in X + 3 x* CO« x — 6 x «in x — 6 cos x 


fx • cos X Dx 
fx* • CO« X Dx 
fx^*cosx^x 

fx* • cos X Dx =: X* «in x 4x* co« x - 1 2 x* «in x - 24 x cos x + 24 «in x (362) 


(358) 

(359) 

(360) 

(361) 


* i. . M es «in^x X cos X sin" *x n—ly - 9 

LV. fx «in ”x Dx = — , + “iT-^ «»"“V (363) 

fx «in X Dx = — X cos x + «in x (364) 

fx sin*x Dx = i (x*— 2 x«i«x» co«x+«in*x) (365) 

fx sin *xdx = 4(«irt*X“ 3x«in*x*co«x-6xco»x + 6 «inx) (366) 

/x«i« VDx [3x*-2x«i«x •co«x(2«i«*x + 3) + »irt ^x + 3«in*x] (367) 


LVI. fx cos"xbx 
fx cos X Dx 
fx cos *x Dx 
fx cos *x Dx 
fx cos *x Dx 


cos X xsiHx^eos 


1-1 


fr 


= .r «in X + rof x 
= 4 (x’ + 2x sin X • cot x + cot ’x) 

= i [{3 X «in X (2 + cot *x) + 6 co« x + co« ’x] 

= i'« [3 X* + 2x (3 + 2co« ’x) «in X • co« X + 3co» ’x+ cot *x] (372) 


(368) 

(369) 

(370) 

(371) 


LVII. /x* «in "■ 9x = - — x-cosx • «in "-‘x+ 

tn nt* 


!-^/x-«i«-»-=x 


«in 


(373) 
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fj'*sin*x^x = Ix* *“ J r* JIM X* CO# JT-f ij-[* 2 #irt*j? — l] f i lin jr* coix ( 374 ) 
i x*co#x( 2 + iin*x) + ixiinxfA -|-#i«*x] 

-{- jV ^05 j[ 20 + ( 375 ) 
J'.c'$in *xDj =|jr*— J x *(3 + 2 *ift*x)«n x > coix + ^ 24 iin ’^x 

-T-8iin*x]+^ [l5 + 2iin'''x]#inx*cü#x (376) 


LVm. /r" foj "'x = 


X »mx'Cos 


f’i*co$*xOx =i'r[2x*+ 6x*iiax‘C0»x— S 


+ — 

m* 


1- - /x"-* cot "’x ( 377 ) 

m* 

J'i*cü$*xOx =i'r[ 2 x*+ 6 x* ii»x*co»x— 3 x(l— 2 coi V)— 3 ii« x*coi x] ( 378 ) 
/x*coi *x 9 x = i x*#i«x (2 + co# ’*x)+ 2 xcoix(C f cot*x) 

— 3*y#tnx(20 4-co#*x) 
fx*cos *xÖx = i 4 x*ii«x •co#x (3 + 2 co#*x) 

}- [— l6+8co»®x(3+cü#*x)l — 4 *, iii»x*cojx[l5 + 2ro5*x] (380) 

64 


(379) 


4/ sin X • CO# X (n- 


1) #i#i** *x*co#'”**"* 


m-M P_ 

n-lj CO. 

+ — — 5-^^- r C3» 1) 

‘x-co, ‘x ■» - 1 ,/ «n "+*x • CO. "‘-»x 


(m-l)»in"-+-‘x 

Die erste Formel ist fürn = l, die zweite fiirm = l nicht aniuwendcn. 

/ = / ~-^^=fcosec 2 x* 20 x= inigi 

J #inx*co#x J #in2x 

9x 


/ 
h 

/* Öx 

/ dnx*ci 

/ sin'' 


1 / ^ cosx 

I»fr roH X sinx 


finx*cof'x ro#x 

Ox _ i 

#inx>co#’x 2co#^x 

Ox l . 1 I i + 

4 — — ln — : 

ro«x #inx 


■ -\-lni$x 


«nx*co#*x 3cof*x co#x 

Ox 

y— 


sin*x* co#x 
Ox 


— 1 . 1 + stn X 

f- ln ■ 

«nx co#x 


— 1 + 2 #*n *x 
sin*x • co#*x ~ sin x*co#x 




^ »in 
r Ox 
/ #in*x» cosfr 


l— 3ro#*x , „ , 1 + sinx 

. . . sr* *r o »n — 

#in*x* coj»*x ^ 1 *inx*co»*x cos x 

Ox l i 4 sin*x »cos *x — 4co# *x 


3#inx*cos*x 


«tn*x* cosrr 

'»'j* 

»in ®x • cos X 2 »IM ^x 


y »m’x- C(H*X “ H C«»x.«i*’x .ii*x J 

/* 0 x -1 + 2 «m’x , 

y* 

J 

r öf = 

/ sin*x • cM*x 


— _ — , + 2 /n(jx 

»in’x- co.’x 2 .m’x-coj’x 

Ox _ — 3 + 5 li« ’x ( 1 _+ 3 ro^x) _ 1 + cB. x 

.irt *x* CB. ’x ** C.ift’x'CB.’x .i» X 

gj _ 1 4 - 3 .in’x ^ 1 +.inx 

.in *x • CB. X 3 .in’x cb.x , 

Ox ~ 1 — 4 «n’x+ 8 *in*x 

3 cB»x-.i»’x 

- 2 — 10 .in*x • CB. *x -)■ 5 .in *x ^ 1 + wnx 


«n *x • cui »x 

Ox 

«n’x • ca.*x 


G.in’x- cB.*x 
- l + 2 .in ’x ( l +4rin*x- e B.’x-4co.*x) 
äTin’x- cB.*x 


(382) 

(383) 

(384) 

(385) 

(386) 

(387) 

(388) 

(389) 

(390) 

(391) 

(392) 

(393) 

(394) 

(395) 

(396) 

(397) 
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D. Cyclometrische Functionen, 
s. pag. 329. 

Erläuterungen lu den vorste- 
henden tabellarisch geordneten 
Integralformel n. 

I. Formel 1 bis 10, s Integral Xo.l bis 7. 

II. , II — 16,s. . Ko 8. 

III. , 17 — 24,8. , No. 9. 

IV. ,, 25 — 28,8. , No. 10. 

V. , 29. Man lerlegt den gege- 

benen Quotient in 2 Factoren, nämlich 
flj- .4 Or Ntix 

“ + ('■*' j"' 


hieraus ist Ar’" + N{a-\- t.r) = 1 
oder X (Aj:"' 1V4) = 1 - ,V<» 

Diese Gleichung gilt für jeden Werth 
von r, also auch für x = 0 und für 
j4x'"“’ + JV4 = 0 Für beide Wertlie hat 
man 

A 

a 

Diesen Werth in die Gleichung; 

Ajc'" = 0 gesetzt ; 

.. . I) 1 

ergibt .4 = 

* o j”- I 

Hiermit erhält man das I: 



Ox 

(o + 4x) 


«,/x”'-'(o-f4x) «./ x" 


Das 2te I. wird nach Formel 17 he> 
stimmt, das Ite ist eine Redactionsfor* 
mel, indem der Exponent Ton x um 1 
kleiner ist als in dem gej(ehenen I. 

Für m nach einander I, 2, 3 gesetzt 
ergeben die Formeln 30, 31 und 32. 

VI. Formel 33. Man entwickelt, wie 
ffiT V., F. 23. 



VII. Formel 37. Man kann den Zah- 
ler a-*"’ durch den Nenner hx -\- n wieder- 
bolentlich dividiren, wie No. 21 amScblufs 

für die Endformel — : — empfohlen wor- 

X + <1 * 


den, wonach man eine Reihe erhalt. Die 
Formel 37 ist im Resultat nichts als eine 
Verlängerung, durch welch© eben so eine 
snccc.ssivo R^uction geschieht, wie durch 
die eben gedachte durch Division abzu- 
leitende Reihe. Verwandelt man näm- 
lich das letzte 1 in 2 Rrücho mit gleich- 
bleibendem Nenner, so ist der erste Rruch 
gleich dem entgegengesetzten ersten I. 
rechts dos (ileichheitszoichens , der zweite 
Hruch aber das gegebene I selbst. 

Die Formeln 38, 39, 40 entstehen, wenn 
für m die Werthe 1, 2, 3 gesetzt werden. 

Man hat nämlich für m = 1 


P j Öj- _ a P h 
/ a hx i / a -f 


Ox 
+ bx 


P — g — A.r ^ ^ a Pbhx Pbx 

,/ A(a-l-Ax) a-^bx & 


/-x^ Dx / ^1« /;_öx_ _ /• (- g)» 

a 4 b.r \ 4/^/ fl-b4x 4* (fl 


= — p (fl 4 4,r) + y fl' 
- (A-r)» 


(fl + 4x) 


- 9x 


b*^/ a-i-bx ,/ 6* 

_a> f btii a ^ ,1,^. 

1 iL V - (*-0* 

J a-^bx \ b } a-\- hx J A* 


= - '^4 lit (fl + 4x) A- ! — 


(fl + 4x) 

■ — fl4 X 4- ä* 


fix 


4’ 


• Ox 


VIII. behandelt wie VII. gibt 

Vi/ (4x)’"(a-4x) 

woraus auf dieselbe Weise wie VII die 


Formel hervorgobt. 

IX. Formel 40 geht unmittelbar aus 
den Differeuzialformeln (Df ) 120 und 121 
hervor. 

Schreibt mau 
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80 ist auch 


14x1-1 1-xl-l 




2| -1 " 1 - XI ^ 


Are lg (fr) = rr^'» \ ^ 


Hieraus ceht herror: _ 

, 1 , i+xi'-i 21-1 

Are ig X tn ■ — (jnj somit ist der in dem Art. »Ar- 

I 1 — 1 — l cus*, pag. 115 stehende Salr I. als rich- 

Sebreiht man fx für 4*, so hat man tig bewiesen. (Vergl. , E rliu te tq n g ** 

zu No. XIX. Formel 95 und 96). 


Fom,el \f + 1~ ) - i 

= }/«Cl+x)-ll»(l-.r)=i'"[“ 

1 1 1 r-1 


— öx 


Schreibt man 
80 ist auch 


1-x*" 1 + (xl - !)• 1-1 l + {xl-l)‘ 

Formel 48: = JTTi .^'’C • (j (xl'-l)= i4rc* /j- 

= - • 'j = »' - 1 'S 


llithin ist 

) ^ ^ = 1 - 1 • Are lg 

1 — X 


1-1 


oder ylrc lg 


y - 1 21- 1 " 1 -X 


Setit man nun fx für x, so erhält man 
A , 1 , 1 + fx 

"l-l 2|-1 l-f> 
nnd 8omit ist der in dem Art , Arcus“, 
pag. 115 stehende Satz II. als richtig be- 
wiesen. 


Formel = i 

Formel bO:f =J " ° ^ ^ * '•"'S ( 7 ) (W- 120) 

Formel 5uJ' pf_^, = ^ ~ f ^ : 


X- a 

x-\-a 


Formel 52 


/Ä=/. 




(rt -f x) (a — jr) 2« a — X 
X. Formel 63. Schreib ^ ' *» 

Formel 54. Schreib ^ = “ 1 J " — i (1 - x*) = iln 


u. 8. w. bis Formel 58. 


X 1. Formel 59 J ^ =/(l ~ j:^.) 

rzfXix-J'-~^, = x- Aretgx 
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Eben so ^rird verfahren mit Formel 60 bis 64. 

XII. Formel 65 : J = J'^v - j Dx =fxQx- 

n. s. w. bis Formel 70. 



XIII. Verfahre mit dem allgemeinen 
Ausdruck (Formel 74) wie mit dem No. V, 
29. Setze; 

7” (1 +7)~J 1 + 

.so hat man die Gleichung 


. Ax”' + N+ Sx*- 1=0 
oder x^(Ax"'-'^-\- N)=\-N 


Setzt man die Klammergrüfse =0, so 
wird iV= 1 

und aus Ax'^* N = Ax**' + 1 = 0 

entsteht A = ^ 

x'" 

Diese beiden Werthe in die obige Glei- 
chung gesetzt, entsteht die Formel: 


f 

•/ X 


Or __ p Dt 

V a+.r>)V 

Setzt man m= 1, .so erhält man Formel 71; man hat nämlich 


/ ~rr \ — — i r+ / — =-IDi(i-i-t») + /ht 

./ t (1+ t *) ./ 

= ^ [— /n (1 -f T®) -|- 2 /« t] = I [- /rt (1 -f T*) + ln .r®] 


= I /n 


1 + T 




u. s. w. 


XIV. Bei dem Verfahren, wie bei No. XV. Formel 82, XVI., 86; XVII, 90 
XIII., erhält man für hormol 78 and XVIII., 94 werden entwickelt wie 

( ylT ”' - A ' t ») =l-N XIII. und XIV. 

Hieraus N=l; A = XIX. hormel 95. 


> 1—2 


-^.Dt 


Schreib 


•b f f* ** -1- 


.so ist nach Integral, No. 29, Beispiel pag. 302, 


+ 1'— 1 = 0 gesetzt 
tL^— — V— 1 = 0 gesetzt 

» ft 


= 4 


1 und A =- — 
c » 2j'-l 

x = +\/—y-l und Ä = ~Ü- 
® c 2 1 — l 

Mithin ist reducirt Formel 95 : 


rtlx „ +1 r py a 

ya+ox> nocv-vj 


1 

2 yac y— 1 


^ Ü 

r a 


-.—.ln 


2 1 rtc \f— 1 


' a 

+ x|/- 


1 

2 y’ac i — l. 


+ 1 


In 


-. y -^ 

y a 


1 + ,J/_I 2i'.cr-r'",_^j/__c 

r rt Ta 
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Scbrciht man dagegen 

J I +(^| 


/r-Vc7*=vb^"'^(4T) 


Uit 


<L5-r_ 

a + 

in 2 Ausdrücke 9ä und 9fi ist wie mit 
Kurmel 45 der in dem Artikel .Arcus“, 
»0 erhält man nach KormeU6 die zweite H 5 stehende Satz 1. erwiesen, wenn 

Formel 9C c = a and s\ ^— = fx setzt. 


Formel 97. Schreib 


p. A-tix jf.d x ' 


SD erhält man A = B = ^ und man hat 

r ,-l— -Ox 

- — I — § ° f 

./.-cx» = 2«f c J ,_,|/JL 

» tt 


1-f X 




2y'ac 


t-xj/^ 

» n 


Schreibt man dagei^en 


I — CJ^*= 1 -f 




also Formel 98 


r^^_i.ox 

/' Ox 1 1 / n , ,/•'<» t — 1 , / I ' X \ 

y^'-Ti T'-;/77j;pi-,y.'-T=7-"M'l T' -■) 


.'I'f 

yac ^ I — I 


Formel 99. Schreib 

,/rt-fi?^ 2cy fl + cx* 


2cx • Öx 


-4 


('It) 


Formel 100. Schreib /^^— = — ^ f — — 

,/a— rx* 2f./ o- 

Fomiel 101. Schreib = /'(“ ■ “-T — j) 

,/ o-lrx> ./ \c c B + cx*' 

/V*x 1 o 1 / a ^ 1 o _ 1 ‘ ] 

c rt ■ c ■ » J ^ ® 

Formel 102. Schreib/ = /(__ + _. 

= _!, + ! _ =_ 1 X + 1 r,- i5l_ + X 

_± +1 i'-l 


- X + 


1+xl/— 1 

1 / <1 ' I 
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=i-f/w.o»+f /'^Tl = r 

c L"' 2c J a+cx*J 2c L c J 


Integralformeln. 

« ... /'ar*9* fix 

Formel 103. Schreib j J 


+ 


c a +CX* 


/*x* 9x /T * • 9^ . ® ^ * 9a? 1 

Formel 104. Schreiby =J [- — - + y • — — ,J 

1 Ä ® /*"■ 2cx • 9x 1 r * I ® 

8x--y +-/»(.-«•)] 


XX. Formel 105 bis 107 sind in dem 
Art. , Integral“, No. 23 vollständig ent- 
wickelt. 

Formel 105 gilt wenn 6* > 4a 
, 106 , „ 4a>&» 

„ 107 „ „ 4a = A> 

Formel 108 bis 110. 


Formel 108 ; 6’ > 4ac 

Setze X = » — , so hat man 

2c 

/ i* a\ 
a -f- 5x -h cx> = c , -f — ) 

oder — gesetzt : c (»* - K*) 

4c' c 


nnd 


f 9x _ ^ JL / / *9» . /^9» \ 

^ a -f- ix -|- cx* c^ \# -J- A 2 — kJ 2Ac\ ^ *‘^k) 

J' 9x _ logn i—h _ 


5 -J- 2cx — |/i* — 4ac 


a-t-ix + cx* 2cA s-fA j/A* — 4ac 5 -f- 2cx l'^i* — 4ac 


i* 

Formel 109 : a > — 

4c 

geseüt, gibt 

c 4c' 

a + ix + cx* = c (5* + A*) 
9x 


8 — 

... r 9x 1 r 9s 1 /• A 1 , / » \ 

f«'*'’"'- ./» + 6x+cx> = Ty ?T*> = ^ ^ ^ 


ylrc 


i + 2x 


i’ 

Formel 110: a = — 
4c 


Dann 




9x 


-|- ix -f- cx* 


y^nc — i* " ]''4ac — i* 

- i_ - -L = 

~ c ^ h* C5 i + 2cx i(2a-bix) 


4a 


Formel 111 entsteht aus Formel 106, 
denn es ist a — b = i, also 4a > i* 
Formel 112 aus Formel 108, denn es 
ist a = A = -f- 1, c = — 1 mithin 4ac < i* 
Formel 113 wie Formel 111. Denn es 
ist a = 1, i = — l also 4a > 

Formel 114 aus Formel 105. Denn es 
ist a = — 1, i = -fl also 4a < i* 

Formel 115 aus Formel 105. Denn es 
ist a = — 1, i = — 1 also 4a < i* 

Formel 116 aus Formel 109. Denn es 
ist a = — 1, i = + 1, c = — 1, also 4ac> i* 
Formel 117 ans Formel 108. Denn es 
ista = -|-l, i = — l,c = — 1; also 4ac < i* 
Die Formeln 111 bis 117 werden un- 

III. 


mögliche Ausdrücke, wenn zu deren Ent- 
wickelung Formel 105 und 108 mit 106 
und 109 vertauscht werden, wie Formel 
118 aus Formel 109. 

Formel 119 bis 122 entstehen aus For- 
mel 108 und 109, wenn man o = 0 setzt. 

XXI. Formel 123. Es ist in dem Art. 
„Integral“ No. 26 die Aufgabe gelöst 
(x -|- A) 9x 

a -h ia: + x’ 

und zwar in 3 Formeln 23, 24, 25 in Be- 
ziehung auf die 3 Formeln 20, 21, 22 
No. 23,24, 25, welche in der Tabelle (unter 
No. XX. 105, 106 und 107) stehen. Man 
kann demnach in jenen 3 Formeln 23 

23 



Integralformeln. 3r)4 Integralformeln. 

bia 25 ffir A = 0 letieii am das I. bis su der Qleicbnng; 

f xbx , r- j- u f xhx /■ s 8s & /* 8s 

/ —r-, — . — : *“ erhalten. Lm dies aber / — Ti— = / "iTj ~ „ / , 

./ a + »x + ** J a + 4x + x> J s>±c* 2y s**c* 

selbstständig xn lösen, rerfahie wie dort Nun ist 

y'^^, = I/ii(s>±0 = iM(« + 4x + x«) 


8x 

a + 4x + x* 


Dieses letxte 1 ist aufgelöst durch For- 


mel 105 bis 108, und je nach dem Ver- 
hältnils Ton 4a : 4* ist eine der 3 For- 
meln aninwenden. Demnach hat man 
Tollstindig 






a -I- 4x -f ; 


Formel 124. Um diese xn entwickeln, 
verfährt man wie für die Entwickelnng 
der Formeln 108 bis 110. 

Formel 125 s. oben XXI., Formel 123. 

Formel 126 wie Formel 124. 

Formel 127 ist im Art. .Integral* 
No. 27 entwickelt. 

Formel 128 wie Formel 126. 

Formel 129 und 130 können mit Hülfe 
von Formel 128 nicht gelöst werden, weil 
für a=0 unendlich entsteht. Uan schreibe 
.T* (4 *. cx) und hat dann die Formeln 
31 und 35. 

Formel 131 und 132 entstehen aus 
Formel 128 wenn man 4 = a setzt, das 
2te Glied, das I, fällt fort. 

XXII. Formel 133. In dem Art. .In- 
tegral* No. 28 ist mit Formel 28 die 

Aufgabe gelöst: f 

Nun Ist A c* = + Ax + x’ 

s = x + |6 
e*=*-l- 


und man erhält Formel 133, wenn mau 
diese 'Weithe einsetzt und 1 nimmt. 

Formel 134 ans Formel 133, wenn m = 2 
gesetzt wird; das letzte I ist durch For- 
mel XX., 105 bis 107 SU lösen. 

Formel 135 aus Formel 133, wennm = 3 
gesetzt wird; das letzte I ist mit Formel 
134 bestimmt. 

Formel 136 ist die Abänderung von 
Formel 133 dahin, dafa cx’ statt x’ im 
Nenner steht. Mit Rücksicht auf die vor- 
stehende Erläuterung über Formel 133 
und auf No. 28 des Art. .Integral* 

. . . 4 

hat man hier s = x -f- — 

2r 

für (s* - c’)'" seUe hier (s* - *>)'" 

und es ist = ^ — 

4c’ c 

Ferner ist wie für Formel 133 und in 
No. 28: 

c (s’ — c*) = a -f 4x -b cx* 

Setzt man nun iu Formel 28 , No. 28 
diese Werthe und B = \, so erhält man 


y ^_8s_ _ s 2m -3 n 8z 

(s’ 2 (m-l)*’(s> -*>)"—* 2(«-l)*V/(»s- *>)■"-* 


fi. 


Hieraus 
öx 


* + rc 


-b (2m - 3) ^a-b 4x -b cx*jm-ij 


Dividirt man nun mit c” (multiplicirt Formel 136. 
sämmtliche Neuner mit c'”) so eutsteht XXIII. Formel 139. 
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Formel 27 No. 28 löst die Aufgabe 
) 8» - 1 


/» s8t 


'(s»-c>)”* 2(m-l)(s>-e>)'"-' 

Nun ist aber die verlangte Aofgabe 
/ • »8j A»-i4)8s_ r s8s r iiSs 

j («+4*+ X»)” ~ j (,» - £»)■" y (s* - c*)" y (s> - c«)" 

folglich mofs noch dies letste I hinzukommen; d. h. Es ist 
r x^x _ - l . . 8x 

J (a 




(0 + 4X+X«)’" 3(m-l)(o + 4x + X»)--» */ (a+ix + x»)" 

Dies letzte 1 ist aber Formel XXIL, 133 mithin ist 

X 8x . — 1 _ . , X -f- ^ 4 


y 




;. + 4x + x*r 2(«-l)«.+ 6x + *»r-* ' ' 9 («-I)(^-„)(,+ 4 * + x^— > 

2«i-3 4 /* 8x 


4y 


zy (« + 6*+.r 

welches redncirt die Formel 139 ergibt. 

Formel 140. 

Hier hat man wie bei der Behandlung der Formel in No. 28. 
/' X 8x f * 2e _ r s8t ^ r 8s 

y (o+öx+cx*)'"“'' (s> -*»)■"“./ (s» - *•)'" ~ 2 ^y ( 7 » - *«)" 

Mithin wie für Formel 139 : 

r ih% 1 __A 

J ' 2(m-l)(s» -*>)"■-* 2^y (s»-**)’" 

Schreibt man ** = ~ "f")' «(»’—**) = « + ix + cx* 

' [ 

y (s* - *>)"■ 


so hat man das erste Glied 
-1 


2 c («» — l)(a + ix + ex*)*" * 

und f - — = — ;^x (Formel 136). Hiernach 

2cy ts> - *•)"' 2® 

/ ’ X 8x __ — 1 

(o + ix + cx*)'" 


2 c (m — 1) (a + ix + cx*y 

die Formel 140. 

XXIV. Formel 143 


- + ^x(Formel 136} und reduciit 


9x 

a + bx* 


o i/i • * /■ 8* 1 /■ 8» 8x 1 /'8s 

Seue X . so .st/ = -J 

/'8s /•/ jSs H2 -s)8s \_ 8s r s8s 

y 1 + s«“./ Vi+s"^ 1-s+sW 1+s‘^V + vi-»+»* 

= W» (1 + ») n*«li Formel IV, 36 

- * /i -*.^+ ■ - ! V 7 » 

(nach Formel 123, wenn man a = 1, i = - 1 setzt) 

Hierin | J addirt sUd = i = * I 3 Are I, 
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y 1+** 


IM(l + j)- *fa(l-» + .«)+ 


, , (! + »)* , 1 ^ , 2»-l 

= * '" T^TTTT. + ;;5 ‘J -pj- 


3>-l 

F3 


1-»+»* ' K8 

« j 

wo für > der Werth * i*t- Mnitiplieirt man diese Formel mit 


so erhält man Formel 143. 

Formel 144. Schreibt man « 

/ -»8x r 7^ . ^ J_ / •»8» 

J a + a*-' l + i* D» oc”./l + »* 


* 6 * Ä 

Formel 144. Schreibt man wie rorher *|/ — = » »nd J/ — = c, so ist 


J +» -1 _ } + » 

1 +** 


1 + ** 


1 + »* 1+»* 1-,+ ,« i + i> 

y 1 + *’ y 1 - a + »• y 1 + a’ 

Nnn ist nach Formel 113 

/ ’ Sa 2 a — 1 

+ ,. = H3^rc 1,-^3- 

= der Formel 143. Mithin 


2a - 1 
|3 


1 . , 2a- 1 , , (1 + a)* 


woraus bei Einsetinng der Werthe für a Formel 146. Man setzt 
Formel 144 entsteht. 

Formel 145. 

Schreib^ 

60 f a + ö»-- ,/ a -r ox- - j ./o 

Für XXV. hat in den Formeln c die der Kurze wegen xj/— = ex = a 

Bedeutung yon J^/.i alsdann ist c.8x = »a 


Ox -- 

TO* 


o + 4x-=a. [l+(w[/4)1 = « C* + 

./ ÖTiP 


.‘,5 


und 1 =j_r_LLti 

1 + a' 2|'2ll + 


r 3x _ r 8a , Sx _ 

J a + ix* ay 1+a' Sä ocy 1 + a* 

Nun ist 1 + a' = (1 + a>)> - 2a* = (1 + a')' - (a 12)* 

= (l + al'2 + a*) (l-al 2+s*)- 

l'2+a F2-a;_ n 

ap 2 + a* 1- »v'2 + a*J 

/ ' 8a 

= der Summe folgender 4 Integrale 

, r Sa .2 2a + l2 1 

Vl + ‘V2 + a* = *-p2“"'^ -p.^=p2‘"-c‘j(‘V2+l) 

*/~ af 2 + a* = i ^ 

^/i+ Vi^+a* = 2T2 [♦ ‘ - -^r+TO + a* J 
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- 1 r »8» 
sTäy 1- »V2 + S’ 



»1/2 4»*) + 


o r ^ 

sy 1-*V24»’ 


Die erste Formel nach Formel 106, «eil tegrale in den Klammem sind mit den 
4a >A* ist, die zweite desgleichen, indem ersten beiden Formeln nbereinatimmend. 

|/2 subtractir gesetzt wird, die letzten Daher sämmtliche 4 Integrale addiit 
beiden nach Formel 123. Die beiden In- gibt 


f /„ 1 i a„ ly (z 42 4 1) 4 5A5 «rc lg (z F2 - 1) 

y 14z« 412 1-ZV24»’ 243 '^242 ' 


NunUt |,(„4« = j4^i^ 


mithin ly (a 4 ^ = 


Ferner und « 4 ~ «re ly . 

Iya = z43 4 1; lyjä = »42-2, ^1-z* 


Z42 

1 -z* 

z 42 


/ Oz 1 r. • + »V24 Z* , Z42 1 

„uthm J __ = [ M ^ 4 aarc I, — J 

Für z den Werth cx gesetzt und mit ao diridirt entsteht 
Formel 147. Wie für 146; nämlich 

/* öx _ 1 /• 8z _ 1 r r 8z /• 8z 1 

y o-Ax*“ocy l-z*"2ocLy 14z* V l-z*J 

Also nach Formel 45 nnd 47 

f 7 ^ = i ‘ r^!] 

«orans unmittelbar Formel 147 herrorgeht. 

Formel 148. Es ist 

fxhx ^^( t) _ 1 r 8 (c* X» ) 

J a+bi*~ aj^ ^4^^. "2«c*y 14(e*x*)> 


mithin nach Formel 45 und 46 die For- *. h ‘/k S 

mein 148. Alsdann «t c = |/-— = • J/- 1 

Formel 149. und c» = [/-^ • 4- 1 

Man erhält das I aus der Formel 148, 1, man hat also io Formel 148, 1 für e* 
wenn man — 5 für 5 setzt. = e* 4— I au setzen nnd erhält 


1 1 14c*4-1-*’F-1 

2 ac» 4- 1 ■ 24- 1 1 - c* 4- 1 • X» 4- I 
1 1 - e* X« _ , 1 

4 oc* " 1 4 c* X* ~ ä ««’ " 1 — e* X* 


Für c’ = V— gesetzt entsteht Formel 

~ tt 

149. 

Formel 150. 

Bei der Torigen Beseiohnnng ist 


's* 8z 


^x’8x _ 1 fl 

J tTfbx*~ öc*y 14»* 

nnd wenn man die Zerlegung 
Formel 146 anwendet: 



1 

*4> 


(42 4 z)z*8z (42 -z) s*8z\ 
i14z424z»'^ I-Z424»*/ 
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Setxt man nun den ersten Nenner der Klimmerf^röfse = A , den iweiten : 
so hat man 

l + A B +2V^J A iyij B 

Nnn ift »• = X- >)2— 1 
ebenso »’ = B + » V2 — 1 

Diese Werth« eingesetat hat man 

/ '»• 8» /•»»&» /*»»a» 1 

l + A ^\J -ß- + 2,2./ ^ 


B, 


2V1,/ 


ß» + 1^ 2 - » 

B 


8» 


Nimmt man die Integrale der letiten beiden Glieder in den einseinen Snm- 
manden nnd hebt, so erhalt man 

/•»>8»_ I / /•»8. /-.O.x I r, l.-»i 2-bs» , . , /'8> , /-Sai 

y l + »‘ 2t2(./ B Ja) 4t2|/"l+»v2 + »>'*^’ V * 

Diese Formel erhält man ans Formel tegrale aus Formel 106, wiedemm ä = — v2 
123 wenn man für & die Werthe — V2 und + v2 gesetst: 
nnd +V2 setzt. Die beiden letzten In- 

i . /’S», /’S» 2 / , 2»-l2 2s + l/2\ 

Nun ist y - +y - . - {arc I, - + -rc ---) 


Nun ut arc l« r + «rc tg ß = arc * 

l-lyo-(j/s 


mithin die Summe der beiden 


Bogen 


= are tg 


»>'2 

!-»• 


foigüeh = JL r ln ^ 

* ,/ 1 + »‘ 4l'2L l+»v'2 + »’ *l-»*l 


worans Formel 150 berrorgeht. 
Formel 151. 


EeUt 

J a— hx* xtAj 1 — »• 

fiftii r .»ö. A »«8* 

J l-»‘~./2(l+s») 2(1-»») 

Die beiden I nach Formel 59 und 60 ergeben sich 
li-^arelgs + (_i»)+ Jln|-^ 


= 4 ^ [ '- r^! - ‘1 

il 152. 

„ . /'»•8* 1 /•45»»8x 1 /’S (o + 5x*) 8x 

f ayhx*~ hbj aJfhx* ~hhj 


worans 

Formel 152. 


a + hx* 


= ^» (« + ä**) 


Formel 153. (Ans Formel 25 nnd 152.) 

- • T [/¥ -/SS] ' i t'— 1 ■ ^ 


Formel 154. 
o . /" 8x 


3a^** a + 


*(o+4»4) 


-i/['T- 


1 

a + Äx* J 


= — ln X- 


\ /*, 44 X* öx 


= -^ (ln X - 1 ln (o + hx*)) = i (4 ln x - ln (o + hx*)) ~^h* 


'Diuilizetfbv 
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Formel 165. (Ans Formel 25 nnd 145.) 
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Formel 156. (Aus Formel 21 und 96.) 

r hx _ Z* Öx 
Schreib J 


‘(6 + cx’ 


=l[- 

1 

X 

-vtM“ 

rhx 

c 

r 8x 

J aJ* 

k) 

X (6 4 cx 


a 


P’7* = 

c 



0 


gibt nach Formel 22 und 131 die For- , 
mel 156. 

XXVI. Formel 157. A, B, C- . j . p/jrz 

Es kommt darauf an, den Nenner in gg gj-hüt man p* = 

ein Product zu verwandeln. 2 c 

Setzt man denselben ^ ^ b — ^b*—Aac 

= x*) = c(x* + P*) (*’ + ?*) 2^ 

= x* + (p* + 9*)ar* + p* 7* 

also p*+ 7 * = — = SSO sei 


Setzt man der Kürze wegen — ri— n — i 

“ o+ 6 x*+cx* 


1 


1 / ^ I ^ \ 

o*) c \x* + p* x’ 4- 7 V 


* c(x»'+p’*) (®*+ 7 *) ^ Vx» + p* x* + 7' 

also nach No. 23, pag. 298, den Bruch in die Summe zweier Bruche verwandelt 

_ir 1 1 1 1 1 r » L _1 

* ~ c Lx> + 7 » x» + P>J p* - 7* V/5» - 4ac + 7* + P* J 

Also nach Formel 60 und 51 entsteht die Formel 157, A 

^ ]'6’-4rtcL7 7 P PJ 

Dies I wird für 4 ac> 6 * imaginär. 

Um für diesen Fall ein reelles I zu erhalten hat man auch 
a + 5x* 4* ^ "c" ® ^ 

Um die Klammergrölse Z eben so wie Man kommt nun zum Zweck, wenn 

Kr 157 A in ein Prodoct nmzufor^ man dem Factor die Form l- 2 »> 
gestalte sie zunächst in die Differenz 2 cj* 

zweier Quadrate, setze demnach der Ein- gibt, denn alsdann erhält man 
fachheit wegen Z = 4 - 27 * x> 4 - x* — 4A* x> 

I /— = g dann hat man = ( 7 * + **)’ — {^hgx)* 

c =(7»4-2A7x-|-x»)(7*-2A7x4-^*) 

nnd 


V 


^ ~ J' a-^ + cji^~ J e lg“* + 2Ayx + »•) 2A,x + *^ 

Diesen Bruch in die Summe zweier Brüche verwandelt 


8 x 


^chg*S\-9^ 


2 A 74 -X 


* 4 - 2 A 7 x-bx’ ^ 7 * - 2hgx 4- x*. 
P X 8 x X 8 x 1 

^ J 7 ’ 4 - 2 A 7 x 4 - X* J 9^ ~ 2 A qx 4- x* J 


2hg — X 


8 x 


( 1 ) 


( 2 ) 


8 x 


2 A gx 4* x’ 


^ 7 ’ 4 - 2A 7 X 4 - X* m/ 7 * “ 2 A qx 4 - 
Die ersten beiden Integrale werden aufgelöst durch Formel 106. 


(3)' 

Denn die Ent* 
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wiekelonf;iatanterderBedlngang4ac>i* j 

ffMcbabeo, welche sich anf die amge- aber 2A* = 1 — 

formte D Wertbe überträgt. ^ 

c®' ‘‘‘**5" '““i J = l/- lK»itive Gröfsen 

für a, 1 für c und oA*^* für 6* lu schrei- V c “ 

ben. Es ist also zu vergleichen 4^* mit so ist A <1 also 4^*>4A*^’. 

4A*p* oder 1 mit A*. 


Int. I. = — Are lg 

1 . X— kg 

Are tg — — — 


Han hat demnach ans Formel 106: 
2x + 3kg _ 


±=Arct3-^^ 
jll-A» jll-*» 


Int. U. = - 


«) 

( 6 ) 


Beide I addirt, mit 2äg mnltiplicirt geben 

Int. 1. 4- Int. II. = — / j4rc lg ^ ^ + Are lg * \ 

Beide Bogen a und fi in a + ß lusammengefaTst nach der Formel 


a + ß = 


gx j/l — h* 

S»- 


nnd Int. (I. + U.l = -Ih— Are tg "^9^ I ~ ** 
VI- A> j«-x* 


(G) 

Aus denselben Gründen wie für die ersten beiden I, werden die beiden letzten 
I nach Formel 123 gelüst. 


Es ist InLIU. = V/»(jS + 2Agx + *’)-Aj / , , , ~s 

J ff' + 2Ajx +x* 
,t. IV. = i In (j> - 2A ,x + X*) + Hgf—P±^^ 


(7) 

( 8 ) 


■ subtrahirt ergibt der =Ag mal der Summe beider Int. I. 

in der Oifierenz der beiden letzten Glie- und II. = V Int. (I. + II.). Demnach ist 


1 r. , g*+2A}x + x« . A , . 2jxH-A‘l 

» - 4 cA,» L* '"g*-2A7iTP + vi^. ^"'0 J 


(9) 


Bei der anfangs stattgefundenen Annahme . . / 4 \ 

4 und A>=l(l 1 

^=1-2A« H iVac) 

” o s i . dieser Gröfse A führt man auch 

hat man für A den Werth j 1/ ^ ? ®>n® trigonometrische Function ein und 

' cj’ zwar setzt man h = coi a. 

4 

oder wenn man für g seinen Werth j/— 


setzt 


k = i^2- 


4 , 
yac 


Ans der leGten Formel bat man nun 
4 


2A* = 1 - 


2l ac 


: 2 COS *a 


Hithin 2A’ — 1 = 2 cos •« — l = cos 2« = - 
woraus a gefunden ist. 

Und es ist Formel 157 B 


2Vao 


l r/.j’+2jxcoso + x> . . , 2«xs»i.a1 

8 cj» cos « L '' 


Diqilized bv Goo^lc 
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Fnr Formal 157 C gilt dia Bedingung 
5* = 4«c, 

liau hat demnach = ~ x* 

4a so ist 

und 


Setit man 
V- 


I ' ^ 




8x 

(1 + «jV/ 


)- f — - _L /s Nun ist y = jlrc tj * l/-- 


Ö<? = 8 ^rc », X \/~ = y ^ 


br 


^ , 2a 1+tjV 
‘ +2a-^ 

woraus 9x = j/y (1 + tj V)ö> 7 - 

nnd , = -L [/?; = 1/1 - = l/l /«. V ÖT 

also y=l|/l [9 + sin (p COS <p] 

= vki "• = viTi [“P + 


_ 1 _ 

\2ah 


y2ab 


Are 


,/4 4/^ ■ 






'+2«**- 


2a ■*■ 2a + 6x> 


wie Formel 157 0 angegeben. so hat man nach Formel 108, 109 und 

Diese letzte Formel lindst man auch 110 die rerlangten 3 I unmittelbar, 
aus Formel 137 , wenn man dort für a Formel 159 ARO 
den Werth 2a, für 5 = 0 und den Werth fÖ,™«. 157 a . 

5 für c seUt. Dann ist ’'** ^ *“‘- 

^4af x_ r 8x 1 

^ 4a L20 + 5x* , / 2a 4- 5x* J 
Das letzte 1. wird durch Formel 96 ge- 
löst bei derselben Bachstabenänderung 
^ ‘ ■ 


1 5’^öc [•»’ + »* *’ + P’J 


und ist = Are lg 
V2o5 

Formel 158, A, B, C. 
Schreibt man 


2a 


Mithin nach Formel 62 

/ ' X* 

— , i = X — p Are tg — 

*3 4. o» ^ n 


a + 6x* + c (x*)® 


’+p 

folglich Formel 159 A 


' 1'5* — 4ac 


p Are tg q Are 


■>f] 


Für Formel 159 B hat man wie für Formel 157 B 


>8x 

»* + *’ 


1 r . r x»8x /■ x’8 

*'“4cAj*| j*-l-25jx-t-x> ^ J g*—ükg. 

+ f.. 

J 5*+ 2ÄJX + X* J 9^- 


X* Öx 




Bildet man 2 Summen, addiit nämlich das erste mit dem dritten und das 
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iweite mit dem Tierten Integral, so er- nnd die Klammem aufgelöst und redn- 
nait man die Klammergrorse cirt 

rx^ih^ r x»-2ögx» A* X 8x A’ * 

y ,»-(-2A,x-fx*° y,‘-2A,x-(-x»»-" .! ~N--J 


Setzt man nun j’ + 2*sx x> = « 
9>-2*jx-(-x>=iV 
so ist der Zähler des 1. I = x(|f — j>) 
der Zähler des 2. I = x (iV — g*) 
und die Klammergröfse 


hiernach 


Die Klammergröfse ist also entg 
gesetzt übereinstimmend mit den 6„.ucn 
A (W - 0») A f,V - a*\ letzten Uliedem in Gleichung 3 der Ent- 

= / ■ „ "^ 9x- / Wickelung für Formel 1&7, B und beträgt 

./ * .'fl Gl. 8 - Gl. 7 = - Gl. 9 


IV n_*s » s»_x» 

Demnach ist Formel 159 B 



• -b 2j Ax -b X* j, i^A» ‘ 

worin h = co$ a ist. 

Formel 169, C gilt für i’ = 4oc. Die Form ron y ändert sich in 
x’ 8x 4a /'(2a -b 4x* — 2a) 8x 


, _ 1 r i- 9*-2g*x-bx » , 2A 2jxbl- 

- 8^Ä^ [ '* 3>X inK. 4- . 1 + .-7=-T. ^<^‘S 


Zyxbl -A»1 

j> _ x> J 


_4a r 8o» r_ 

Ay äo+Ax’ * y (s 


ßl 

(2a -b Ax»)» 4 y (2a -b Äx*)> 


(2« + hx*^ 


Daa He I wird durch Formel 96, das 
2le I durch Formel 157, C gelöst. 

Formel 160. mithin 

Seist man a + 6x* + cx* = a 


.r* 8x = 


hi-2bx 

4c 


so ist 

Mithin hat man den Zähler 


2Äx + 4cx* = ^ 
ox 


1 _ A /* ^ 

^ 4cy , 2cJ ~ 


— ^ + äx* + • 

Formel 161. 


i- /iL® 

2c / a 


9x 


Man hat y = i- /'f-i 8, 

O y L J + CX*J 

^ J ^ ®,/« + bx'* + cx^ a J a + 4 x* -f cx^ 


fa + tx*+ex* « [ 40 '"^“ + *** + '-^ ycTirrA^ + ciA] 


= -^-/»x--^ , 

a 4- 5x* 4* cx^ 

also = *S->- 

4fi a 4" äx* 4* 2«y a 4- öx* 4" cx* 

Irr.'itionale Functionen. 


8x 

a 4* äx* 4* cx* 


Formel 39 No. 37 verfthrt. Alsdann ist 

.w- ~ o 

6. Integral, B, No. 34. * = 

XXXII., Formel 206 wird entwickelt, iLr-„ i,-* 
wenn man a-b6x = . setzt und wie täi demnach 


XXVII. bis XXXI. Formel 162 bis 206 s-a 1 

* = -j-, Sx = — f)i nnd 8s = A 8x 


Integralformeln. 
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= S‘ + 

- T ■•o’" -*y ' Di i a"”] 8»] 

für > den Werth a + kx, für 0» den Werth 4 9x gesetzt, entsteht 

/ 1 \iB-H r /* f — +m-i 1 

= + 4 • 9x — m,o^/ (o + 4x)t* 4 9* + J 


Formel 207, dasselbe I, wird wie No. 37, mein 206 und 207 ist als Keispiel For- 
Formel 40 aus der allRemeinen Reduc- mel 217 :/xM V+T^ 9x zuerst nach For- 
tionefonnel entwickelt. mel 206 inteffrirtt 

Znr Prüfnng des Gebrauchs beider For- 

= L/I® + 4x)^ 4 ■ 9x — + 4x)^ 4 • 9x + 0 * J{a + 4x)^ 4 . 9x] 

= + |o(«+ia-)^ + §o*(« + 4.r)^] 

= ^ [o I -«''(<• + **) + 35a’] 

= ^^^j^(8a’-12a4x+154« x’) 

Dieselbe nach Formel 207 inte^rt: 

/»* t/«+ bx 9x = x* 

fO fft 

“ ^ ' Ä * ^‘* + **^^ + 3V 5^-^“ + ®* 




Rierans, die Werthe rechts zusammengefafst ist: 

— — — 2 Z 8 Z 16 j 

/x* l'a -(- 4x 9x= x’ (a + kxy - x (o + 4x)’ + (a + 4x)» 

2 fa 4- 4x1^ 

= -5^^[354> X* -284x(a + 4x) + 8(a+ 4x)’J 

welches redncirt dieselbe Formel gibt. weniger Aufmerksamkeit erfordert als 
Aus dieser Berechnung ist zu ersehen, kormel 207. 
dafs Formel 206 die bequemere ist und Formel 2Q8 und 209 sind nach Formel 206 

/x (a ± 4x)^ 9x = i [/(a * 4x)^ (* 6) 9x — 1 • a ß,a ± 4x)^ (* 4) 9x] 

= ^ [| (« =*= 4x)*— I a (a ± 4x)^] 

= [3 (a ± 4x) - 5a] (a ± 4x)^ 


Digitized by Google ' 
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J\. 


Formel 210 and 211 nach Formel 206 

^ = ^ = ^7 lyt« ± (± Ä) 8x - aj{a ± * (± h) 8x] 

2 I 

= g^t (=*= — 2<|) (« ± Äx)* 


Formel 212 und 213 


’l^-8x kann weder durch For- ” = 

'T formen: Es ist 


f 

/^-i:i*=9x=a /l-|S==*ä /I 

t/ ^ ^ X ya ± 6x ^ X ya ± ^a* ^ y 


mel 206 noch durch 207 gelöst werden, 


9x 


ya^ bx 


Das 2te I ist aus Formel 196 und 197 
zu entnehmen. 

Setzt man nun um das erste I aufzu- 
lösen \a ^ bx = i 

Dann ist «±Ax = s* folglich 

p hx 1 p 2i- h i r2hi 

«y X \'a ± &x ^ ^ i* — a ^ ^ J b* — a 


und nach Formel 51 


= 2~/» 


b 

i~ y'a _ 1 


= • ln 


»* -f a — 2s y'a 


2ya s -|- V'a |/a 


»»_ 


also 


“f 

•J X 


hx 2a^ hx ~ 2ya\'a ■±- hx 

z = yaln ’ 


xy'a^bx 


db X 


X — ■ 


s* — a 

sb b 


9x = ±^ö, 


y l « * Öx ^2a hx :fz2yaya ^ hx ^ ^ , 

9x = l'a ln 1 ± 2 l/a ± öx 

X ± X ' 


(A) 

(B) 


Formel 214 und 215 sind übereinstim- einer etwas von der vorstehenden Ent- 
mend mit der eben entwickelten Formel Wickelung abweichenden Form aufgeführt 
v4, wenn man sie mit a dividirt. nämlich ’ 

Die Formel 214 wird auch in Folge 


y '» 9x 

x|/« + 


-j- hx 


1 2a-y bx -\-2 ya \/a -f hx 
\'a " X 


(C) 


Um zu ersehen, dafs beide Formeln, 
diese und No. 214 richtig sind, ist blofs 
erforderlich zu finden , dafs deren' Diffe- 
renz eine Constante ist. 

Es ist Formel C zu schreiben 

■f ln ^ — -f /» X 

2 a + 5x -f- 2 |/a -1- hx 

hierzu Formel 214 


ln (2a -y bx — 2y'a \/a hx) — ln x 

wenn in beiden die Constante fort- 
gelassen wird. 

Setzt man nun der leichteren Ueber- 
sicht wegen, wie bei der Entwickelung, 
a + 6x = s* so hat man beide Wertho 


ln 


s*-f a-f2-sV'<* 
ln (s* -b a — 2s y'a) 


- -f- /« X = /n 


(.+t;)5+'"* 

ln X = ln (i — ya)* — Inx 


oder 3 Ih 
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»+J'a 
2 ln(f — y'a) — Iht 
nnd deren Diffeteni 

2 Ih — ^ 2 J« (t — I a) + 2 /* ar 

»+»'o 


+ /»(* + l'a) — ln(i + }'a) xugefügt und 
reducirt gibt 


x + t a 


• o) + /« * 


Nun ist In “ = fa 1 = 0; Es ist mit- 
s + M 


• -rr •• » I » — 

den constantep Factor 2 fortgelassen und bin die Differenz beider I 


= - /n (s* ~ a) + /n X = — /n Ax + />• X = fn ~ 

b 


XXXIII. 

Formel 219 ist die in No. 59 pag. 318 
entwickelte Formel, aus welcher die 3 
Formeln 67, 68, 69 als geschlossene I 
hergeleitet sind. 

Formel 220 ist aus No. 60, pag. 319, 
unmittelbar zn entnehmen; aus derselben 
sind die Formeln 70 nnd 71 als geschlos- 
sene I entwickelt. 

Formel 221 A und B, s. die Ent- 


wickelungen No. 51 nnd 52, pag. 3U zu 
Formel 51 nnd 52. 

Formel 222 A nnd B, s. die Ent- 
wickelungen No. 54 und 55, pag. 315 und 
316 zu den Formeln 54 nnd 55. 

Formel 223. Setze a-HAx* = z* 
so ist 2bx = 2s Oz 

also Ox = -A Os 

ix 


folglich fx \/a -(- ijt* Ox =/rs * ^ 9*= ~ ^ 


Formel 224 wird wie 223 entwickelt. 

Formel 225 ist No. 50 auf zwei ver- 
schiedene Weisen zu Formel 50 ent- 
wickelt. 

Formel 226 wird auf dieselbe Weise 
behandelt, 

XXXIV. 

Formel 227 ist in No. 58, pag. 318 
mit noch zwei ähnlichen Formeln, näm- 


lich in den Formeln 60, 61 und 62 ent- 
wickelt. 

F ormel 228, A nnd B sind in No. 58 
zn Formel 63 and 64 entwickelt 

Formel 229, s. No. 58, pag. 318, For- 
mel 65. 

Formel 230 wählt man die Bezeich- 
nung wie für Entwickelung der Formeln 
105 bis 107, also 


a + ix + c*s “ ® ~ ^ x) = ' ~ 


wo also 


k'=^- — 
4c c 


und also Ss = 9x 
2c 


iat /Z__fL§£__ - ’ 9s 

*/ V^a -l-Ax-i- cx’ yci* — cÄ’ t/pcs’ — cä’ 


VX + Ax-i-cx’ 
also nach Formel 225 and 227 A: 


~ C 

I cs’ — ck* 


~ T * ^ - c*> -I- S I'c) 

= -1 l'a-l-Ax-i-c*’- j^|'o + Ax-t- cx'^-h(* 


Formel 231. 
Ox 


s. 


X 6x+cx* 


Es ist 

a -f ix -f rx ■ = c + — X + X * j 


Digilized by Googl 
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Dia Klammergrölse = 0 gesetit entstehen die Wnneln 

k ,/ 6 > 7 

^ 

r fc + 1'6* — 4ocir 6 — y6* — 4«c| 

und es ist o + e-r + «■«■ =« *' H 1 1 2f I 


i4l'i‘ 

-4flc , 

2c 

i-V'W 

-4aCd 

2c 


gibt a 

■f 6x + 

SeUt 

man d 


durch p 

durch q ansgedrückt, 


• . 1 ■^ + P 

( 2 ) so ist s’=j:jr, 


(3) 


hieraus 


) (x + p)(x + q) = U + q) t 


*• + 1 

(4) „ 2 (p - y) s Os 



(5) also nach 4 und 5 

2 (p — y) s 8s 


(l) 

( 6 ) 

(7) 


/ » 8* _ ^ 8x _ ^ p (tS - 1 )» 

X , ^&x+cx* - ./ X , c (X + y) s - “ YcJ ^ 

__2_ r (p - y) 8s 

t C J (s’ - 1) (x + y) (p - ys>) 


,P-?s* 


Es ist aber x 4 y = V 
Diesen Werth ins I gesetst gibt 

/ • 8 ' _ r 

x|'fl+ti4-cx»~ V'yp-»s>~ 9y^Jp__^, 


Nun ist aber nach Formel 6 s’ 


■ ^L±JP-P±- 


_Erl_ 


also sS < — und — 
2 P 


8s 


x4-y y + x y y(x + y) 


V 


eine positiTe Gröfse. Demnach hat man nach Formel 52 


/ * 8x _ 1 jn 2 ^ * 1 VP - s 1-2 _ > P + 2 S* + 2s V'py 

p.-,^~2\/l 

a f a r a ^9 f 9 


f + ^‘7T1^ x4y ' M 


1-2 


»+p 

*4-2 


= — i-1« 

1 , 2py 4 X (p4 y ) 4 2 t^(x4 p) (x 4- 2) Vpi 

‘-(P-2) 

1 . 2a 4 ix 4 2 V« l'« 4 4x 4 cx’ 

_ ■ 

2 ]/f- * V'®* - 

’ 2 

Dieser Ausdruck mit r- multiplicirt gibt, wenn man im Nenner des Lo- 

yt e 

garithmus die Constante l i* — 4oc fortläXst: 

/* 8' _ ' j 2 a 4 ix 42 VaV'a 4 t* 4 cx» 

J X y'a 4 ix 4 ex’ ^ “ * 
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Setze wie für Formel 230: x = e — — so ist 

2c 

a + 4x + ex’ 8x = + cs’ 8s 

mithin nach Formet 219, s durch x ansgedrnckt, entsteht Formel 232. 
Formel 233. Es ist 

i 1(4 + 2cx) — i] t'a + 6x + cx’ * 

» = X l'o + 6x + cx’ = — - — — ' 

2c 

folglich 

/» = “ + 4x + cx* (4 + 2cx) 8x - Ygf' 1 n + 4x + cx’) 8x] 

woraus Formel 233 unmittelbar herrorgeht. 

Formel 234. Es ist 

f ^ + 0, = a + h 

t/ * ./ * l a + 6x -f cx* •/ xJ'rt + Ax+cx* •/ V 


öx 


a 4- Äx + CX* 


hc /: 

»/ 1 'a + 4x + < 


Das ente I löst Formel 231 und ist Formel 24i. SeUe e' = s, so ist 
das 2te Glied Ton Formel 234; das 3te ^ 

1 durch Formel 230 gelöst und mit dem x = lns, also 8x = — 

2ten I Tereinigt gibt das Ite + dem drit- ’ 

ten Gliede von Formel 234. ■ _ 1 

Transcendente Functionen. ,/ e^~ s’ ~ s J* 

Exponential Functionen. 

XXXV. Die Formeln 235 bis 244 sind a, 

aus dem Vortrag: .Integral“ etc. No. 67 0j = _ — 
und68 pag.322 unmittelbar zu entnehmen. tlna 


Formel 246. Setze a*" x 5 so ist 


und /'Öf=-L = — L = •_ 

J a' '»»y *’ »'»« x'/ao 

Formel 247. Die Bezeichnung wie vorhin ist 

^ =/(,, .)■ 8. 

= {ln s)"/*-’ 9» -f -/s-^Ss) 8s 

(/«s)” /“ (ins)"- * 8. x" /•x’-' 

Formel 248 aus Formel 247; n= I gesetzt. 

Formel 249 desgl. n = 2 gesetzt, nämlich 

=yy» s)’ S-* 8. = - + 2 //« s . 8s 


r- 


//ns's *85 = — +/s *8s = — 

daher /" j*;9a- _ (tws)» 21m 2 _ x»+ 2 j 

*' y " s 5 s “ 

Formel 250.. 


2x + 2 
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= 9» = - + 3y(M »)• »-* 9» 


(/n»)> 3(fn»)‘ 


+ 6/M * • » * Ö» 


dann ist 


(/« s)> 3 (Iw s)* 

6 ln s 

% % 

s 

Setse hier = • ; 

und 1 

1 = /n 9 also X — 

/fl a 

folglich 


9*=-®‘- 

* tn a 




Logarithmiscbe Functionen. Ans dieser Formel kann keine Func- 
Die Formeln XXXVI. sind in No. 72, integrirt weiden, deren Nenner ln x • 
pag. 324 entwickelt. '*t> denn m ist = 1 und die Nenner m—l 

Die Formeln XXXVII. bis XXXX sind , ....... 

in No. 71 und 73 pag. 324 entwickelt. „ * “"“®‘ ,'** übereinstimmend nut 

Ti-wvi V . . -u ... Formel 84, No. 74, pag. 325. 

J *60 “beremstim- Formel 262. ifau setst wie No. 74 

mend mit Formel B, No. 75, pag. 325. /» x = s, dann erhält man 

J'xtix _y e^.(e»9s) =f— 

Folglich in No. G9, Formel 79, für a den Werth geseUt, gibt 

2« 3« 4 ... mm 




2-2 ' 2-3'3 

= /« a + 2» + *’ + ks* + — 

3 • 4 .. . m 

Für i seinen Werth Inx geseUt gibt Formel 262. 
Formel 263. Hier wird ~ 


= /»»+» In e* + s* {fn e*)* + 

= In s + 3s + f »> + ks* + + 


2 • 4 • 5 .... m 


. Formel 264. Hier ist J' 8, mithin 

^ ^ 2.2 ‘ ^ 2-3.3 ^ ^2.3....« 


XXXXII. Formel 265. 
Eaist 

J V" xY J »• 

also nach Formel 241 


=“T+yT 

also nach Formel 243 


9s 


J {i* - 


y7x)“» -~T + "” +‘ + 272 + - •• -+2.3.4.... 
Formel 266 und 267 verden nach Formel 266 entwickelt. 
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Formel 26S. 


fx" t)x _ a 

J (lnx)i s* 

Sach Formel 242 

“ i l ./ 1 




XXXXIII. Formel 269 bis 876 ge- 
ben unmittelbar ans No. 7G bis S2 mt 
Formel 86 bis 93 hervor. 

XXXXIV. bis HV\ die allgemeinen 
Formeln sind entwickelt No. 84 bis 95 
mit den Formeln 95 bis 106. 

LV. Formel 363 wird entwickelt aus 
LVII. Formel 373, weenn man « = 1 und 

■ + (n -M) / Os « = « seUt. 

* ^ » L\l. Formel 368 desgleichen aus 

Da^s letzte Integral nach No. 69, For- LVUI. Formel 377 mit derselben Äen- 
mel 70. derung. 

Trigonometrische Functionen. LVfl. Formel 373. 

Es ist /x’**m”*x9x=/r''-‘im'"“tx.0(/r«nx0x) 

= /x**~* lii»”“* ß (— X CO* X 4- *) 

= X**“' fin ”“*x (" X CO* X 4- *in x) — /O (x”“"* *m ”'~*x) (— x cos x 4- *<»• 0* 

= — x" ro* X »in "“*x 4- x"“* sin ”'x ' 

— — 1) x**“^ »in ”*“*x cos x (— x ro* x 4- sin Ox 
i "" 1) x"~* »in ”*”'x (— X CO» X + »in x) Ox 

= — x" cos X »in ”*“'x 4- x"”* »in^'x 
4- (m — l)/r” sin '”“*x cos >x Ox — (m — l)/x'*“* »in *x cos x Ox 
4- (rt — *in X cos x Ox — (n — l)/x"”'® »in '”x Ox 

=1 — x" cos X »in "*“*x -f x”~* »in '"x 4" (« "” **" *”“*■** <*e* ^ Ox 

— (n — l)/-r**”“ *i« ”*iT Ox + (m — l)/x" »in x Ox — (m — l)/x" »in '"x Ox 
Mithin das letzte 1 auf die linke Seite gebracht 
m fx'‘ »in ”^x Ox = — x” ro» x »in 4* 

+ (n — »in cos x Ox — (n — l)/x'*~'^ x »in '"x Ox 

4 (n* — U/x** »in “'x Ox 
Nun ist das erste 1 rechts 

(n — m) /x"* ' »in cos x Ox = — ^ /x"“* 0 »in "*x 

= öx"~' 

m m 

= x'-’ .in »-X - /x»-ä .in öx 

m m 

Diesen Werth statt des ersten I eingesetzt und reducirt gibt 
m /x" sin ”'x Ox = - x" cos x • »in "*~*x + — x""' »in "x 4- («i — l)/x" »in ” x Ox 

m '' 

Mit m dividirt ergibt Formel 373. 

LVIII. Formel 377 wird auf demselben Wege wie Formel 373 entwickelt. 
1.IX. Formel 381 A und B. 

^ .. . _ — M _ — fn— l 


Es 


/ ' 9x 

= /.in ~"x • cos ~"'x Ox =/.in "x ro. x ■ co. öx 

.in"x. CO. "’x 
1 


: d — CO. 

-n+ 1 

1 


m. 


r^4-I /"• ö («i« " "-^'x) 

"•-'x .in -"+'x -/.in -”+‘x 8 (co.-'"-'x) 

co.-"-’8x 
24 


.-"+'x-—~ /.in 
-n+1 •' 


t 
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alao Formel 381 A. 

-1 1 m+ 1 r 8 

» »-ly««"-'*. 

Formel 381 B. 

E* üt f- =fnn ~ "~*x ■ eo< ~"'x • ria x 8x 

J t<M "* • ce» ”x 


t<M X • ce« X 
1 . . 




= iw-*-'x . CM -”+'x /cm -”•+» 8 (>in ’x) 

«■ - 1 m — 1 

= — - — »«»“"—'x • coi “*"*■' X + — ~ 8x 
m — 1 »1—1 


j L +i±i r 

1—1 ti» •+* X • CM ‘x *• — ly fi»' 


Iltegralglelchaag Ut eine Oleichuog, 
die durch die Integrirung einer Differeo- 
xialgleichnng entsteht. 

Die in diesen Artikel gehörende Anl- 
gabe ist allgemein: Eine gegebene Diffe- 
renzialgleichung zu integnren; oder was 
dasselbe ist: ans einer gegebenen Diffe- 
renzialgleichung die derselben zugehörige 
Stamnunnction zu finden. 

Ans der Gleichung 
y’ = 2ax -)- X* 


ersten Grade, wenn 8x und 8y nur 
im ersten Grade rorkommen; sie ist vom 
«ten Grade, wenn (8x)" und (8y)" 
darin enthalten sind 
Eine Differenzialgleichung ist von der 
ersten Ordnung wenn nur erste Dif- 
ferenziale Vorkommen, von der »ten 
8*» 

Ordnung wenn — - darin Torkommt. 
8x» 

«xy 8y -|- *x 8x -1- cx 8y = 0 


geht die Differenzialgleichung hervor 
y 6y = (a -(- x) ox 

Diese Gleichung wiederum integrirt 
iy> = ox d- Ix* 
oder y* = 2ox -)- x* 

So einfach wie diese Gleichung ist jede 
andere Differenzialgleichung zu integnren, 
in welcher jede einzelne der beiden Func- 
tionen blols mit ihrer Urveränderlichen 
und mit Constanten verbunden ist; vor- 
ausgesetzt, dafs jede Function selbst in- 
tegrabel ist. Man sagt von solcher Glei- 
chung: die veränderlichen Gröfsen 
in derselben seien gesondert. 

(px • fx • 8x -)- Fy • 8y = 0 
ist eine Differenzialgleichung mit geson- 
derten Veränderlichen. 

f (».»)» + f'(»)» = 0 
ist eine Differenzialgleichung mit nnge- 
sonderten Veränderlichen, und es ist be- 
hufs der Auffindung der ihr zugehörigen 
Integralgleichung die erste Aufgabe, dafs 
die Veränderlichen gesondert werden. 

Differenzialgleichungen , in welchen die 
höchsten Potenzen beider Veränderlichen 
gleiche Exponenten haben heifsen gleich- 
artig, sonst ungleichartig. 

Eine Dififennzialgleichung ist vom 


ist eine Differenzialgleichung von der 
ersten Ordnung und dem ersten Grade. 
y> (8y)* -I- 2xy 8y • 8x -f (x* - y*) (8x)* = 0 

ist in Bezog auf ^ eine Gleichung vom 

zweiten Grade und von der ersten Ord- 
nung 

-f" (o®* -f- iy*) Ox* 

8’y 

ist wegen eine Gleichung der zweiten 

Ordnung und vom ersten Grade, da das 
höchste Differenzial vom ersten Grade ist. 

2. Eine gleichartige Differenzialglei- 
chung mit nogesonderten Veränderli^en 
läist ffir die Sonderung derselben ein ein- 
faches Verfahren zu. 

Sind (p (x,y) und f (x,y) von der Form, 
dafs jede in 2 Factoren zu zerlegen ist, 
von welchen der eine Factor eine Func- 
tion von X, der andere eine Function von 
ist, so geschieht deren Sonderung durch 
ivision. 

Als (p (x,y)8x = f(x,y)8y (1) 

und 95 (x,y) = A' X F; f (x,y) = A' X F' 
wo X, X’ Functionen von x, F, F' Func- 
tionen von y sind; dann ^t man aoa 
AxF8x = A’xF’x8y 
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(2) 

womit die Sonderung geschehen ist. 

3. Es seien in der obigen Gleichung 
Q i f (».Jf) keine solche Producte, so 

80tZ6 Jf s WX 

und ij^=Fu 

Dann ist öy = w • öx + x . öii 
und aus Ql. 1 zugleich 

f (aj) 

Mithin aus « Ox + 8« = F« • 8x 
(Fu — m) 8x = X 9 m 
und 

* F« — M 

Diese Gleichung integrirt gibt die In- 
tegralgleichung 


1. Beispiel. Gegeben die Dilfeten- 
zialgleichnng: 

(ox -f- iy) 8x =(i4x + By) 8y 
für y = MX 


ist Fu = 


Fm — M = 
9x 


. ^ + iy 

ox -f oy M * 

a + (i-A )M- Bm» 
A -b Bu 

(.A + Bm) 8m 


_ o + 4 m 
' il + BM 


a->r{b — A)u — Bm> 

=J'~^ + 


,MX= 


: + ^ 


und /na ~ - — 

J a + (Ä — i4) w — ÄH* 

Mnltiplicirt man das I und dessen Nen- 
ner mit J so ist das Differenzial des Nen- 
ners = IA9m -|il8M- Bm 8m 
Um den Zähler zum Theil in dieser 
Form zu erhalten, schreibt man denselben 


- [I49m - J Om - Bm 8m] - b J4 8 m - f- 1 i4 8 m 

Han bat demnach 

8x ^-8[.-b(4-^)]M- BM» 8„ 


folglich 


* * I C« + (A - M - Bu*i -b (4 - .,1) M -'Bm* 


y’^=f«x = -bfa| [a-b(4 -^)M-Bu>]-bH4 + /l) - 


Dm 


A)u ~ Bu* 

zu®“n\Sn! oder wenn man C für s^ schreibt 

8. Beispiel. Gegeben die Diffeten- ^ 

zialgleichnng S-cs _ -j — 

4y 8x -b c Oy = 0 * 

Hieraus hat man ^ = --iox » *“ Diffeten- 

^ 4 zialgleichnng gesetzt ergibt C = — — 

also integrirt lny = -— ^ . * 

. o 3. Beispiel. Gegeben die Differen- 

— — j zialgleichnng 

und y = s ‘‘ -b Coustante (C) o + Ay 8x -b c 8y = 0* 

Für diese Form von y ist die Con- l'“ <l>e Constante fortinschaffen setze 
stante als Summand unmöglich ; denn S= * + P< >o hat man 
um in diesem allgemeinen Fall die Con- o + A» Ox -b 4p + c 8z = 0 
stante zu bestimmen hat man für die „ « 

gegebene Gleichung Sot»* mon m,n — « _i « 

a(« -ic) + ce =0 4s8x-bc8s = 0 


Setzt man nun a-bip = 0, also p = -~ 
so hat man die Gleichung 


?i = -5-8x 

8 C 


woraus C = + i)« 'alsokeine 

Coustante. und integrirt 

Die Constante iat hier dem Exponent /«i — — ^ *._Lr — / ^ 

uufügen und man hat ^ + C = x + Cj /im 


anzufugen und man hat 

» = « = s^ • s 


und s = — s 


-x-i-r 


= - Cs 

94* 
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sn 


alio nach Beispiel 2; 

t 

Mithin TollsUndig 

4. Gegeben die Differenzialgleichung 
(jP* + iy 8x + e 9p = 0 

Setze y = «^-r (•) 

so ist 9jr = tifx + fx-öa 
nnd die Gleichung wird ohne y zu ent- 
halten 

<fx + imfx + curx + cfx • 9« = 0 (9) 

Es soll nun fx in der Weise bestimmt 
sein, dafs 

eu r* + ifx = 0 (3) 

Dann ist, diese Werthe in die Glei- 
chung gesetzt und mit fx diridirt 
4w c 9u = 0 

9a * « 
woraus — = — öx 

“"d y*^ = '"« = (- 7 

und a = e ' 

Nun ist 


r-- If=-± 


,xe‘ 


also 


mithin 


.=--iy;x. 


9x 

b 


y = ufx.= ~g--/ifxe' 9x 


Die Constante fällt hier fort. 

&. Beispiel. Gegeben die Differen- 
zialgleichung 

-x«-l-»-t-9y = 0 

Bier ist im Vergleich mit der Glei- 
chung No. 4 

— x’ = qrx; i = l; c=l; 


^* = 7 = 1 '« ' 

daher y = — e~^— x*) e'^9x = e~~^fx* e“* 9x 
z= e“'-e*.(x>-2x + 2)=x*-2x-|-2 
Ueber die Integration der Differenzial- 
gleichungen lassen sich keine allgemein 
anzuwendende Regeln geben. 

iBteniiUt ist in der Aerodynamik 


gleichbedeutend mit (mechanischem) Mo- 
ment in der Geomechanik und Hydro- 
mechanik. I ist das Product aus der 
Masse mit der Geschwindigkeit bei der 
Bewegung Inflfortuiger Körper. 

Interpoliren, .«. „Einschalten“. 

Inyene, s. v. w. .indirect*. 

iBTOlote wurde früher auch für EtoI- 
Tente gesagt. 

InVOlatlOB früh^ gebrauchter Ausdruck 
für Potenzirnng. 

Irdische Refraction, terrestrische 
B.; irdische, terrestrische Strah- 
lenbrechung hat denselben Grund wie 
die schon hier abgehandelte astronomische 
R, nämlich in der Brechung des Licht- 
strahls, wenn er aus einer dünneren Luft- 
schicht in eine dichtere tritt, wodurch 
der Lichtpunkt höher zu stehen scheint 
als er in Wirklichkeit steht, indem der 
Lichtstrahl auf seinem Wege von einem 
hoch über der Erdoberfläche belogenen 
Punkt zu dem in dichterer Luft beflnd- 
lichen Auge fortdauernd nach dem Lotb 
des Auges gebrochen wird und statt in 
einer geraden Linie in einer nach der 
Erde hin concaven krummen Linie sich 
fortbewegt. 

Der Lichtstrahl, welcher von einem 
Gestirn herrührt, durchbricht sämmt- 
tiche Erdluftschichten; ein zu dem Erd- 
körper gehörender hoher Punkt liegt in- 
nermtlb des Lnftkreises, der von ihm 
ausgehende Lichtstrahl hat also Tiel we- 
niger Luftschichten zu durchbrechen, und 
deshalb ist die irdische Strahlenbrechung 
geringer als die astronomische. Dennoch 
aber macht sie Hüheumessiingen unrichtig. 

Soll z. B. um die Höhe BD zu finden 
der .Z DAS gemessen werden, so geht 
der Lichtstrahl Ton D nach A in einer 
krummen Linie DA ins Auge, auch das 
letzte Element des Weges ist noch ein 
Bogen und das Auge erblickt den wirk- 
lichen Puhkt D in der Richtung AE, 
nämlich längs der Tangente des letzten 
Currenelements. Es wird der ^EAB 
gemessen und die Brechung ergibt die 
Höhe um die Länge DE zu hoch. 

Die Gröfsen der astronomischen R in 
Winkeln wie /_EAD ausgedrückt, sind 
Versuchen zufolge nach La Place Bd. I., 
pag. 156 angegeben. Ueber die irdische 
K sind die Angaben abweichend. 

Allgemein wird angenommen, dafs die 
von dem Lichtstrahl beschriebene Gurre 
ein Kreisbogen ist. Ist nun Aff ein Bo- 
gen der Erdoberfläche, C der Erdmittel- 
punkt, so wird der Halbmesser des Bo- 
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gens .40 im Verbältnin« zum Erdbalb- 
mcaser AC angegeben. Sind All, DJ 
Ricbtnngen der Radien von AD, G ibr 
Dunbscbiiitt.ipunkt, ao sind Reobaebtnn- 
gen und Versneben infolge 
nach Bouguer AG = SAC 

narb Tbobias Majer A0 = 6AC 
nach Lambert A0 = 1 AC 

Diese letite Bestimmung «ird nun, 
nnd besonders ron den preufsiseben Feld- 
messern als Norm genommen, nämlich 
dafs der Refractionswinkel (der Centri- 
winkel des Lichtstrahlbogens AOD) f des 
Erdcentriwinkels (i4CF) Betrage. 

Hierbei ist lu bemerken, dafs bei grü- 
fseren Distanzen AF (bei kleineren ist die 
Refraction anfser Acht zu lassen) der Bo- 
gen AD = dem Bogen AF angenommen 
«ird, und es kann dies auch, ohne dafs 
man einen bemerkbaren Fehler begeht 
geschehen. Denn in dem Art. .Hori- 
zont* ist naebgewiesen worden, dafs bei 
einer Länge AF — 16000 FuEs der Bogen 
AF mit der Tangente AB einerlei Länge 
hat. Hierbei ist ^ ACF = 2” 50', mithin 
Z AGD = 244 Secunden. Nun ist AE 
Tangente, mithin nach geometrischen 
Lehren Z. DAE= j Z.AOD = 121 Seenn- 
den. Bei einer Strecke AF von 8000 
Fnfs würde z DAE nur 6,>i Seennden 
betragen. 

AB ist Tangente, daher z BAF= iACF, 
mithin z DÄE = 4 BAF. Es ist dieses 
Verhältnifs beider Winkel das besonders 
bei den preufsischen Feldmessern be- 
kannte nnd gebräuchliche Ein Sieben- 
tel und heilst: Der dem gemessenen 


Höhenwinkel noch insnfügende 
Refractionswinkel beträgt ein Sie- 
bentel des Abweichnngawinkels 
zwischen der wahren nnd schein- 
baren Horizontalen. 

Irrational heifst eine Zahl, wenn sie 
weder Ton der Zahl Eins noch Ton einem 
ganzen Theil der Zahl Eins ein ganzes 
Vielfaches ist. Z. B. V'3; f«? »et 3; tt. 
Eine Zahl, die Irrational ist, oeibt Irra- 
tionalzahl. Irrational sagt man von 
einem Verbältnilh, wenn es sich nicht 
durch ganze Zahlen ansdrücken läfst: 
}:{ ist ein rationales Verhältnifs 
weil es gleich ist U : 36, also in ganzen 
Zahlen ausgedrückt werden kann. 1:|2; 
I 2 : 1 3 sind irrationale Verhältnisse. 

I 2 : >'8 bt ein rationales Verhältniis, 
denn | 8 = 2V2 daher 1 2 : l'S = 1 ; 2. Ir- 
rationalzahlen können also in 
einem rationalen Verhältnifs ste- 
hen. 

Irrationalzahlen können auch ohne ein 
rationales Verhältnifs in haben, commen- 

I S I < s 

surabel sein als yi : 4 8 — F4 i V3 X V'4 
= li|2; die gemeinschaftliche Einheit 
beider ist V'4. 

2. Es kann von Nutzen sein, ans einer 
Gleichung irrationale Aggregate von Orö- 
fsen fortznschaffen. Fermat hat für sein 
Verfahren folgendes Beispiel gegeben 
(Elügel math. Wörterbuch II., pag. 953). 

V(o’i + 5’) + K*c-|-c^=:4 

Setze V''(4c + c*) = <1 
so ist V (a’ 4 + 4*)=4 — d 

4» = 4* - 34*d -1- 3id» - d« 
oder a’4 = - 34*d + 34d» - d» 

Um das neu eingefnhrte d anf die erste 
Potenz zu bringen mnitiplicire die Glei- 
chung links mit d*, rechts mit 4e 4- c* 
so erhält man reducirt nnd durch d dl- 
vidirt 

34>c-l-34»c»=(34»c+34c>-o>4)d-(4c+c*)d* 

Mnitiplicire wieder links mit d*, rechts 
mit 4c 4- e* so erhält man 

J _ 4 (34e 4- 3e* - a«) (4 4- e) 
34*4-44*c4-4c*4-c* 

Diesen Werth in die ans der gegebe- 
nen Gleichung abgeleitete Gleichung 
a*4 4- 4*= (4 — d)> gesetzt, gibt eine der 
gegebenen Oleichnng identische Gleichung, 
in welcher irrationale Grölsen nicht mehr 
Vorkommen. 

Die Rechnung ist weitlinüg and ge- 
währt wegen der compUcirten Endglai- 
chung, welche man erhält, keinen Nntien. 
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B«i einfachtren Oleichangan g«*cUsht 
die FortschaiTang der irrationalen Groben 
naeh der Regel der Buchstabenrechnung. 
Z. B. ya + yi + j'c = 0 
worane qnadrirt 


o + i + c + 2 y'ad + syae + 2ytc = 0 
wiederum qnadrirt, nachdem die 3 Wur- 
lelOTÖben nach recht* gebracht worden 
und redncirt 


«* + i* + c» = 2 («i + oc + ic) + 4 (| a> ic + 1 a4>e + 1 aJc*) 
= 2 (oi + ec + 4c) + 4 (V'o + ) 4 + fc) y'aie 


woraos , weil das lebte Glied als = o 
fortiällt. 

+ 4* -|- c* = 2 (a4 + uc + 4c) 

ImtiolUl bei Euklid (Buch X) heibt 
eine Linie, welche einer rationalen Linie 
incommensnrabel ist (a. die Art.: „com- 
mensnrabel, incommensurabel“). 
Nach Erklärung ü ist jede beliebige an- 
genommene Linie, mit welcher andere 
Terelichen werden sollen, rational. Jede 
andere Linie, welche mit dieser com- 
mensnrabel bt, ist ebenfalls rational, 
und die welche mit ihr incommensurabel 

irrational. Nach Erklärung 8 
heibt auch das Quadrat der angenom- 
menen Linie rational und nach Erklä- 
rong 6 soll auch diejenige Linie, welche 
der angenommenen Linie blofs in Po- 
teni commensurahel ist, rational heifsen. 

Ist demnach in Zahlen die angenom- 
mene Linie = 1, so sind auch die Linien 
3 und V3 rational, erstere weil .sie der 
angenommenen Linie 1 in L.änge und 
letitere, weil sie in Poteni, d. h. im Qua- 
drat (3) dem Quadrat 1 der Linie 1 com- 
mensurabel ist. Die Bezeichnungen für 
diese Linien s. im Art. »incommen- 
surabel“. 

Das zehnte Buch des Euklid ist das 
Capitel der Arithmetik; Von den Irra- 
tion alz a hie n, die aber dort geometrisch, 
nämlich als gerade Linien, Quadrate und 
Rectangel bildlich dargestellt sind. Die 
alten hfathematiker hatten so gut wie wir 
heut eine richtige Vorstellung von den 
Zahlengröben , allein nur sehr dürftige 
arithmetische Hnlfsmittel ; Es fehlten ihnen 
nnsere Zahlen, unser Zahlensystem, unsre 
Rechnenkunst und die Bnchstabenrech- 
nung. Daher ist denn auch alles, was 
im Alterthum in Arithmetik geschehen 
ist, nichts anders als eine synthetisch 
behandelte analytische Geometrie. Die 
Leichtmkeit, mit welcher jetzt arithme- 
tische Lehren aufgefabt werden, und wozu 
schon die Elementarschulen Torbereiten, 
macht zum Studium des lOten enklidi- 
achen Buches unlustig. Dagegen hat 
dies Bnch nicht nur den historischen 
Werth, dafs man erfihrt, welche Schwie- 
rigkeiten die Alten bei den ihnen zu Ge- 


bote gestandenen nur geringen arithme- 
tbchen Uülfsmitteln Torfanden; es bt 
auch interessant und belehrend, mit Auf- 
merksamkeit die geistreichen Gedanken- 
nnd Schlufsfolgen kennen zu lernen, mit 
welchen sie jene Schwierigkeiten über- 
wunden haben. 

Folgende Erläuterungen, oder vielmehr 
algebraische Uebersetzung der euklidi- 
schen Constructionen haben den Zweck, 
das .Studium des zehnten Buchs im 
Euklid zu erleichteru. 

Rationallinien, die einander in 
Länge, also auch in Potenz (im Quadrat) 
commen.snrabel sind, werden hier bezeich- 
net mit den groben Buchstaben A, ß, C 

...x,r,z. 

Ganze positive Zahlen mit den kleinen 
Buchstaben wi, n, p, y.... 

Der Rationallinie A ist die Linie A ) m 
in Länge incommensurabel, in Potenz 
commensurabel._ Die Linien Al» und 
Byn sind in Länge commensurabel , sie 
verhalten sich wie A : B. Die Linien 
A\'n und Bym sind in Länge incom- 
mensnrabel in Potenz commensurabel. 

Die Linie Bym ist der Linie A in Länge 
und Potenz incommensurabel. Ayn und 

4 

Byn^ sind in Länge incommensurabel, 
in Potenz commensurabel. 

Die Sätze 1 bis 20 bedürfen keiner 
Erläuterung. 

1. Die Linien .4 und Bim enthal- 
ten ein irrationales Rectangel 
ABl'm, und die Linie L, welche solches 
Rectangel potenzirt (d. h. = ABy m) 
bt ebenfalls irrational. L hat demnach 
die Form Ai'm (Satz 21). 

2. Eine Irrationallinie (L), welche ein 
aus zweien blofs in Potenz commensu- 
rabelen Linien (At’m, Byn) zusammen- 
gesetztes Rechteck (ABymn) potenzirt, 

heilst eineMediale. Es ist t=V.4B-j*»m, 
nnd folglich hat die Mediale L die Form 

A p'm (Satz 22). 

3. Jedes unter medialen nnd in 
Länge commensu rablen Linien 
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{A^m, By'm) enthaltene Reetangel 
ist medial (Sats 35). a = ABy'm 

4. Jedes nnter medialen blofs in 
Potenz commensurablen Linien 
enthaltene Rectangel ist entwe- 
der rational oder medial (Satz 26). 

R = X Ä = n i4B (rational) 

R = X ÄV'n* = AB v'i»» (irrational) 


5. Ein Mediales (Rectannl) nber- 
trifft ein Mediales nicht am ein 
Rationales (Satz 27). 

Denn R(^>‘m - R|/n) bleibt medial. 

6. Zwei mediale blofs in Potenz 
commens nrable Linien , die einRa« 
tionales enthalten zn finden (Satz 
28). 

Die Constmction arithmetisch ansge- 
drückt ergiebt die Proportion 


Ay‘m' : Bv'ii’ = yABy. y'm» : • \/ AB -ymn 


Das dritte Glied ist die mittlere Pro- 
portionale der beiden gegebenen ersten 
Glieder, das 4te Glied die 4te Propor- 
tionale der 3 ersten; die beiden letzten 
Glieder sind die zerlangten Linien. Deren 

. 7 «» 

Form ist L=AymH-, V — BV — L nnd 

V sind nnr in Potenz commensnrabel 
nnd das zwischen ihnen Enthaltene ist 
= nAB, also rational 

7. Zwei mediale blofs in Potenz 
commensn rabl e Linien, die ein 
Mediales enthalten, zn finden (Satz 
29) 

Die arithmetische Darstellnng beider 
zerlangten Linien der Constmction zn- 
folge nabe wie ad 6. Die Form ist 


L = Aymn-, L’ = By’mn* 
das Rectangel L • V ist = nABy'm 

8. Zwei rationale blofs in Potenz 
comme nsnrabele Linien an fin- 
den, von denen die gröfsere nm 
das Quadrat einer ihr in Länge 
commensnrabelen Linie über die 
kleinere potenzirt (Satz 30). 

Es sei die eine der gesuchten Ratio^ 
nalen A l'm 

Sind p’, 0 * Qnadratzahlen, p’ — keine 
Quadratzabl, so ist die 2te gosucnte Ra- 
tionale = A - • l'm. Deren Form 

ist L = A-, L’ = A'^ ^ . Beide sind 

nnr in Potenz commensnrabel und 



• .4» = /4» - i4> -1- ^ R* = il)’ 
r 'P ' 


Die gröfsere (.1) potenzirt also über die 
kleinere A um das Quadrat der 

Linie ^ A, welche mit der ersteren A 

in Länge commensniabel ist. 

9. Zwei rationale blofs in Potenz 
commensurabele Linien zu fin- 
den, Ton denen die gröfsere^ nm 
das Qnadrat einer ihr in Länge 


incommensnrablen Linie über die 
kleinere potenzirt (Satz 31). 

Ist Aym eine der gesuchten Linien, 
sind p*, y’ Quadratzablen , p*-!-?’ keine 
Quadratzabl, so ist die zweite gesuchte 

Linie A l/ J’, — V». Deren Form L = A-, 


‘■"-l/pT?' 


Beide sind nur in Po- 
tenz commensnrabel nnd 


A' - 


_P*— 
p’ + 9’ 




P’+?* 


*)■ 


L = A nnd die Linie A 




sind 


wie Terlangt in Länge incommensurabel. 

10. Zwei mediale, blofs in Po- 
tenz commensurabele Linien zu 


finden, die ein Rationales ent- 
halten nnd Ton denen die gröfsere 
nm das Quadrat einer ihr in Länge 
commensurabelen Linie über die 
kleinere potenzirt (Satz 33). 
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Man nimmt nach No. 8 (Satz 30) die ^ ^ 

beiden Linien J und so iet g«^suchte i.t 

,. . , , » . . ^ dritte Proportionale zwischen der eben 

die erste der gesuchten Linien die mitt- gefundenen ersten Linie und der zweiten 
lere Proportionale von diesen beiden angenommenen Linie = 



Also die Form der gesuchten Linien 
Beide sind in Potenz commensiirabel, nämlich 

■ A> • P‘~ = i.tLri\ 
f p' ' r' p- />• 

Beide enthalten ein Rationales, nämlich 



Die erste Linie L potenairt also über 
die zweite V um das Quadrat der Linie 

q _ l — o* 

~ Ay - — welche mit L in Länge 
commensurabel ist und sich zu ihr ver- 
hält wie : 1 . 

P 

11 . ZweiLinien wie ad 10 zu fin- 


den, von denen die erölsere um 
das Quadrat einer ihr in Länge 
incommensurahelen Linie über 
die kleinere potonzirt (iVnmerk. zu 
Satz 32). 

Man nimmt nach So. 9 (.Satz 31) die 
beiden Linien yl| m und .il'm 


l/— 

t P* + 9’ 


*/ J ^ 

. Dann ist L = AV - 5 ^ — in der Form L = A im 

r p’ + 9 

i’= y in der Form = 


4* I = 1 1 m 
Ly.L'=mA‘‘ 

_ i* - i,» = {A |‘m)* . (l-r^)’ 

Die Potenzimng geschieht also um eine 
der L in Länge incommen.surabele Linie. 

12 . Zwei medialeblofs in Potenz 
commensnrabele Linien zn finden, 
dieeinMedialesentbaltenundvon 
denen die gröfsere um das Qua- 
drat einer ihr in Länge commen- 
snrabelen Linie über die kleinere 
potenzirt (Sat* 33). 

Nimm 2 Linien nach No. 8 (Satz 30) 

l = A und P.-^>4|/ P eine dritte /*' 


= B\'m. Dann ist die eine der verlang- 
ten Linien L die mittlere Proportionale 

zwischen / und I", also L = 1 AB -j m. 
Das Product von L mit der zweiten ge- 
suchten Linie also t x i’ ist = dem 

Product von I" mit /’= Ä-l 

mithin hat man 
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Die Form der gesuchten Linien ist 
demnach 

L - A\ m untl V = A |/ - \ m 

Beide Linien L und V sind medial, 
deren Potenzen 

A* t Ml : j 4* t Ml = l : - - --^,also die 

P 

Linien in Potenz commensurabel. 

Ly. L' =■ A j/-- j i'mi enthält ein Me- 
diales und 

.mithin ist die Linie, nm deren Quadrat 


Q * 

die L über die L' potenzirt, = ,4 ' i'mi 

mit L in Länge commensurabel. 

13. Die Linien ad 12 , von denen 
die gröfsero nm das Quadrat einer 
ihr in Länge incommensurabel en 
über die kleinere potenzirt zu fin- 
den (Anmerk, zu Satz 33). 


Man verfährt so wie No. 11 in Bezie- 
hung auf No. 10 und erhält 

L = A \ m 

L’=Axlj-:v, 


LxL 


P\+ ?* 


. . 3 k"* 

- — ist commensurabel. 


+ 9 

t Ml 


jV'mi ist medjal. 




^L.V 

-f 9 ’/ 


p->+ 9« 

Die Linie des letzten Quadrats ist mit 
L nicht in Länge commensurabel. 

14. Zwei in Potenz incommen- 
surable Linien zu finden, die ein 
Mediales enthalten und deren 
Quadrate zusammen ein Rationa- 
les ausmacheu (Satz 34). 

Nimm der Constructiou zufolge 2 Li- 
nien nach No. 9 (Satz 31). 

/ = .!; l, = A ^3 


Bedeutet X eine Hnlfslinie (in Euklids • 
Fignr = BE) 

.so ist (.1 - .V) .Y> = (|/,)»= i .1» 

pM- 9 * 

hieraus A'=i.4(l - 

Nun hat man für die verlangten Linien 
/.'-f t,»= A2 



Die Form beider Linien ist 
L = .4 I I -i- i 'mi 
L, — A I' 1 — ym 

Beide Linien L und L' sind in Potenz 
incommensurabel , nämlich 

£,* : L'"^ = 1 + J M» ; l — I Ml 
Beide Linien enthalten ein Mediales: 

L yL, = .4* i'l — Ml 

Die Summe ihrer Quadrate ist ratio- 
nal, nämlich 

£.»+L,i = 2.1* 

15. Zwei in Potenz in commensu; 
rahele Linien zu finden, die ein 
Rationales enthalten und deren 
Quadrate zusammen ein Mediales 
ausmachen (Satz 35). 

Nimm der Construction zufolge 2 Li- 
nien nach No. 11 (Anmerk. Satz 32). 

/ = .4 ) 'm ;/, = /! J mi» 

Nun ist wie No. 14: 

(.4 |Mi — X) X - (I/,)* = 1 .4* pm’ 

woraus X = ^A | mi (l — 1 1 — m) 

L,'^ = IX — I Ml ( 1 — 1^1 - tn)' 

L^ = 1 .4* I Ml (1 -}- I 1 — Ml) 
mithin die beiden verlangten Linien 


L = /t I M» V ^ (1 -b 1 1 — Ml) oder A i'mi ^ 1 + p 1 — m 
L, = A \ Ml I 'i (1 - l I — Ml) oder A | mi V 1 — pi _ m 

Beide Linien sind in Potenz incom- deren Quadrate zusammen sind ein Me- 
mensurabel; sie enthalten ein Rationale.«, diales, nämlich 
nämlich ^ ^ \ m. 

L » L,~ A* = Ahn 16. Zwei in Potenz incommen 
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snrabele Linien in finden, deren hat daher 
Quadrate zusammen ein Mediales 4 
ansmachen und welche einMedia- (.d 1 * - T) Jf = I /!> 
les, das jenem incommensnrabel 
ist, enthalten (Satz 36). v-isi* / 

Nimm zufolge dej Constmction 2 Li- ^ 

nien nach No. 13 (Anmerk, zu Satz 33). Eben so ist 

t = A V »• L’ -b L,* = .A* 1 '*• 








Nun wird wie No. 15 verfahren; man nnd die beiden verlangten Linien 

i = .d f« |/i(l + |/ oder A y m j/ 1 
L. = .4 ,‘m y' j (1 - oder .1 ,‘m |/l - j/ 


Beide Linien sind in Potenz incom- 
mensurabel; die Summe ihrer Quadrate 
ist medial, nämlich = .4’ |m, und sie 

enthalten ein Mediales — i 

2 r P* + ?’ 
welches jener Quadratsumme A' y m in- 
commensnrabel ist. 

Von den durch das Znsammen- 

setzen entstehenden sechs Ir- 
rationallinien. 

17. Werden zwei blofs in Potenz com- 
mensurabele Rationallinien zusammen- 
gesetzt, so ist die ganze irrational und 
heifst Binomiale (Satz 37). 

Die Binomiale hat also die Form 
Aym + B l'n auch A + By'n 

18. Werden 2 blofs in Potenz commen- 
snrabele Mediallinien, die ein Rationales 
enthalten, zusammengesetzt, so ist die 
ganze irrational und heifst die erste 
Bimediale (Satz 3$). 

Nach No. 6 (Satz 38) hat die erste Bi- 
mediale die Form L = A V mi* 4- B |/^ 
beide verhalten sich in Potenz 

= A I mn : R " ( ’niM 
m 

19. Werden zwei blofs io Potenz com- 
mensurabele Mediallinien, die ein Media- 
les enthalten, zusammengesetzt, so ist 
die Ganze irrational nnd heifst d i e z w e i t e 
Bimediale (Satz 39). 


Nach No. 7 (Satz 29) hat die zweite 
Bimediale die Form A ym$t + B y mm‘. 

20. Werden zwei in Potenz incommen- 
surabele Linien, die ein Mediales ent- 
haltes nnd deren Quadrate zusammen 
ein Rationales ausmachen, zusammenge- 
setzt, BO ist die ganze irrational nnd heifst 
die gröfsere Irrationale (Satz 40). 

Nach No. 14 (Satz 34) ist die Form der 
gröfseren Irrationale 

A (1 -(• I m -|- b 1 — J'm 

(Hier müssen die Rationallinien A in 
beiden Gliedern einander gleich sein.) 

21. Werden zwei in Potenz incommen- 
surabele Linien, die ein Rationales ent- 
halten und deren Quadrate zusammen 
ein Mediales ausmachen , zusammenge- 
setzt, so ist die ganze irrational und 
heifst die ein Rationales und Me- 
diales Potenzirende (Satz 41). 

Nach No. 15 (Satz 35) ist die Form der 
Linie 

A y'm Vl-fll — t'm V 1 — bl — «I 

22. Werden zwei in Potenz incommen- 
surabele Linien, deren Quadrate zusam- 
men ein Mediales ausmachen und die ein 
Mediales, das jenem incommensnrabel ist, 
enthalten, zusammengesetzt, so ist die 
ganze irrational nnd heifst die zwei Me- 
diale Potenzirende (Satz 42). 

Nach No. 16 (Satz 36) ist die Form der 
Linie 


23. Die Sätze 43 bis 48 im Euklid enthalten die Beweise, dals jede der von 
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Ko. 17 bio Ko. 29 aaf((»fühTten Irrational- 
linion nur in einem Punkt in ihre Ka- 
men sich zerlegen lasse. Aus den eukli- 
dischen Constructionen geht hervor, dafs 
beide Theile jedesmal mit den einzelnen 
algebraischen Summanden der vorstehen- 
den Formeln übereinstimmen. 

Von den sechs Ordnungen der 
Binomialen. 

24. Eine Binomiale, deren grölserer 
Karne nm das Quadrat einer ihm in 
Länge commensnrabelen Linie über den 
kleineren potenzirt, heifst 

Die erste Binomiale, wenn der 
gröfsere Karne einer angenommenen Ra- 
tionallinie in Länge commensurabel ist. 

Die zweite Binomiale, wenn der 
kleinere Name, 

Die dritte Binomiale, wenn keiner 
der beiden Kamen solcher Rationallinie 
in Länge commensurabel ist. 

Eine Binomiale hingegen, deren grö- 
feerer Name um das Quadrat einer ihm 
in Länge incommensurabelen Linie über 
den kleineren potenzirt, heilst 

Die vierte Binomiale, wenn der 
gröfsere Name der angenommenen Ra- 
tionallinie in Länge commensurabel ist. 

Die fünfte Binomiale, wenn der 
kleinere Name, 

Die sechste Binomiale, wenn kei- 
ner der beiden Namen solcher Rational- 
linie in Länge commensurabel ist. 

25. Die erste Binomiale zu finden 
(Satz 49). 

Nimm 2 Zahlen, von welchen sowohl 
die eine als auch die Summe beider eine 
Quadratzahl ist ; also 2 Zahlen von der 
Form (»’ — m’) und m’. Sind nun A und 
B zwei Rationallinien so setze 
: n* - m’ = /!> : 

Han hat nun den einen Kamen = A 

y '„s _ 

— — beide 
Kamen addirt geben die erste Binomiale 


Man erhält die Namen 
die zweite Binomiale isl A + A 

A' 


/"*- 

K n’-«> 


und .4* -i , — A’= — 

n* — m' i 


Der gröfsere Name 


i«j4 


potenzirt 


j/«’- m' 

um das Quadrat der diesem commensu- 
mA 

rablen Linie und der kleinere 

l'n’-m'' 

Name A ist rational. 

27. Die dritte Binomiale zu finden 
(Satz 51). 

n’ und m’ Zahlen wie vorher, p keine 
Quadratzahl. 

A, B , C seien in Länge commensura- 
bele Rationalzahlen so setze 
p-.n'=A’:B* 

: n» - m» = ß> : C> 


so ist aus 1 der eine Name Ä = — 

VP 

Ans 1 und 2 hat man 

- Hl’ = A’ : C> 


p-.H 

hieraus der andere Karne C = A 
Die dritte Binomiale ist 

-i«> 




l^-l-Al/— 

yp r 1 


yp f p 

Keiner der Kamen ist rational. Ferner 


ist 




- = A>— • 
P 

An 


A-yA] 


und 


es ist .4*-.4«=l=^'=(” aV 
Mithin potenzirt der gröfsere Name A 
über den kleineren um das Quadrat ^ A’ 

einer mit A commensnrablen Linie — A. 

n 

26. Die zweite Binomiale zu fin- 
den (Satz 50). 


und der gröfsere Name — potenzirt um 
V p 

das Quadrat der ihm in Länge commen- 

surabelen Linie 4^. 

VP 

28. Die vierte Binomiale zn finden 
(Satz 52). 

Nimm zwei Zahlen, von denen keine 
eine Quadratzahl, deren Summe aber 
eine Quadratzahl ist, also von der Form 
(«’— m) und m, A und B seien Ratio- 
nalzahlen, so setze die Proportion 
— m = A* : ß’ 

und man erhält 
den einen Namen = A 

den anderen 


= — - 


A.-r- 


Die vierte Binomiale ist A H ) " 


Digitized by Google 


Irrational. 


380 


Irrational. 


Oer irröfsere Name A ist ratienal und 
es ist 


^(it’ — m) = I 

M • 


1 . 4 » 


mithin poteniirt der gröfsere Name .4 
um das Quadrat einer ihm iiicommensn- 
rabeleu Linie A fm. 

29. Die fünfte Hiuomiale zu finden 
(Satz 53). 

Nimm zwei Qnadratiahlen, deren Summe 
keine Qu.adratz.ihl ist, «» und «», A und 
ß seien 2 Ratinnallinien, so setze 
»« ! m» + »» = .4» : ß> 
und man hat beide Namen = A und 

Die fünfte Hinomiale ist 


gröfsere Name AV — potenzirt über den 

/ M»~ H 

kleineren A L um das Quadrat der 

// 

Linie 4 — welche zu dem grölseren 

Namen sich verhält wie )'n: >■ also mit 
demselben incommenenrabel ist. 

31. Den unter einer Rationalli- 
nie und dereratenBinomialeent- 
haltenen Ranm poteniirt eine Br- 
no miale (Satz 55). 

Nach No. 25 ist die erste Biiiomiale 


B 




A\ A 


t/m» 

S m» 


der kleinere Name .1 ist rational und der 
in’ + B» 

gröfsere Name .1 1 potenzirt über 

den kleineren A um das Quadrat der 
Linie /ij welche mit dem grüfseren 

Namen incommensurabel ist. 

30. Die sechste Binomiale zu fin- 
den (Satz 54). 

Nimm zwei Zahlen die nicht Quadrat- 
zahlen sind, deren Summe aber eine 
Quadratzahl ist (m»— n) und ii, und eine 
dritte Zahl p, welche weder Quadratzahl 
ist noch mit einer der ersten beiden das 
Verhältnifs einer Quadratzahl hat; A, B, 
(' seien Rationallinien. Setze 

p ! m» = i4» : C* 
m> : m» - I. = C> ! ß» 


= A+A' 

r "■ 

N.ach No. 17 hat eine Binomiale die 
Form .4 ( m -t- ß l'ii. 

Es ist also nafhziiweisen , wenn C, D 
rationale noch unbekannte Linien sind 
und wenn ß die im Satz angenommene 
Kationallinie bedeutet, dafs das Quadrat 
einer Linie von der Form C|p + DFj 

= ist dem Kectangel A ^.4 + .4 ^ '~z"'~) 

Setzt man die Linie EG (Figur zu 
Satz 55) =B, so hat man der Construc- 
tion zufolge 

(.4£ - EG) EG = (I EX))> 

(.4-ß)ß = id».~- 

Uieraus ist ß = ^ ,4 ^ 1 — 

A-ß=M(l+^) 

Die verlangte poteozirende Linie ist 


so ist aus 1. C® — — 

P 

m*- « ^ 

ans 2 B C= ^ 


.4» 


t = l ß(,4-ß)-|- 1 Aß 

Ein Ansdruck, der die Form (CFp+ Dl'?) 
annehmen kann, wenn man schreibt 


Die Namen sind A und .4 ^ L - AR AR 

Keiner der Namen ist rational und der Die Quadrirnng von L ergibt aber 

j .4 A (l -b ^) + MA (l - ^) + 2 |/'m» A» (l - ^*) = AA-i- AA |/ 


welches das gegebene Kectangel 


/ ^ nie n und der 

( 1 + 

lirende Linie L ist die Binomiale. \ I ii»-ibV 


32. Den unter einer Rationalli- 
nie A und der zweiten Binomiale 


enthaltenen Ranm 
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poteniirt die erste Bimediale (Satx 
& 6 ). 


V gröfsere Name ist, and 

Es ist also iiaehsuweisen, dafs (No 18 ! ? , "’ « . . 

und 26) mH 2 Linien X, )' eine Glei- Constniction infolge die Glei- 
chung möglich ist: «“‘*‘«•'1: 

Bei derselben Constniction wie No 31 woraus B = ^ ( *!_ - ”* - - | 

ist SU beachten, dafs hier das iweite Glied ^ \| n’-m’ |'n’-> mv 

daher l/ t“ — 1“®=-^/— ^ — + — ”* — \ 

Die potenzirende Linie ist nun in ihren beiden Nameu' 


( 2 ) 

(3) 

(4) 

( 5 ) 


Beide Namen sind medial, sie sind in die verlangte Form. 

'i*.*'!? J«™®' Die Linie L im Quadrat ist aus For- 
4 unmittelbar zu ersehen, nämlich mel 4 

— -(n+m)und — fit — ml \ 

2lV-m> 

Beide enthalten ein Rationales = - Sie potenzirt also den Raum wie ver- 


Folglich ist die Linie L nach No. 18 eine 


langt. 


erste Bimediale u n te r ei uer Ratio nal li - 

Will man den Ausdruck «r die Linie ‘“® ^ dritten Binomiale 

L in die obige allgemeine Form der er- a " . ,i.„i, r, 

^ten BimediaTe bringen, .so setze in For- Vp'^ \ T“ 

potenzirt die zweite Bimediale 
(SaU 57). 

Bei derselben Constniction ist 


mel 5 


n -l- 1 
1 


p und man hat 


* ! 

[iw + j-V'';] 


= |}AÄ 


yiAR = X-, -^l'IAÄ = Y gesetzt, gibt 


(ti-ti) 


woraus B = ^A 




die Terlan^e Linie 

I I 7 -«)« + •«« = / H 


Beide Namen bilden die zweite Birne- . 

diale (No. 19), denn sie sind Hediallinien, ^AB 1 — 

sie sind in Potenz commensurabel : ' P 

AR AR^ 

2 Vp ““** 77^"“”^ 

und sie enthalten ein hmdii 


liales 


Ihr Quadrat ist = AR 
wie verlangt. 


[h-yH-] 
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34. Den unter einer Rational- 
linie X und der vierten Binomiale 

j 4+ — enthaltenen Kaum 

n 

poteneirt die gröfsere Irrationale 
(Satz 58). 

Bei derselben Constmction ist: 


woraus fi = I ^1 — 

und i4-X = *.4(n-l^) 

Die verlangte Linie ist 


£ = V(^-iOR + HlÄ = |/-^(l + -)+| 


Beide Kamen sind medial, in Potenz 
incommensurabel, sie enthalten ein Me* 

diales = ^ ^ 1 deren Quadrate 

machen zusammen RA, ein Rationales 
ans ; folglich ist L eine grölsere Irratio- 
nale t* = fiil j wie ver- 

langt. 

35. Den unter einer Kationalli- 
nie A und der fünften Binomiale 

enthaltenen Raum 


& otenzirt die ein Rationales und 
ediales Potenzirende (Satz 59). 

Bei derselben Constmction ist, da der 
2te Name der gröfsere ist 

woraus ß = — ((-'m* -1- 1 «’ - ») 
und A—B = -^ (| ■•* -l-n* -I-») 

Jffl 

Die verlangte Linie 


f. = |/lAA » 


y\AR)^ 


-t-l**-« 


Beide Namen sind medial, in Potenz 
incommensurabel sie enthalten ein Ra- 
tionales = tdA, deren Quadrate znsam- 

men machen ein Mediales ans^ — 1 m’-t-«’ ji 

folglich ist L eine die ein Rationales und 
Mediales Potenzirende. Ihr Quadrat ist 


Raum potenzirt die zwei Mediale 
Potenzirende (Satz 60). 

Bei derselben Constmction ist 


(■*17 


= -f ^ verlangt. 

36. Den uni " ' ' 

lie A und de: 


woraus 


36. Den unter einer Rationalli- 
nie A und der sechsten Binomiale 

? enthaltenen 

P ' t P 


‘MVy-Vj) 


Die verlangte Linie 


-v*-(V7n7)-V‘-{r7’-i'7) 


Beide Namen sind medial, in Potenz 
incommensurabel. 

Sie enthalten ein Mediales 



Ihre Quadrats zusammen AR ~ 
ein Mediales, welches mit dem vorigen 


incommensurabel ist. Mithin ist L eine 
zwei Mediale Potenzirende. Ihr Quadrat 

. « /l 1 'tu* — »t\ . 

ist L* = ,4Ä^|, — y — - — jwie ver- 
langt. 

37. Die folgenden sechs Sätze (Satz 
61 bis 66) sind die umgekehrten Sitze 
von (Satz 55 bis 60) No. 31 bis 36. Sie 
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lauten »u«ammenge*ogen nachfolgend, de- Sätje. Das an einer Rationalen R 
ren Formeln statt der Beweise sind die- entworfene Rectangel hat, wenn es gleich 
selben wie dort. ist dem Quadrat 


einer Binomiale 

der ersten Bimediale 

der zweiten Bimediale 

der grölseren Irrationale 

der ein Rationales und Mediales Potenzirenden 

der zwei Mediale Potenzirenden 


zur Breite die erste Binomiale 

, , , zweite , 

, , „ dritte 

. , . Tierte ' , 

, . , fünfte , 

, , , sechste , 


37. Nun folgen fünf Sätze (Satz 67 bis ten Irrationallinien , ist auch dieselbe Ir- 
71): Jede Linie, welche in Länge com- rationallinie. Ist eine Linie in Länge 
mensurabel ist irgend einer der genann- commensurabel 

eiuer Binomiale, so ist sie eine Binomiale derselben Ordnung 

einer Bimediale, , , ^ » Bimediale , , 

einer gröfseren Irrationale, , > » » gröfeere Irrationale 

u s w mit einer ein Rationales und Es geht die Richtigkeit dieser Sätze 
Mediales und mit einer zwei Mediale Po- unmittelbar aus den für die Irrationalen 
tenzirende aufgestellten algebraischenFormen hervor : 


Die erste Binomiale 
, zweite , 

, dritte , 

, vierte , 

, fünfte , 

. sechste , 


. . I /!•* — I»’ 

-A+Ay—,— 


n* — I»* 






erste Bimediale = A y'mn -t- A |/^ = A i'iai* + nA^— 
A V'mn A ^'mn* = A V mn + hA ^/~ 


zweite 


, gröfsere Irrationale = v'l + pio Ay/l— | m 

, ein Rationales nnd Mediales Potenziren de 

= AVmVl + -l- .4 )‘m - l/l - m 

, zwei Mediale Potenzirende 




Bei der wesentlichen Verschiedenheit 
der Form jeder einzelnen Linie von allen 
übrigen sind die vorstehenden Sätze un- 
mittelbar als richtig anzuerkennen. 

Die Beweise EnUids sind, algebraisch 
ausgedrückt, folgende. 


n bedeutet: In Länge commensurabel. 
rv bedeutet; In Potenz commensurabel. 
n und m können je nach der Ordnung 
der Binomialen auch = 1 sein. 

I. Es sei die betreffende Binomiale in 
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ihre Namen acrlcgt Ayn + A\'m. C, D 
seien 2 Linien, so dafs C-f /) n-\-A\‘m 
nnd dafs 

Ayn+ A\m iC + Ü= AyniC (1) 

so ist A\ m\ D — A]'h ^ A\ m : C A (2) 
weil nun, wie der Satz voraussetzt 

A I n + y4| m n C + ß (3) 

so ist auch Ai'n o CI 

und Al'mnD] 

Nun ist A\'n : C = At m : D ) ,,, 
(aus 1 und 2)S ' ' 

also II : j4j w = C t ß (6) 

Da nun i4V n n A\'m 

so ist auch C n D 

folglich sind C, ß rational, hlofs in Po- 
tenz commensurabel nnd C+ ß ist eine 
Binomiale. 

Ist nun A\ n + A\ m die erste, oder die 
zweite oder die dritte Binomiale, Ayn 
> A\ m, so ist nach No. 24, wenn £ eine 
beliebige Rationallinie bedeutet: 

V (i4*ii - A^m) = £l n (o i4| «) 

Nun ist aus Gleichung 6 
,4’H:i4’.ii = C’:ß» 

hieraus 

VC^'a - A‘‘m) : ] C* - ß* = » : G 


A\’n -1- i4v'iii:C-^D = .4j'«:C=>4» ii«:ß (2) 
folglich aus 1 und 2 

A y« r» C und .4 V" ® (3) 

Da nun yl v h rv 4 |'m, so ist auch C n D 
und folglich C+ß eine Bimediale. 
Nun folgt aus Gleichung 2: 

A* l'fi : 4* I n ■ pm = C* : CD 
Da nun nach Vergleichung 3 
4’ I n o C* 

so ist auch 4’ pimi n CD 

Ist nun .4’ pni» o einem Uationalen £*, 

so ist es auch CD; und ist 4| itm ft K», 
so ist es auch CD. 

Im ersten Fall, wo .4pH-f 4lm die 
erste Bimediale ist, ist also auch 
C-l-ß die erste Bimediale-, im zwei- 
ten Fall ist mit 4 | n -f- 1 m auch CAD 
die zweite Bimediale. 

III. Es sei die betreffende gröfsete 
Irrationale in ihre Namen zerlegt: 
4l B - 1 - 4t m ft C -f ß, so soll C -f ß des- 

f leichen eine gröfsere Irrationale sein. 
I. h. CLTß; C- ß = £>| » und C»-t ß* 
= F*. wo E und F Rationallinien sind. 


oder K| " : VC' - -4 1" : 

mithin nach Gleichun g 4 

y C* — D'n E\ n 

Es potenzirt also der gröfsere Name C 
über den kleineren Namen D um eine 
dem gröfseren Namen in Länge com- 
mensurabele Linie Ev n und cs ist C -)■ ß 
die Binomiale derselben Ordnung mit 
4|'n -1- 4l'm. 

Ist aber 4l n -(- 4|'iii die vierte oder 
fünfte oder sechste Binomiale 4| n ,-4pm, 
so ist No. 24 


Es sei wieder 

4l n-l-4t »I : C-1- ß = 4l'n:C’ = 4|'tM:D (1) 
Da nun 4pn ir 4l m 

so ist l. auch C u fl 
Ferner ist aus 1. 

(4| B +4] io)’:(C+ ß)’ = 4 >b : C« = 4>bi ; D» 
Da nun (.4 t n -f 4l i«)* ft (C -f ß)’ 
so ist auch 4 ’b ft C* 

und 4 *ib ft ß* 

Da nun 4*n + 4’m rational 

so ist 2. C* + ß* rational = F' 


V(4’n — 4’m) = £ I n -f p 
man erhält _ 

£ I'b -f p ■■ — ß’ = 41’b : C 

Es ist also t C*- b'nF.ynAp 

Es potenzirt also C über ß um eine 
der Linie £| B-fp in Länge commensu- 
rabele Linie, mithin um eine der Linie 
4pB in Länge incommeusurahele Linie 
und es ist C+ ß eine Binomiale 
derselben Ordnung mit dtB-t-ßtm. 

11. Es sei die betreffende Bimediale 
in ihre Namen zerlegt: 

4tB-f4t*M; C, D zwei Linien 

so dafs C -f ß ft 4 v’b -b 4 i'bi (1) 
und 


Wie ad II. findet man 4’- i mn n CD. 
Da nun 4’ • 1 'ibb ein Mediales ist, so ist 
3. auch CD = ein Mediales £’ t p. 

Es'ist mithin C-f ß diegröfsere 
Irrationale. 

IV. Es sei die betreffende E i n Ratio- 
nales und Medialos Potenzirende 

i * 

in ihre Namen zerlegt: 4t p I n -f 4t p t «• 
aC-t-ß, so soll C -) ß dieselbe Irratio- 
naliinie sein; nämlich Cuß, CD = £• 
und C>A D' = F'\ <, 

Es ist wieder 

4 l'p t'B A B t p 1 1« ; C’A D 

= 4VpV»!C = ßtpriB:ß (1) 

4 4 • 

Da nun 4 t p 1 n u ß t p • I m C2) 
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so ist 1. SQCll Cu D 

Ferner ist aus der Proportion 1 wie 
ad III. 

nA* t'p o C* und mß> i'p n ö* (3) 

Da nnn hA* \ p + mß* yp ein Mediales, 
so ist auch 3. C* + D* ein Mediales ß’i'j. 

Nun ist 3. ans Proportion 1 

n 

»yi* \'p : C* = ylß y’p • p'its» : CD 
nnd ans der Vergleicbnng 3 
nj4’ yp nC* 

so ist auch AB yp v'mn n CD 

Da nun AB] 'pynm ein Rationales ist, 
so ist auch CD ein Rationales nnd es ist 
C + D die ein Rationales nnd Me- 
diales Potenzirende. 

V. Es sei die betreffende Zwei Me- 
diale Potenzirende in ihre Namen 

zerlegt il y'p »/« + Byj>ymnC + D, so 
soll CD dieselbe Irrationale sein , d. b. 
CuD, CD ein Mediales Py^ und C* 
-b D* ein Mediales, welches diesem Me- 
dialen incommensurabol ist = F* yr. 

Der Beweis ist wie der ad VI. 

38. Durch die Zusammensetzung eines 
Rationalen (Rectangels) mit einem Me- 
dialen (Rectan^I) entstehen 4 Irratio- 
nalen (deren Quadrate einzeln beiden 
Rectangeln zusammengenommen gleich 
sind) entweder die Binomiale oder die 
erste Bimediale oder die gröfsere Irra- 
tionale oder die ein Rationales und Me- 
diales Potenzirende (Satz 72). 

Ist AR das rationale Rectaugel, F das 
mediale, so kann dieses in eins von den 
Dimensionen AR ym verwandelt werden. 
Man hat demnach das gegebene znsam- 
men gesetzte Rectangel 
AR -f* .4ß t‘'m. 

In der Seite A + j4)'m kann nnn 
.4>y4)'m oder .4<y4) m sein. 

Im ersten Fall hat die Seite die Form 
(s. No. 37) 

entweder der ersten Binomiale 

^ + ^1 -Ti— (1) 


In dem FaU 1 ^otenzirt den Ranm 
ßy| (l -(- nach No. 31 (Satz 65) 

eine Binomiale. 

In dem Fall 2 potenzirt den Raum 
RA ^1 + nach No. 34 (Satz 68) 

eine grörsere Irrationale. 

In dem Fall 3 potenzirt den Raum 
RA^l + nach No. 32 (Satz 66) 

eine erste Bimediale. 

In dem Fall 4 potenzirt den Raum 

RA ^1 -1- 1/ " j nach No. 36 (Satz 69) 

eine ein Rationales und Mediales Poten- 
zirende. 

39. Durch die Zusammensetzung zweier 
incommensnrabelen Medialen entstehen 
die beiden übrigen Irrationallinien; ent- 
weder die zweite Bimediale oder die zwei 
Mediale Potenzirende. 

Die beiden Rectangel haben die allge- 
meine Form RAy» + RAy-m die Smte 
A (ln -b I m) ist eine Binomiale. In der- 
selben ist Ayn entweder gröfser oder 
kleiner als A\'m. Wenn aber die Seite 
eine Binomiale bleiben soll, so ist Er- 
steres nur möglich; und zwar ist sie dann 
entweder eine 3te Binomiale 

A ]/~ -b A 
* P ' P 

oder eine 6te Binomiale 

r p Pp 

ln dem ersten Fall ^tenzirt den Raum 
Ä^(j/^+J,/=!.^)„achNo . 33 (Sata 


oder der vierten Binomiale 


( 2 ) 


Im 2ten FaU hat die Seite die Form 
entweder der zweiten Binomiale 

^ + ( 3 ) 

oder der fünften Binomiale 
UI. 


p ’ p 

67) eine zweite Bimediale. 

In dem zweiten Fall potenzirt den 

Raum RA(h'— + 1/ ’* ~ *" ) nach No. 
\' p P ^ 

36 (Satz GO) eine Zwei Mediale Potenzi- 
rende. 

In den 11 Formeln No. 37 ist «>m 
angenommen. Es gibt also keine der 
Binomialen für die Bedingung, dafs der 
erste Name kleiner sei als der zweite. 
Nimmt man für die verlangte Rectangel- 
bildung die beiden Bimedialen so hat man 
Die erste Bimediale 


* /I 

= A brnw -b n>l 1/ — 

V m» 

Der schon in den früheren Nummern 
gedachten Constrnctlon zufolge hat man 

B={A C" - 1'^(" - ")) 

36 
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*, 1 . , Dia. poteniirend* Linie 

^ J ^ (- + 1 . (- «)) , ^ ^ 

= 1 iAR («T l "(»-•")) + j' 

Jeder Name der Linie ist medial, beide t * 

Namen find in Potenz incommenaurabel, jt ) »i« + 1/— 

beide enthalten ein Mediales = ^RA v«m; < 

die Summe ihrer Quadrate ein Mediales i,t B = M l ^ (« - l^STÖT^^)) 

= RA |/“ welches mH jenem Medialen ^ , 

incommenaurabel ist. Demnach istdie (n^-) ’n{n — 1)) 

potenzirende Linie L eine zwei ’ " 

Mediale Potenzirende. Die potenzire nde Linie 

Die zweite Bimediale L ~ (X — B) + l'BB 

I / i Ail (* + Vb*-w) + I i j/-^ (« - 1^"* - n) 


Jeder Name der Linie ist medial, beide 
Namen sind in Potenz incommenaurabel, 

4 

beide enthalten ein Mediales = iRA | mn. 
Die Summe beider Quadrate ist medial 

4 

= RAy'mH’ = RAn^/^ mit dem ersten 

Medialen incommensnrabcl. Demnach ist 
die potenzirende Linie L eine zwei 
Mediale Potenzirende. 

Von den durch das Wegnehmen 
entstehenden sechs Irrational- 
linien. 

40. Wird von einer Rationaliinie eine 
andere ihr blofs in Potenz commonsu- 
rabele weggenommen, so ist der Rest ir- 
rational und heilst Apotome (Satz 74). 

41. Wird von einer Mediallinie eine 
andere, die ihr blofs in Potenz commen- 
surabel ist und mit ihr ein Rationales 
enthält, weggenommen, so ist der ^st 
irrational und heifst die erste Medial- 
apotome (Satz 75). 

42. Wird Ton einer Mediallinie eine 
andere, die ihr blofs in Potenz commen- 
snrabel ist, und mit ihr ein Medialos ent- 
hält, weggenommen, so ist der Rest ir- 
rational uud heilst die zweite Medial- 
apotome (Satz 76). 


43. Wird von einer Linie eine andere, 
die ihr in Potenz incommenaurabel ist 
und ihre Quadrate zusammen zu einem 
Rationalen, das doppelte des unter ihnen 
enthaltenen Rectangels aber zu einem 
Medialen macht, weggonommen, so ist 
der Rest irrational und heifst die klei- 
nere Irrationale (Satz 77). 

44. Wird Ton einer Linie eine andere, 
die ihr in Potenz incommensnrabel ist, 
und ihre Quadrate zusammen zu einem 
Medialen, das doppelte des unter ihnen 
enthaltenen Rectangels aber su einem 
Rationalen macht, weggenommen, so ist 
der Rest irrational und heifst die mit 
einem Rationalen ein mediales 
Ganze Gehende (Satz 78). 

43. Wird Ton einer Linie eine andere, 
die ihr in Potenz incommensurabel ist, 
ihre Quadrate zusammen zu einem Me- 
dialen und das Doppelte des unter ihnen 
enthaltenen Rectangels gleichfalls zn 
einem Medialen macht, das aber jenem 
incommensnrabel ist, weggenommen, so 
ist der Rest irrational und heifst die 
mit einem Medialen ein mediales 
Ganze Gebende (Satz 79). 

46. Mit nülfe der Formeln No. 17 bis 
22 findet man die Formen der 6 Irratio- 
nallinien; 


Die Apotome A — Aym 

Die erste Medialapotome A Vam — A 



Die zweite Medialapotome A pmn — A psm’ 
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Di* kleinere Irrationale ^ + 1 m — yl — )'t» 

Die mit einem Rationalen ein mediales (Janze Uebende 

A pm V 1 + l/r+m -Ay'mVl- |/1 + m 
Die mit einem Medialen ein mediales Ganze Gebende 


A ym 


]/i + \ 


/_ El 

P* + 9 


,-A l-'i» 


47. Die folgenden sechs Sitze von Satz 
80 bis 85 sind Lehrsätze, die das Um- 
gekehrte der Erklärnngssätze (Satz 74 
bis 79) beweisen. Sie lauten mit den 
atgebraisch geführten Nachweisen wie 
folgt und sind mit den Formeln No. 4(S 
als richtig erwiesen. 

Satz 80. An die .\ potome (d- dv'm) 
fügt sich nur eine einzige Ratio- 
nallinie (d | m), die mit der ganzen d 
blols in Potenz commensnrabel Ut. 

Denn eine andere (.4 ) a) hinzugefügt 
würde die Ganze (A—Aym + Ay'n) ge- 
ben, mit welcher d)'a in Potenz incom- 
^ mensurabel ist. 

Satz 81. An die erste Medialapo- 


bende 


^d y m j, 




E*.+ 9*/ 


1 / P 


fügt sieh 


— Ay'mn ^ 1 — J / 
nur eine einzige Li nie 
^d j'in ^ 1 — die der ganzen 


tome 


ich nur 


/ * * 

t f»n - ^ j ' — j fügtsii 

eine einzige Mediallinio ^d 

4 

die der ganzen (dt'mn) blob in Potenz 
commensnrabel ist und mit der Ganzen 
ein Rationales enthält. Denn eine an- 
dere (.4 1 m) hinzugefügt würde die Ganze 

/* */*•* *\ 

( d J mit — d |/ -b d I iB j geben, mit w el- 

cher d t'm in Potenz incommensurabel ist. 
Satz 82. An die zweite Medial- 

t 4 

apotome {Aymn — Aymn*) fügt sich 
nur eine einzige Medialiinie 

(dKmn*), die der ganzen {Aymn) blofs 
in Potenz commensurabel ist nnd mit 
derselben ein Mediales enthält. 

Grund wie im vorigen Satz. 

Satz 83. An die kleinere Irratio- 
nale(d^l + ym—A |'l — tm) fügt sich 
nur eine einzige Linie (d |i - | m), 
die der ganzen n. s. w. 

Satz 84. An die mit einem Ratio- 
nalen ein Mediales Ganze Gebende 

(d|‘m 1^1 + V 1 + m — ] m Fi-i/r;«) 

fügt si ch nn r eine einzige Linie 

(dVmKl — |/i -b«) die der ganzen u.s.w. 

Satz 85. An die mit einem Me- 
dialen'ein mediales Ganse Ge- 


Erklärung der sechs Ordnungen 
von den Apotomen. 

48. Eine Apotome, an die sich eine 
Linie fügt, so dals die ganze aus beiden 
bestehende Linie um das Quadrat einer 
ihr in Länge commeusurabcleu Linie über 
die angefügte potenzirt, heifat die erste 
A potome, wenn solche ganze Linie einer 
angenommenen Rationallinie in Länge 
commensurabel ist. 

Die zweite Apotome, wenn die an- 
gefügte Linie, 

Die dritte Apotome, wenn keine 
von beiden solcher Rationallinie in Länge 
oommensurabel ist. 

Eine Apotome, an die sich eine Linie 
fügt, so dafs die ganze aus beiden be- 
stehende Linie um das Quadrat einer ihr 
in Länge incommensurabolen Linie über 
die angefügte potenzirt, heifst 

Die vierte Apotome, wenn solche 
ganze Linie der angenommenen Rational- 
linie in Länge commensurabel ist. 

Die fünfte Apotome, wenn die an- 
gefügte Linie, 

Die sechste Apotome, wenn keine 
von beiden solcher Rationallinie in Länge 
commensurabel ist. 

49. Die erste Apotome zu finden 
(Satz 86). 

Nimm 2 Quadratzahlen n', m', deren 
Differenz n’ — m* keine Quadratzahl ist; 
ferner eine Rationallinie A, setze 

so ist X = A j/'' " -j ”* und es ist 

A — A — j— die erste Apotome. Die 

anznfügende Linie ist die Linie A'; denn 


da A und A 


V- 


blofs in Potenz 
25* 


« 1- . 
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commensarabel sind, so ist nach No. 40 
A - A j/ ** ein» Apotome. 


Nun ist 
die Ganze 


Apotome. Ferner ist 

D. h. die ganze Linie A |/— poten- 
zirt über die angefügte A y — 




also potenzirt die Ganze A über die an- 
gefügte nm das Quadrat einer ihr in 


Länge commensurabelen Linie A, nnd 
die Ganze A ist eine RaGonailinie. 

50. Die zweite Apotome zn fin- 
den (Satz 87). 

Nimm zwei Qnadratzahlon n*, m’, deren 
Differenz keine Quadratzahl ist-, ferner 
eine Kationallinie A, setze 

n»-m*:»» = yl>!X> 


so ist 


x-a=aI ~ 

r 


und L = Ay — -j - A die zweite Apo- 

tome. 

Denn die Linie L bt nach No. 40 eine 
Apotome; ferner ist 

D. h. die ganze Linie A P®' 

tonzirt über die angefügte A nm das 
Quadrat einer der ersten in Länge com- 

1 / 

—i — -i nnd die 

— m* 

angefügte Linie A ist rational. 

51. Die dritte Apotome zu fin- 
den (Satz 88). 

Nimm zwei Qoadratzahlen n’, m’, de- 
ren Differenz n* — keine Quadratzahl 
ist, ferner eine dritte Zahl p, die weder 
mit n noch mit m noch mit n’ — m'-' in 
dem Verhsltnifs einer Quadratzahl steht, 
A sei eine Rationalzahl. Setze 
p : n« = .4» : 


das Quadrat einer der ersten in Länge 

commensuiabele Linie A |/— und weder 

die ganze noch die angefü^ Linie bt 
rational. 

52. Die Tierte Apotome zn fin- 
den (Satz 89). 

Nimm zwei Zahlen, die keine Quadrat- 
zahlen sind, deren Summe aber eine 
Quadratzahl ist: n’-f-nm nnd m* um. 
Setze n’ ma : n* = A’ : X* 

so ist L = A-X = A-A\/-^ (die 

r n m 

gesuchte vierte Apotome. 

Denn die Linie L bt nach No. 40 eine 

Apotome. Ferner ist A‘ — | /^ " — ) 

= ^A |/ • D- di« Ganze A po- 
tenzirt über die Angefügte ^A 


H+mf 

einer 


nm das Quadrat der Linie A^ 

der Ganzen incommensnrabelen Linie, 
und die Ganze A bt eine Rationailinie. 

53. Die fünfte Apotome zn fin- 
den (Satz 90). 

Nimm 2 Qnadratzahlen n’, m', deren 
Summe m’ + n’ keine Quadratzaihl bt. 
Setze a>:n«-|-m» = A*:X’ 

a^av’^^-a 


und cs ist L = X - 


> = X> : y« 


hieraus 

nnd 


X=A\/”-l 

' P 


die fünfte Apotome. 

Denn nach No. 40 ist L eine Apotome; 
ferner bt 

D. h. die Ganze potenzirt über die An- 
gefügte um das Quadrat einer der ersten 

incommensnrabelen Linie — A, und die 

fl 

angefügte Linie bt rational. 

54. Die sechste Apotome zu fin- 
den (Satz 91). 


L = X-Y=A]/’^-AV”-^di, 

’ P ' P 

dritte Apotome. 


Nimm 3 Zahlen m, n, p die keine Qua- 
dratzahlen sind. Setze 


Denn die Linie L ist nach No. 40 eine 


m : » = A* : X* 
w!p = X‘: P 
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IO ist L = X — ¥ = A\/— — A ii» 

soohate Äpotoms Denn L ist nich No. 
40 ein« Apotome , ferner weder die Qanse 
noch die Angefügte rational nnd die Ganse 
poteniirt über (Ue angefSgte nm du Qua- 
drat einer Linie l^ "in 
Oanun in Länge incommensnrabel ist. 
65. Den nnter einer Rationallioie (A) 

nnd der ersten Apotome ) 


«nthaltenen Ranm potensiit eina Apo- 
tome (Satz 92). 


Der euklidischen Constrnction infolge, 
wenn x eine Hölälinie ist entsteht fol- 
gendes Calcnl; 

(A-.Y)Ar = (MV'^^^T 

woraus Jf = IA(l — — ) 

A-X = iA(l+^) 

Die poteniirende Linie ist 



Sie ist der Form nach eine Apotome 

Hier hat man 

nnd ihr Quadrat ist = dem Rectangel 

ar(i 


V y »• ) 

56. Den nnter einer Rationallinie (A) 

V an"“"* 

wormns X= iÄ - 

nnd der zweiten Apotome^ a|/ •^) 

A X-iA " + " 

enthaltenen Ranm potenzirt die erste 


Medialapotome ^ati 93). 

Die poteniirende Linie 

L-1/*AA " + -1/ 

*AA 

r v'n*— m* r 

)/a*- «** 




also wie No. 32 ist 

L = v^AR[vr,-^y*j] 

oder L = yiAÄ [ |/^ - v/(«-t-».)'(w-^] 


L ist also nach No. 46 eine erste Me- sirt die zweite Uedialapotome (Satz 


dialapotome (s. No. 46). 

Die Form No. 46 für die erste Medial- 
apotome ist di« einbchste. Hier in der 
so eben entwickelten Formel hat die zweite 
Wurzel der Elammergröfae noch einen 
Factor; man übersieht aber nnd kann 
sieh durch Versuch überzeugen, dafs die 
Formel allen Anforderungen von No. 41 
entspricht. 

57. Den unter einer RationalUnie (A) 
nnd der dritten Apotome 


94). 

Bier hat man 


[A\/'^-x)x = iV 


.«-1 


P 

a -f m 


JT=iA^— = M 

Vp . , >P 

Die poteDsirepde Linie 


itlUnie (ü) 1 / I» + M 1 ^ 


- A enthaltenen Baum poten- “ ) 


Vp 


VP 
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pi*»erAn84rnckpotan.irt die gegebene 
dntte Apotome. Die Linie I alle L =2 Ay'MN - AyUN» tu brinnen 

üu, .. d,. r.» ,N...S„ „ 

==l/i!L±^0!.!Lrr!_i/ ("+”•)’ 

rp(H-m) n + m r p (n - ui )’ \h + m/ 

niwB?®“ ®*“®' R»ti#nalli- 

nie (Ä) und der vierten Apotome (A- A) JT= 

('^ ^^n + m) ®“‘*>®ltenen Raum woraus A' = ^ A /l - l/_ ?L_\ 

(«»‘*951. A-A=M l + 

Hier hat man \ '» + »»/ 

Die poteniirende Linie iat ^ 


j / / \ Hier hat man 

iirt den gegebenen Raum , ,,_i+_a . 

.®9- ““ter einer Rationatu- -^= M’ 

Al enthaltenen Raum "/ 

poteniirt die mit einem Rationa- ^ -^-iA/j/ — *"a'| 

len ein mediales Oanae Gebende Die potenanenL Linie ist ' 

i = \'i AR () /=!±=f + ^ _ I 

Diese Linie ist nach No. 44 die 

pliciro in jeder der beiden Würaelgrölsen JJhi®, “‘^‘^derselben in der Klammer, so 

CM j/w ( -|7^, 

ni!°^?®“ j"?‘®' ®‘"®f Äationalli- / ,/„ \ 

nie (Ä) und der sechsten Apotome M |^— -AJ A = 

m m)®°‘*'*'‘®''®“I‘“"® /i H r b 

' . . / woraus X = i AI l, ~ P\ 

potenzirt die mit einem Medialen V “ ' m ) 

eiped.ales Ganze Gebende (Satz ,,„a A - A = jA /'l/ü-+ I/-L-_P\ 

Hier hat man * • \ ™ ' m / 

Die potenzirende Linie ist 
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Di»6e Linie ist nach No. 46 die in die Form No. 46 xa bringen, Terfüirt 
verlangte Irrationallinie. Um sie man wie No. 69, und man erhält 




61. Uie sechs Sätze 96 bis 103 lauten entworfene Rectangel wenn es 
znsammengeaogen wie folgt: gleich ist 

Das an einer Kationallinie (A) 


dem Quadrat hat znr Breite 

einer Äpotome die erste Apotome 

, eisten Medialapotome die zweite . 

, zweiten Medialapotome die dritte , 

, kleineren Irrationale die vierte , 

, mit einem Rationalen ein mediales Ganze 

Gebenden die fünfte , ' ^ 

, mit einem Medialen ein mediales Ganze > 

Gebenden die sechste , a 


Es sind diese Sätze die umgekehrten 
Sätze der Sätze 92 bis 97, No. 55 bis 60j 
deren Formeln sind mit den hierher ge- 
hörigen dieselben. Wenn man jedesmal 
die zuletzt erhaltene Formel für L qua- 
drirt, so ersieht man links das Quadrat 
der jedesmal potenzlrenden Linie und 
rechts das Rectangel zwischen A und der 
betreffenden Irrationale. 

62. Nun folgen fünf Sätze (Satz 104 
bis 108): Jede Li nie, welche in Länge 
commensurabel ist irgend einer 
der hier genannten Apotomen ist 
anch dieselbe Apotome. 

Algebraisch geht die Richtigkeit der 
Sätze unmittelbar aus den für die Linien 
an^estellten Formeln hervor: die ersten 
6 Formeln sind in No. 46 zusammenge- 
atellt; die Apotomen der 6 Ordnungen 
sind: 


1 lll( 

Die erste Apotome ist A — A y — — 

Die zweite , 


Die dritte , 

r p r p 

Die vierte , 


Die fünfte , 


Die sechste , 



Bei der wesentlichen Verschiedenheit 
der Form jeder einzelnen Linie von jeder 


aller übrigen sind die vorstehenden Sätze 
unmittelbar als richtig anznerkennen. 

Die Beweise Euklids sind algebraisch 
ausgedrückt folgende. 

I. Es sei n — Ai in die Apotome; 
hieran fügt sich (nach No. 47} die Linie 
A\'m, die Ganze wird ri und A\ h mit 
Ay'm sind ir. Ist nun C—D n Ay'n — Ai m 
so soll C—D eine Apotome mit Ai’n 
— Aym von derselben Ordnung sein, also 
Cu D. 

Mache 

Ay'n — Aym :C—D= Ai'n : D 

so ist auch Aym C = Ayn-AymiC- D 

Nun folrt ans C - 0 n Ayn — Ay'm 
C iv Ai n und D n Ay'm 

Da non A rational und AynuA so 
ist auch C rational und DuC, folglich 
ist C — f> eine Apotome. 

Ist Ay n — Aym die erste oder zweite 
oder dritte Apotome, so dafs im ersten 
Fall n, im zweiten m = 1 oder eine Qna- 
dratzahi, im dritten Fall weder n noch 
m eine Quadratzabl ist, so ist in allen 
3 Fällen (.4i'«)* — (4|'m)’ = (Ep»)*, näm- 
lich £) it n Ai n. Ist Ayn — Ay'm die 
vierte, oder fünfte oder sechste Apotome, 
so finden dieselben 3 Fälle statt und 
(Al'«)* — (A( m)* = (fc’)/p)* nämlich (A)'«) 
u Eyp. 

Da nun in allen Fällen die Linie C ri 
der Linie Ay'n, so ist sie in allen 6 Fäl- 
len = einer Linie E| n, desgleichen ist D 
in allen sechs Fällen = einer Linie Gy'm. 
Demnach sind in den ersten 3 Fällen 
C> — D* = (Al «)• und in den letaten 3 


e 


3 
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Fällen =(/v>)’. Mithin in jedem einzel- 
nen Fall eine Apotome denelben Ord- 
nnnf;. 

11. Ist gegeben die erste Hedialipotome 


also von der Form A |'mn — 



4 

n einer Linie C- O, so ist CfiAv'mi« 
nnd Dn A 1 /— • Nun erweist Euklid 
durch Proportionen, dals C die Form ha- 
ben mnts E v'mn und D die Form 
— , woraus herrorgeht, dals C+D 

die erste Hedialapotome ist. 

III. Dieselbe Form und derselbe Gang 
des Beweises findet für alle übrigen da- 
bin gehörigen Rationallinien statt. 

G3. Wird von einem Rationalen 
(AH) ein Mediales (RAv») wegge- 
nommmen, so wird die den Rest 
ÄA(1 — i'n) potenzirende eine der 
beiden Irrationallinion, entweder 
die Apotome oder die kleinerelr- 
rationale (Satz 109) 

Es ist A n R, Ay’n u A, mithin ist nach 
No. 40 A — Al'« eine Apotome, an welche 
Ap'n sich anfügt. Nun ist A rational, 
also nach No. 48 die Linie A — Ai « ent- 
weder die erste oder die 4te Apotome. 
Ist sie die erste Apotome, so ist A*— A*» 
= £*, indem En A ist. Ist sie die vierte 
Apotome, so ist A> — A’« = £*n indem 
£l'n u A werden mufs. 

Im ersten Fall, wenn also A — Al» 
die erste Apotome ist, hat man^ nach No. 
55 l/Ä(A-ltr«)= einer Apotome. 

Im zweiten Fall , wenn also A = Al'« 
die viert e Apotome ist, hat man nach 
No. 68 i'A(A— Al^ = einer kleineren 
Irrationale. 

64. Wird von einem Medialen 
(ARv«) ein Rationales AR wegge- 
nommen, so entstehen zwei an- 
derelrrationallinien, entweder die 
erste Medialapotome oder die mit 
einem Rationalen ein Mediales 
Ganze Gebende (Satz 110). 

Es ist die Differenz beider Rectangel 
RA r« — RA = H(A K« — A). Demnach 
ist A p« 1 / A nnd nach No 40 A p« - A 
eine Apotome, an die A sich fügt. Und 
da die angefügte A rational ist, so ist 
nach No. 48 die Linie entweder eine 
zweite oder eine fünfte Apotome. 

Ist A*«- A’= £’«, indem B y » n Ap«, 
so ist sie die zweite Apotome nnd man 
hat nach No. 56 l R(Ap«- A) = einer 
eisten Medialapotome. 


Ist .4’« - A* = E*, in dem B u Ay'n so 
ist nach No. 69 l'R (Äy'ti — A) = einei 
mit einem Rationalen ein media- 
les Ganze Gebende. 

65. Wird von einem Medialen 
RA V« ein demselben incommen- 
surabeles Mediales RA l'm wegge- 
nommen, so entstehen diebeiden 
übrigen Irrationallinien, entwe- 
der die zweite Medialapotorue oder 
die mit einem Medialen ein me- 
diales Ganze Gebende (Satz 111). 

Es ist die Differenz beider Rectangel 
RAp« — RA \>m, mithin A >'« — AP« 
nach No. 48 entweder die dritte oder 
die sechste Apotome. IstA*»--A*« 
= P«, indem Ey'nn A p« , so ist sie die 
dritte Apotome und mau bat nach No. 
57 l'R (A i « — A pm) = e i ner zweiten 
Medialapotome. Ist A’» — A*m = £*p, 
indem Ey'p u Ap« so ist Ap'« — Ap« die 
sechste Apotome nnd man hat nach No. 
60; VR (Ap «- Ap'i«) = einer mit einem 
Medialen ein mediales Ganze Ge- 
bende. 

66. Die Apotome ist von der Bi- 
nomiale unterschieden (Satz 113). 

Der Beweis im Euklid ist sehr weit- 
läufig nnd soll hier zusammengezogen 
werden. (Die in solcher Klammer M ste- 
henden beiden Buchstaben sind die Linien 
in Euklids Figur). 

Es sei die Linie L [AB] eine Apo- 
tome A — A p'« (0 

Ist R[CO] eine Rationallinie, nnd ist 
R.C[CBxDE] = (A-Ap«)‘ (2) 

so ist nach No. 61 die Linie C [B£] die 
/«*“"•* 

erste Apotome B — By — jjj — (3) 

_i /«’—«* ... 

nnd es ist B n B y — — ( 4 ) 

Wäre nun zMleich L [AB] eine Bi- 
nomiale D + Dym oder für den gün- 
stigsten Fall der Uebereinstimmnng 
= h+Dyn W 

Dann ist RC [CD X DB] = (0 -P B P«)> 
und nach No. 31 ist CJDE]^ die erste 

Binomiale E-p E j/ — (6) 

nnd EaE^/=^V^’ (7) 

Es ist also nach Gleichung 3 nnd 6 
C[DE]zzB-b\/~^ 

= E + ( 8 ) 
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Hieraiu B- E = E + B = (ß + E) j/'“.— 


( 9 ) 


Kun ist B n R und En R also anch 
B — En R (10) 

Nach Gleichung 4 und 7 aber ist 

I ' 1% ^ 3 

B y j ri mit B, also nach Gleichung 

10 auch 1 / mit A 

und E Y ^ j — ri mit E, also nach Glei- 

chung 9 auch n mit R 

Demnach auch (Ä-(- E) mit 

' n* 

R und mit B — E 

Es kann also Gleichung 9 nicht be- 
stehen, und folglich kann eine Linie, 
welche Apotome ist, nicht angleich Bi- 
nomiale sein. 

67. Das dem Quadrat einer Ra- 


tionallinie gleiche, an einer Bi- 
nomiale entworfene Kectangel hat 
inr Breite eine Apotome, deren 
Namen den Namen der Binomiale 
commens u rabel nn d in demse Iben 
Verhältnils sind und die mit der 
Binomiale anch von einerlei Ord- 
nung ist (Satz 113). 

In No. 37 sind sämmtliche Binomialen 
und in No. 63 sämmtliche Apotomon zu- 
sammen gestellt. Man ersieht, dafs wenn 
das Ton zweien dieser Linie zu bildende 
Rectangel rational sein soll, eine der Bi- 
nomialen die eine und eine der Bime- 
dialen die andere Seite sein mufs. 

Ist nun die Länge des Rectangels die 
erste Bimediale, so ist unter allen Bino- 
mialen nur die erste, welche das Rec- 
tangel rational macht nämlich 


Eben so enthält die zweite Apotome nur mit der zweiten Bimediale ein Ra- 
tionales. 


6S. Das dem Quadrat einer Ra- 
tionallinie gleiche, aneinerApo- 
tome entworfene Rectangel nat 
zur Breite eine Binomiale, deren 
Namen den Namen der Apotome 
commensurabel und in demselben 
Verhältnifs sind, und die mit der 
Apotome auch yon einerlei Ord- 
nung ist (Satz 114). 

Derselbe Beweis wie No. 67. 

69. Jedes unter einer Apotome 
und einer Binomiale, deren Na- 
men den N amen der Apotome com- 
mensurabel und proportionirt 
sind, enthaltene Rectangel wird 
Ton einer Rationale potenzirt 
(Satz 115). 

Derselbe Beweis wie No. 67 und 68. 

Irrationale Linien nnd Flächen sind 
solche, die gegen eine als rational ange- 
nommene Linie und Fläche kein gemein- 
schaftliches Haafs haben: In einem Qua- 
drat Ton rationaler Seite Ä ist die Dia- 
gonale irrational = A \'2. Das Quadrat 


yon A ist rational, die Kreisebene yom 
Durchmesser A ist irrational = InAL 

Irratlonalea Terhältnlfk, s. n. »Irra- 
tional*. 

Irrationale Zahlen, s. u. »Irrational*. 

Irregnllr nennt man Figuren, wenn 
diese ungleiche Seiten nnd Winkel ha- 
ben ; Körper, wenn sie ungleiche Bwren- 
znngsebenen , Flächenwinkel nnd Ecken 
haben; Gurren, wenn deren Bildung keine 
Coordinatengleichnng zu Grunde liegt. 
Irreguläre Ecken in einem Krystall s. n. 
»Ecken*. 

laagonlsch, s. y. w. gleichwinklig. 

laoehroalach, s. y. w. gleichzeitig. 

Isometrisches KrystaUlsatloassystem 

ist das reguläre System. (Von >oo( gleich 
nnd fiirpur messen, weil alle Axen glei- 
ches Maafs haben.) S. »Axensysteme 
der Krystalle*, pag. 260 zu Anfang. 

Jahr, s. »Astronomisches Jahr 
und Chronologie*. 


i 
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JahrbScher, s. , Astionomische 
Jahrbücher“. 

JabrssielteD, s. . AstroDomische 
Jabresioiten “. 

JovlcentrUcb ist «as sich auf den Mit- 
telpunkt des Planeten Jupiter bezieht. 
Was in dem Art. „Geocentrisch“ von 
der Erde gesagt worden, gilt auch für 
den Jupiter, wenn man Fig. 656, pag. 148 
für E (Erde) den Buchstaben 1 (Jupiter) 
und in dem Text für Erde und geo- 
centrisch die Worte Jupiter und jo- 
vicentrisch setzt. 

Jongfrau (liP) (s. »Absteigendes 
Zeichen mit Fig. 19) ist das sechste 
und letzte Himmelszeicben der nördlichen 
Halbkugel. Es erstreckt sich, wie jedes 
Zeichen auf 30 Grad Länge, und zwar 
vom Ende des Zeichens Löwe (60 Grad 
vom Sommerwendepunkt) bis zum An- 
fang des Zeichens Waage (90^ vom Som- 
merwendepnnkl), dem Ilerbstpunkt. 

Jono (t) ist einer der 4 kleinen obe- 
ren Planeten (Planetoiden) Vesta, Juno, 
Ceres, Pallas, zwischen Mars und Jupiter, 
wurde am 1. September 1804 von Har- 
ding entdeckt Juno ist der dritte der 
oberen Planeten (Mars, Vesta, Juno, Ce- 
res u. s. w.}, deren kleinste Entfernung 
von der Sonne ist 41, deren gröfste 69 
Millionen Meilen, deren mittlere 55 Mil- 
lionen Meilen. Sie bat daher die stärkste 
Excentricität von allen Planeten = 0,259875 
der halben grofsen Axe, in Länge cc. 14 
Millionen Meilen. Deren geringste Ent- 
fernung von der Erde 21, deren gröfste 
90 Millionen Meilen; Neigung der Bahn 
gegen unsere Ekliptik = 13° 3’ 28”, tro- 
pische Umlaufszeit um die Sonne ist 
1592,1 Tage = 4 Jahr 131,1 Tage, Länge 
des aufsteigenden Knotens 171° 11' r', 
Länge des Peribels 53° 15' 16". Der 
wirUche Duiohmesser der Juno wird 300 
Meilen angegeben, deren scheinbarer 
Durchmesser 2,4 bis 2,6 Socunden. 

Japlter ( 2|. ) ist der sechste der obe- 
ren Planeten (wird die Asträa hinzuge- 
reebnet, der siebente), der gröfste und 
uns glänzendste Planet, er o^^rtrifit an 
körperlichem Inhalt nnd Masse alle übri- 
gen Planeten zusammengenommen. Des- 
sen kleinste Entfernung von der Sonne 
ist 102345000 Meilen, deren gröfste 
112705000 Meilen, dessen mittlere also 
107526000 Meilen; dessen Excentricität, 
die halbe grofse Axe der Bahn 1 ge- 
setzt, = 0,0481784 sind 5180000 Meilen. 
Dessen kleinster Abstand von der Erde 
beträgt cc. 82000000 Meilen, dessen gröfs- 


t«r Abstand ec. 133000000 Meilen. Des- 
sen sideiische Umlanfszeit (Rückkehr des 
J. bei seinem Umlauf um ^e Sonne zum 
nämlichen Fixstern 4332,58 'Tage = 11 
Jahr 314 Tage 20 Stunden 2 Minuten 7 
Secunden, dessen tropische L'mlaufsieit 
(Rückkehr zur nämlichen Nachtgleiche) 
nur 11 Jahr 312 Tage 20 Stunden 14 Mi- 
nuten 10 Secunden. Länge des aufstei- 
genden Knotens 98° 25' 36", Länge des 
Peribels 11° 8' 30". Die Neigung seiner 
Bahn ^gen unsre Ekliptik ist = 1° 18 
52”. Bei seiner gröfsten Erdnähe ist 
sein scheinbarer Durchmesser 45 Secon- 
den, bei seiner gröfsten Erdferne 30 Se- 
cunden; demnach hat der Durehmesaer 
des J. etwa 1 1,23 Erddurchmesser = 19300 
Meilen. Daher der Umfang seines Aegna- 
tors 62700 Meilen; seine Oberfläche cc. 
1200 Millionen Qnadratmeilen , also etwa 
das 120fache der Erdoberfläche; aus sei- 
nem Volumen können cc. 1300 Srdkn- 
geln geschnitten werden. Seine Abplat- 
tung ist sehr bedeutend: wenn sein schein- 
barer Dnrehmesser im Aeqnator 38,44 
ennden beträgt, so beträgt sein Durch- 
messer durch die Pole 35,64 Secunden, 
Unterschied 2,80 Secunden, gilt eine Ab- 
38 44 1 

plattung -on .^=-- mit cc. 1400 

Meilen, während die Abplattung unsrer 
Erde nur zwischen 5 und 6 Meilen be- 
trägt. Dieser grofse Weltkörper macht 
die Umdrehung um seine Axe in 9 Stun- 
den 56 Minuten, so dafs der Jupiteraequa- 
toT eine 27 mal schnellere Bewegung bat 
als der Erdäequator und in 1 Minute cc. 
100 Meilen zurücklegt, etwa eben soviel 
als er in seiner Bahn zurücklegt. Seine 
Dichtigkeit ist etwa 4 mal geringer als 
die der Erde, so dals das ISOOikäe Yo- 
Inmen das nur 325 fache der Erdmasse 
ausmacht. Aus diesem Grunde beträgt 
die Schwere auf der Jupiteroberfläche 
326 

gegen die unserer Erde das das 

2 j fache, 1 Centner Gewicht würde auf 
dem J. 2 j Centner betragen und ein Kör- 
per fällt dort in der ernten Seennde 24 
X 15 = 37 j pariser Fufs. Während die 
Schiefe unserer Ekliptik etwa 33j° be- 
trägt ist sie beim J. kaum 3°, so dafs 
die Sonne fast senkrecht auf der Rota- 
tionsaxe verbleibt und die Wendekreise 
dort nur 6° von einander entfernt sind. 

JopttenfflODde, vier an der Zahl sind 
von Galilei entdeckt. Seine siderische 
Umlan&zeit macht der erste Mond in 1 
Tag 18 Stunden 18 Minuten, der zweite 
Mond in 3 Tagen 13 Stunden 14 Minuten, 


Dir,:;.. 


•U 


Japitersmonde. 


395 


Jupitersmonde. 


der dritte Mond in 7 Ti(^n 3 Stunden 
43 Minuten, der vierte in 16 Tagen 16 
Standen 43 Minuten. Der Abstand vom 
Mittelpunkt des J. der erste Mond 57300 
Meilen, der sweite Mond 91100 Meilen, 
der dritte Mond 145300 Heilen, der vierte 
Mond 255600 Meilen. 

Oie Durchmesser der Monde sind nach 
Stmve: der des ersten Mondes 532 Hei- 
len, der des zweiten 477 Meilen, der des 


dritten 780 Heilen , der des vierten 667 
Meilen. 

Die Massen in Verhältnils znr Masse 
des J. sind: 

Die des ersten Mondes =0,000017328 

, , zweiten , = 0,0000232355 

, „ dritten , =0,0000884972 

„ „ vierten „ = 0,000042659 
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